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全 书 分 为 三 册 ， 梳 宰 论 基础 、 数 理 统 计 、 随 机 过 可 。 李 韦 材料 
比较 直 宣 ， 并 配备 一 定数 量 的 习题 ， 共 内 容 经 适当 选择 后 。 可 和 作为 
综合 大 学 和 师范 院 校 数学 专业 试用 教材 ， 也 可 供 理科 其 节育 关 专 业 
政工 各 森 些 专业 作为 床 学 参考 书 ，。 
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一 ” 概 李 论 是 :从 数 虹 合 而 研究 随机 现象 规律 性 的 数学 学 科 ， 理 论 
严 谴 , 应 用 广泛 ,发 展 迅 束 . : 
概 毕 论 是 数学 的 一 个 有 特色 的 分 支 . 一 方面 ， 它 有 别开生面 
的 装 究 课题 , 丰 自 己 狐 特 的 酸 念 和 方法 , 内 容 直 富 , 结果 深刻 ; 荔 一 
方面 它 与 共 它 数学 分 支 允 有 对 害 的 联系 它 吓 过 代数 举 的 重要 组 
上 成 部 分 . 
-- “日 前 ， 概率 论 的 理论 与 方 共 已 广泛 应 用 于 工业 ,农业 , 罕 事 和 
科学 技术 中 .如 顶 测 和 滤波 应 有 于 空间 技术 和 自动 控制 计 间 序 
dal 
起 预报 和 气象 预报 ; 数理 统计 方法 应 用 于 工农 业 生产 等 等 
训 论 联系 灾 际 方 硬 概率 论 是 数学 最 活跃 的 分 支 之 一 ， 
概率 论 的 理论 和 方 基 向 各 个 基础 学 科 , 工程 学 科 的 渗透 , 是 近 
代 科 学 技术 发 展 的 特征 之 一 . 概率 论 与 其 它 学 科 丰 站 全 发 展 成 不 
少 边缘 学 科 ， 如 生物 统计 , 统计 物理 和 数学 地 质 等 ; 它 又 是 许多 新 
的 重要 学 科 的 基础 , 如 信息 论 , 控制 论 , 可 车 性 理论 和 人 工 智能 等 
今天 ， 高 等 学 校 理科 ， 工 笠 和 庶 科 的 许多 专业 的 数学 计划 中 
都 设置 了 概率 论 或 数理 统计 课程 ， 以 使 学 生 初 步 掌 担 处 理 随 机 
和 培养 他 们 解决 某 些 有 基 实 际 问 题 的 能 
写本 书 的 目的 就 在 于 为 上 还 课 程 据 供 教材 或 基本 教学 参 
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念书 共 分 三 部 分 ， 氢 率 论 基础 ,数理 统计 和 随机 过 程 , 分 三 册 
出 版 ， 作 为 一 个 整体 , 金 书 的 内 容 是 过 贯 的 ， 体 例 是 一 致 的 , 它 咎 ，. 
含 了 概率 论 学 科 的 主要 基础 知识 ; 同时 这 三 部 分 的 内 容 又 有 自己 
的 独立 性 , 因此 通过 其 他 课本 学 过 概率 论 基 础 的 读者 , 可 以 直接 学 
习 本 书 的 数理 统计 部 分 或 随机 过 程 部 分 ， 全 书 的 内 容 基本 .上 假定 
读者 具有 微 积分 的 基础 知识 ， 数 理 统计 部 分 还 要 求 读者 懂得 线性 
代数 ， 随 机 过 程 部 分 有 些 章 节 还 需要 一 些 实 变 函 数论 和 泛 函 分 折 
的 初步 知识 . 

全 书 内 容 的 组 织 是 “ 神 块 式 " 的 , 作者 希望 通过 适当 前 选择 , 本 
书 将 能 适应 多 方面 的 教学 怖 要 、 三 部 分 内 部 各 章节 的 逻辑 关系 如 
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从 教学 时 数 来 看 , 下 面 也 提供 几 种 可 供 选 择 的 安排 


、- 可 珍 内 数字 (如 36, 48 等) 为 学 时 数 。 
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本 书 中 的 定理 , 公 臣 和 图 共和 等 均 按 节 编 号 ,引用 同 节 的 公式 时 ， 
只 指明 编号 ; 同 便 跨 站 引用 时 还 指出 节 呈 , 例如 (2. 21) 表 示 辣 章 第 
2 节 (21) 式 ; 跨 竟 引用 时 还 指明 章节 号 , 例如 (3.2, 21) 心 示 第 三 志 
第 2 12127 式 ， . 

标 有 星 号 的 窜 , 闻 , 段 有 相对 独立 性， 跳 过 它们 不 损害 爹 书 的 
本 书 的 编写 工作 在 吴 立 德 同志 前 领导 下 进行 ， 结 构 与 体例 出 
编写 者 集体 讨论 商定 ， 概 率 论 基 础 部 分 内 李 贤 平 同志 编写 ; 数理 
统计 部 分 一 至 八 剖 出 证 国 瑞 同 志 编写 , 第 九 章 由 注 嘉 风 同 志 编 写 ; 
随机 过 程 部 分 第 一 、 二 ,三 ,六 滞 由 吴 立 德 同 志 编写 ， 第 四 ,五 章 由 
汪 嘉 四 同志 编写 ， 最 后 , 证 嘉 浆 同志 人 审阅 了 爹 书 . 

在 编写 过 程 中 ， 我 们 得 到 了 郑 绍 濠 同志 的 指导 和 帮助 ， 本 书 
初稿 于 1978 年 秋季 完成 后 ,上海 师范 天 学 魏 宗 舒 教授 等 曾 对 本 书 
提出 了 许多 宝贵 药 意 见 和 建议 ;本校 徐 业 基 间 志和 吴 立 鹏 癌 志 陪 
读 过 部 分 原稿 并 提出 不 少 章 见 和 建议 , 齐 此 一 并 致谢 ，， 

1979 年 初 在 广州 举行 了 有 14 个 兄弟 院 校 26 名 代表 参加 的 
审 稿 会 议 , 与 会 代表 认真 阅读 了 个 书 ， 并 对 全 省 的 结构 ,选材 和 细 
节 答 十 面 提出 了 十 分 中 肯 的 意见 和 建议 ， 在 此 基础 上 我 们 系 一 . 


-一 一 .-- --_ -.，. re- -一 -一 


韦 作 了 修改 ， 利 用 这 全 妍 会 ， 我 们 向 主 审 单位 北京 天 学 以 及 参 岗 
” 馈 稿 会 议 的 其 它 兄弟 院 蒋 同志 表示 实心 的 感谢 . 
由 于 水 平 所 限 , 编写 工作 又 较 航 书 , 因此 一 定 存 在 不 少 决 点 和 
错误 , 欢迎 读 省 批评 ,指正 ， 
编者 
1979 和 芷 工 月 


第 一 章 ”事件 与 概率 


1。 随 机 现象 与 统计 规律 性 


一 、 随 机 现象 

概率 论 是 研究 随机 现象 的 数量 规律 的 数学 分 支 ， 为 了 说 明 奸 
么 是 随机 现象 , 让 我 们 先 来 看 一 个 例子 。 设 某 车 间 有 二 百 台 车 床 ， 
由 于 经 常 需要 检修 , 副 量 . 调换 刀具 ,变换 位 置 等 种 种 原因 ， 因 此 ， 
到 全 在 生产 期间 ， 各 全 村 床 还 是 时 入 多 要 停 守 若 每 台 率 床 有 百 

六 十 的 时 间 在 开动, 而 每 台 计 床 开动 时 需要 耗 电工 千瓦 , 问 应 
代入 过 不 本 间 多 消息 力 才 能 保 证 此 车间 正 东 生产 ， 

业 似 的 例子 在 许多 实际 问题 中 出 现 ， 解 决 这 类 问题 当然 具有 
重大 意义 . 

然 ， 若 供给 这 个 车 间 200 千 巨 的 电能 则 此 硅 间 佛 能 正常 生 
产 . 但 这 样 做 不 合算 ， 因为 每 台 车 床 的 开工 率 只 有 60%， 也 就 是 
说 ,平均 起 来 这 个 夺 间 中 同时 在 工作 的 车 末 只 有 120 台 , 供给 它们 
200 千 素 的 电能 太 多 . 供给 120 于 天 的 电能 行 吗 ?y 这 又 太 少 些 ， 因 
为 有 时 工作 的 车 床 数 会 超过 120 台 , 车 只 供给 120 千 艳 , 则 这 时 会 
量 现 因 电力 不 是 而 使 村 床 无 法 正常 运转 ， 那 么 到 底 供给 多 少 电 才 
能 始 保 证 生产 正常 进行 而 又 节约 电力 呢 ? 

用 概率 论 的 方法 能 给 这 个 癌 题 以 完满 的 解决 ， 现 在 我 们 仅 把 
结果 列 出 ， 详 细 的 解法 以 后 再 讲 ， 计 算 表明 ， 只 要 供给 这 个 奈 间 
141 干 巨 的 电 就 驶 了 ， 虽 然 在 这 时 也 可 能 碰 齐 因 电 力 不 足 而 不 能 
正常 生产 的 情况 ， 但 这 种 宙 会 很 少 ， 它 小 十 0.1 锡 ,， 即 在 & 小 时 工 
se 站 . 


作 中 一 般 只 有 半分 钟 会 倍 天 这 种 情况 ， 这 显然 影响 不 大 ， 但 节约 

-本 水 前 59 千 巨 电能 却 能 用 来 做 许多 别 的 用 途 . 

解决 这 个 向 题 的 关键 在 于 要 计算 出 某 时 刻 同 时 工作 着 的 车 床 
. 数 ， 但 是 由 于 某 台 车 床 在 某 时 刻 是 否 开工 很 难 预 先 确 定 ， 这 受到 
许多 侦 然 因素 的 影响 ， 即 工作 着 的 车 床 数 是 一 个 受 许多 个 然 因素 
影响 的 量 ， 对 于 这 种 量 ， 在 概率 论 以 外 的 数学 分 支 中 还 没有 得 到 

原来 , 在 自然 界 和 人 类 社会 中 存在 着 两 类 不 同 的 现象. 

当 我 们 多 次 观察 自然 现象 和 社会 现象 后 ， 会 发 现 许 多 事情 在 
一 定 的 条 件 下 必然 会 发 生 ， 例 如 在 没有 外 力作 用 的 条 件 下 ， 作 等 
速 直线 运动 的 物体 必然 继续 作 等 速 直 线 运 动 ， 又 如 在 标准 大 气压 
下 , 水 加 热 到 100°C 时 必然 会 沸腾 等 等 ， 这 种 在 一 定 条 件 下 , 必然 
会 发 生 的 事情 称 为 必然 其 件 ， 反 之 , 那 种 在 一 定 条 件 下 , 必然 不 会 

“ 必 生 的 事情 就 称 为 不 可 能 事件 ， 例 如 在 不 受 外 力作 用 的 条 件 下 ， 
作 等 速 直线 运动 的 物体 改变 其 等 速 直 线 和 运动 状态 是 不 可 能 的 . 

从 所 举例 子 中 看 出 , 必然 事件 和 不 可 能 事件 ， 虽 然 形式 相反 ， 
但 是 两 者 的 实质 是 相 同 的 ， 必 然 事 件 的 反面 就 是 不 可 能 事件 ， 而 
不 可 能 事件 的 反面 就 是 必然 事件 . 

所 有 这 种 现象 我 们 称 之 为 决定 性 现象 ， 它 广泛 地 存在 于 自然 
现象 和 社会 现象 中 ， 凶 率 论 以 外 的 数学 分 支 研究 的 是 决定 性 现象 
的 数量 规律 . 

但 是 在 自然 现象 和 社会 现象 中 也 还 广泛 存在 着 与 决定 性 现象 
有 着 本 质 区 别 的 另 一 类 现象 ,上述 车 间 供 电 问 题 就 是 一 例 . 

”类 似 的 例子 还 可 以 举 出 很 多 ， 例 如 用 同一 仪器 多 次 测量 同一 

” 畅 体 的 重量 , 所 得 结果 彼此 疮 是 略 交差 异 , 这 是 由 于 诸如 测量 仪器 
受 大 气 影响 ,观察 者 生理 上 或 心理 上 的 变化 等 等 偶然 因素 引起 
“ea， 回 样 地 , 同一 门 雹 向 同一 目标 发 射 多 发 同 种 炮弹 , 弹 落 点 也 不 
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一 样 , 因为 炮弹 制造 时 种 种 偶然 因 尝 对 炮 洋 质量 影响， 此 外 , 炮 
简 位 竹 的 谋 凑 ， 天 各 上 答 件 的 笋 小 亚 化 管 等 部 影 旷 漳 洲 点 。 折 要 大 
能生 产 线 上 用 同一 种 荆 亏 生产 出 来 的 灯 驳 的 寿命 耶 布 莽 异 等 等 ， 
总 之 所 举 这 些 现 角 的 一 个 共同 指 特 点 是 : 在 基本 条 件 不 变 的 情况. 
下 ,一 了 系列 试验 或 观 窗 会 得 到 不 间 的 引 果 , 换 知 话说 ， 束 个别 的 试 
验 或 观察 而 言 , 它 会 时 而 出 现 这 种 结果 , 时 午 出 现 那 种 结 时， 呈现 
于 一 种 侦 然 性 。 这 种 现象 称 为 随机 现 划 .对 干 雷 宙 现 闵 通 第 关 术 * - 
的 证 在 试验 或 观 窗 中 革 休 结 失 是否 山王, 这些 颖 果 称 为 随 籼 事 性 ， 
简称 事件 , 例如 过 马路 安 又 巴 时 可 能 遇 上 各 种 颜色 的 交通 视 挥 箱 ， 
这 基 一 个 随机 现象 ， 而 * 遇 到 红 灯 ” 岩 是 一 个 随机 事件 .以 后 我 们 
用 4, B,C,…… 等 大 写 拉 丁字 母 表 示 苑 机 事件 :， 

二 、 类 率 稳定 性 

正 却 办 格 斯 所 指出 的 : “在 表面 上 是 偶然 性 在 起 作用 的 地 方 , 
这 种 血 然 性 好 终 是 受 内 部 的 脆 责 着 的 规律 支配 的， 而 而 问题 只 是 在 
于 性 现 这 些 规 律 , "(恩格斯 :< 踏 德 维 希 … 费 尔 巴 哈 和 德国 十 典 斩 
学 的 终结 ?, 玉民 出 版 社 , 1972 年 ,第 38 页 ). 

人 们 经 过 长 期 的 实践 发 现 ， 虽然 个 别 随机 谭 件 在 茶 次 试验 或 
观 蹇 中 可 以 乌 现 也 可 以 不 出 现 ， 得 在 大 报 试 验 中 它 却 呈 现 出 明志 
的 规律 性 一 一 频率 稳定 性 ， 

对 于 随机 事件 41， 车 在 丈 次 试验 中 出 现 了 次 ; 则 称 


Fy (4) = 名 


为 随机 事件 在 浆 次 试 难 中 出 现 的 频率 . 
在 掷 一 要 硬币 时 , 既 可 能 出 现 正面 ,也 可 能 出 现 禾 面 , 预先 作 
出 确定 的 判断 是 不 可 能 的 , 但 是 假如 硬币 均匀 , 直观 上 出 现 正面 与 
出 现 反 面 的 机 会 应 谈 和 等 , 即 在 大 量 试验 中 出 观 正面 的 频率 , 应 接 
这 于 50 狗 , 为 了 验证 试点 , 历史 上 曾 有 不 少 人 做 过 这 个 试验 ,其 允 
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又 如 , 在 英语 中 某 些 字母 册 现 的 频率 远 远 遍 于 另外 一 些 字母. 
在 进行 了 更 深入 的 研究 之 后 ， 人 人 和 们 挝 发 现 各 个 字 好 被 使 用 的 频率 
相当 稳定 ， 例 如 ,下面 就 是 英文 裤 二 使 旧 频 率 的 一 份 统计 表 @。 共 
他 各 利文 字 也 都 和 着 类 但 的 起 得 ， 





J 


字母 | 空格 E T 0 A 到 I RR Ss 





字母 | H Dp L C F U MI PF YY 


频 寂 | OOdF O035 O02 E03 00225 0.0225 0.021 0.0175 0.012 














字母 | Ww 6 B V KK x J QO Zz 





频 计 NZ OL OO0EO0S O008 O00 OOD Do OOo01l O.001 





字母 使 用 频率 的 研究 , 圣 子 拉 字 机 刍 盘 的 设计 (在 方便 的 地 方 
安排 使 用 频率 较 高 的 宁 母 链 )、 印 副 铅字 的 铸造 (使 用 频率 高 的 应 
铸 得 多 些 )、 信息 的 编码 ( 当 首 字 生 用 较 短 的 码 )、 密码 的 破译 等 等 
方面 都 是 十 分 有 用 的 . 

另 一 个 验证 频率 稳定 性 的 著名 试验 是 由 英国 生物 统计 学 家 高 
尔 顿 《Gatton) 设计 的 ， 它 的 试验 模型 如 图 1 所 示 . 

自 上 端 放 入 一 小 球 , 任 其 自由 下 落 , 在 下 落 过 程 中 当 小 球 碰 到 


习 | 自 格 湾 坚 天 # 概 党 论 软 各 3, 商 济 首 罕 出 版 社 , 连 持 页 。 
命 引 自 L. Brillouin, scienece and Information Theorey, New York, 
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钉子 时 ， 从 左边 落下 与 从 右边 落下 的 机 会 
和 相等。 磁 到 下 一 排 钙 子 时 又 是 如 此 最 后 
藩 人 底板 中 的 某 一 格子 ， 因 此 ， 任 意 放 人 和 
一 球 , 则 此 球 落 入 那 一 个 格子 , 预先 难以 确 
定 ， 但 是 实验 证 明 , 如 放 和 大量 小 球 , 则 其 
最 后 所 呈现 的 曲线 ， 儿 了 乎 总 是 一 样 的 ， 也 
就 是 说 ， 小 球 落 人 各 个 格子 的 频率 十 分 稳 
定 .这 个 试验 模型 称 为 高 尔 师 板 . 这 个 试 驻 Te 生生 和 
中 呈现 出 来 的 规律 性 ， 在 学 习 第 五 章 极 限 。 图! 高 尔 精 板 
定理 之 后 , 就 会 有 更 深刻 的 理解 . z 

同样 , 如 果 多 次 测量 同一 物体 , 其 结果 虽 略 有 差异 ， 但 当 负 基 
次 数 增加 时 , 就 会 越 来 越 清楚 地 呈现 出 一 些 规 律 性 : 测量 值 的 平均 
值 在 某 固定 常数 附近 波动 ， 诸 测量 值 在 此 常数 两 旁 的 分 布 显 现 某 - 
种 对 称 性 ， 又 如 在 射击 的 例子 中 , 当 射 击 次 数 不 多 时 , 炮弹 的 弹 落 
点 似乎 是 前 后 左 老 杂乱 无 章 , 看 不 出 什么 明显 的 规律 ;但 当 射击 次 
数 增加 时 ， 弹 藩 点 的 分 布 就 会 呈现 出 一 定 的 规律 人性， 如 弹 落 点 关 
干 目 标的 分 布 略 呈 对 称 性 ， 偏 离 目 标 远 的 弹 落 点 比 偏离 自 标 提 的 
弹 落 点 少 等 等 ， 其 他 如 好 泡 寿 命 等 , 在 进行 多 次 观察 或 试验 后 , 也 
都 可 以 发 现 类 似 的 规律 性 , 

上 述 种 种 事实 表明 , 随机 现象 有 其 偶然 性 的 一 面 , 也 有 其 必 榴 
性 的 一 面 ， 这 种 必然 性 表现 为 大 量 试 验 中 随机 事件 出 现 的 频率 的 
稳定 性 ， 即 一 个 随机 事件 出 现 的 频率 常 在 某 个 固定 的 常数 附近 摆 
动 ， 这 种 规律 性 我 们 称 之 为 统计 规律 性 ， 频 率 的 稳定 性 说 明 随机 
事件 发 生 的 可 能 性 大 小 是 随机 事件 本 身 固有 的 、 不 随 人 们 意志 而 -~ 
改变 的 一 种 客观 属性 , 因此 可 以 对 它 进 行 度量 . 

对 于 一 个 随机 事件 4, 用 一 个 数 P(4) 来 表示 读 事 件 发 生 的 可 
能 性 大 小 , 这 个 数 P(4) 就 称 为 随 宙 事件 4 的 概率 ， 因 此 概率 谋取 
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村 荫 机 事件 发 生 的 可 能 性 的 天 小 . 
一 囊 于 随机 现象 , 光 讨 论 它 可 能 出 现 什 么 结果 , 价 慎 不 大 ， 而 指 
二 各 种 结果 出 现 的 可 能 性 的 天 小 则 县 有 很 天 意义 。 有 了 概率 的 概 
~、 念 就 使 我 们 能 对 随机 现象 进行 定量 研究 ， 由 此 建立 了 一 个 新 的 数 
三 ， 频 素 与 概率 
一 -- 既然 概率 PdI) 诬 量 了 随机 事件 4 发 生 的 可 能 性 大 小 , 可 以 预 


料 , 在 术 次 重复 试验 中 , 若 P(A4) 按 大 , 则 频率 PC 一 六 也 较 大 . 


反之 车 PC4) 很 小 ， 则 声 ;(4) 也 很 小 ， 而 且 概 率 P(4) 应 与 频率 有 
许多 相似 的 性 质 ， 坟 下 我 们 鞠 对 频率 的 性 质 进行 一 番 尖 察 . 
首先 频率 具有 非 负 性 z 
F(A)2>0 (1} 
- -其 次 ,对 于 必然 发 生 的 事件 , 在 浆 次 试 难 中 应 出 现 克 次， 著 以 
纺 记 必 然 龙 件 , 则 应 有 
FI) 一 (2 
还 有 , 车 4 及 吾 是 两 个 不 会 同时 发 生 的 随机 率 件 ,以 4 十 五 表 
东 4 或 8B 至少 出 现 其 一 这 个 事件 , 则 应 有 
z F(A+ B)=Fy(A) + Fr(B) (3) 
这 个 性 质 称 为 频率 的 可 加 性 . 
当然 还 可 以 列 出 频率 的 许多 性 质 ， 但 上 述 三 个 性 质 是 最 基本 
的 。 情 如,，* 不 可 能 事件 在 邢 次 试验 中 出 现 的 频率 为 0", “任何 随 
机 事件 在 歹 次 试验 中 出 现 的 频率 不 大 于 1"，“ 对 于 有 限 个 两 两 不 
会 同时 发 生 的 随机 事件 也 有 频率 可 加 性 *, 这 些 性 质 都 可 以 由 (1)， 
《23703) 推 出 . 
最 后 , 根据 上 述 频率 稳定 性 的 讨论 似乎 可 以 提出 这 样 的 狂想 ， 
如 当 太 是 够 大 时 Fy(4) 与 P(A) 应 充分 接近 ， 这 一 点 有 很 天 的 启 
" i “ 
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发 性 ， 在 历史 上 它 一 直 是 概率 论 研 究 的 一 个 重大 课题 以 后 我 们 
将 会 看 到 , 在 很 一 般 的 条 件 下 , 这 个 结论 的 确 成 立 ， 但 同时 还 须 对 
问题 的 提 革 进一步 明确 化 ， 

频率 与 概率 的 上 述 英 系 有 时 还 提供 了 求 共事 件 概 率 的 一 种 手 :- 
段 , 好 当 叉 足 够 大 财 , 用 它 的 产 率 来 作为 概率 的 近似 乙 。 以 后 我 们 
将 会 看 到 , 这 种 做 法 大 有 好 处 

四 、 概 率 论 简 史 一 

概率 论 是 一 门 研究 随机 现象 数量 规律 的 学 科 ， 早 在 十 七 世纪 
中 叶 便 开 始 了 对 随机 现象 的 研究 ， 在 这 些 研 究 中 建立 了 概率 论 的 
一 些 基本 窜 念 如 事件 , 概 举 , 随机 变量 ， 数 学 期 望 等 。 当 时 研究 的 
税 型 较 简 单 , 就 是 现在 通称 的 古典 概 型 . 

其 后 , 随 着 生产 实践 的 发 展 , 特别 是 在 射击 理论 .人 者 保 险 、 测 
基 误 差 等 工作 中 提出 的 一 些 概 率 问题， 促使 人 们 在 概率 论 的 极限 ， 
定理 方面 进行 深入 研究 . 起 初 主要 对 贝 努 里 (Bernoulli) 试 验 艇 型 
进行 ， 其 后 则 推广 到 更 为 一 般 的 场合 ， 极 限定 理 的 研究 在 十 八 世 
纪 和 十 九 世 纪 整 整 200 年 中 成 了 概率 论 研 究 的 中 心 课题 ， 在 本 让 
纪 彻 , 由 于 新 的 更 有 力 的 数学 方法 的 引信, 这 些 问 题 得 到 了 较 好 解 
决 ， 

虽然 丹 率 论 历史 您 处 ， 但 是 它 的 严格 的 数学 基础 的 建立 以 及 
理论 研究 和 实际 应 用 的 极 大 发 展 却 主要 是 本 坦 纪 的 事情 ， 
”由 于 物理 学 (如 统计 物理 )、 竺 物 学 人 以 及 工程 技术 (如 自动 电 
话 、 无 线 电 技术 ) 发 展 的 推动 ， 概 率 论 得 到 了 飞速 的 发 展 ， 理 论 课 
题 不 断 扩大 与 深入 ， 概 率 论 的 思想 渗入 各 个 学 科 成 了 近代 科学 发 
展 明 显 的 特征 之 一 . .| 

由 于 各 个 数学 分 支 的 爱 展 与 互相 渗透 ， 概 率 论 的 严格 的 数学 
基础 被 建立 起 来 ， 衣 上 典 问 题 得 到 了 解决 ， 新 的 概念 和 工具 不 断 出 
， 现 ,概率 论 成 了 数学 的 一 个 活跃 分 支 ， ~ 


| ~ 
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概率 人 论 大 大 地 扩大 了 它 的 点 用 和 理 . 特 淹 在 最 近郊 二 年 中 。 概 
沸 窒 的 方法 被 引入 各 个 工程 技术 党 科 和 社会 学 科 . 日前， 概率 论 
在 近代 物理 ; 无 线 电 与 自动 控制 ,工厂 产品 的 质 县 控制 ,农业 试验 ， 
公用 事业 等 等 方面 都 找到 了 重 缀 应 用 ， 这 些 实 际 需要 也 有 力 地 堆 
动 了 概 举 论 的 新 发 展 ， 有 些 还 形成 了 边 尹 学 科 (如 信息 论 、 诽 队 
论 ). 

一 在 这 个 时 期 内 ， 由 于 生息 学 和 农业 试验 的 推动 , 数理 统计 学 也 
获得 了 很 天 发 展 ， 它 以 概率 论 为 理论 基础 又 为 概率 论 应 用 提供 了 
有 力 的 工 其 , 两 者 互相 推动 , 迅速 发 展 、 而 艇 率 论 本 上身 的 研究 则 转 
人 以 随机 过 程 为 中 心 课题 ， 取得 于 许多 理论 上 和 应 用 上 都 有 重要 . 
价值 的 结果 ， 


8<。 样 本 空间 与 事件 

一 一 、 样 本 空间 
从 本 而 开 始 ， 我 们 将 返 步 引进 鬼 率 认 人 的 基本 概念 。 料 床 空 间 

与 事件 是 最 基本 的 两 个 琶 念 . | 
对 随机 现象 的 研究 必然 要 联系 到 对 客观 的 事物 进行 “观察 "或 

“试验 *。 我 们 假定 ， 这 种 “ 观 窗 " 与 "试验 "可 以 在 相同 条 体 下 重复 

进行 . 

我 们 感 兴趣 的 是 试验 的 结果 。， 俩 妈 掷 -次 硬币 ， 我 们 关心 的 
是 出现 正 面 或 出 现 反 商 ， 这 是 两 个 可 能 出 现 的 结果 假如 我 们 考 
察 的 是 挪 二 次 硬币 的 试验 ， 则 可 能 出 现 的 结果 有 ( 正 ， 正 )，{ 正 ， 
反 )《 反 ; 正 ), ( 反 , 反 ) 四 种 ; 如果 挪 三 次 硬币 , 则 结果 还 蛮 复 杂 , 但 

”还 是 可 以 把 它们 描述 出 来 ， 总 之 , 为 了 研究 随机 试验 , 首先 需要 知 
汗 这 个 试 验 可 能 出 现 的 结果 ， 这 些 结 果 称 为 样本 点 ， 一 般 用 名表 
示 , 样本 点 全 体 构成 祥 本 空间 , 咱 人 表示 ， 在 具体 问题 中 ， 给 定 


本 空 词 是 描述 随机 现象 的 第 一 步 ， 
wm Ti 
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下 面 尖 一 些 例子 ， 
[ 例 1 在 研究 英文 字母 使 用 精 况 时 ， 把 样本 空间 选 为 介 = 
{空格 , A,B。…，Z} 是 适宜 的 ， 这 个 样本 空间 只 有 有 限 个 样本 点 ， 
是 比较 简单 的 样本 空间 . | 
[ 例 2] 观察 一 小 时 中 落 在 地 球 上 某 一 区 域 的 字 宙 射线 数 ， 
可 能 的 结果 一 定 是 非 负 整数 , 而 且 很 难 指定 一 个 数 作为 它 的 上 界 ， 
和 这样 ， 可 以 把 样本 空间 取 为 了 一 {0, 1, 2, …}， 这 个 样本 空间 含有 ~ 
无 穷 多 个 桩 本 点 , 但 这 些 样本 点 可 以 依照 革 种 次 序 排列 币 素 , 以 后 


一 -一 


我 们 将 称 它 的 点 数 为 可 列 个 。 四 

[ 偿 3] ”讨论 某 地 区 的 气温 时 ， 我 们 自然 把 样本 空间 取 为 9 
一 (一 co, 0)， 或 日 =[a, 妇 ,这 个 冬 本 空间 包含 有 无 穷 多 个 样本 
点 , 它们 充满 一 个 区 间 , 不 是 一 个 可 列 业 ， 

[ 例 和 ] “考察 地 震 晨 源 时 , 可 以 把 样本 点 取 为 (z,y, #), 其 中 2 
表示 震源 的 经 度 ,3 表示 纬度 , 4 天 示 深 度 。 这 时 , 样本 空间 是 三 维 
空间 中 某 一 区 域 . 

可 见 , 随 着 问题 不 同 , 样本 空间 可 以 相当 简单 ， 也 可 以 相当 复 
杂 . 

在 令 后 讨论 中 ， 经 常 把 样本 空间 认为 是 预先 给 定 的 。 当然 对 
于 一 个 实际 问题 或 一 个 随机 现象 ， 如 何 用 一 个 恰当 的 样本 空间 来 
撕 述 它 也 很 值得 研究 ， 但 是 在 概率 论 的 研究 中 ， 一 般 都 认为 样本 
空间 是 给 定 的 , 这 是 必要 的 抽象 , 这 种 抽象 使 我 们 能 更 好 地 把 握 住 
苦 机 现象 的 本 质 , 而 且 得 到 的 结果 能 广泛 地 应 用 ， 事 实 上 , 一 个 样 
本 空间 可 以 概括 各 种 实际 内 容 大 不 相间 的 问题 例如 只 包含 两 个 
样本 点 的 样本 空间 醋 能 作为 所 硬币 出 现 正 ,反面 的 模型 , 也 能 用 于 
产品 检验 中 出 现 * 好 品 " 及 “废品 ", 又 能 用 于 气象 中 * 下 两 ”与 < 不 下 
雨 ”, 以 及 公用 事业 排队 现象 中 “有 人 排队 ”与 “无 人 排队 ”等 等 ， 尽 
管 问题 的 实际 内 容 如 此 不 同 , 但 有 时 却 能 归结 为 相同 的 概率 模型 . ~ 
于 学 
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我 们 后 面 常 以 炬 球 等 作为 例子 也 是 由 于 这 个 原因 ， 它 能 使 问题 的 
本 质 更 为 突出 . 
二 、 事 性 
有 了 样本 空间 的 概念 ， 就 可 以 定义 事件 。 我 们 还 是 从 券 察 一 
个 例子 开始 . 
[ 俩 53 共和 中 装 有 4 只 白 球 和 2 只 黑 球 ， 我 们 考虑 湖 次 及 
一 中 措 出 两 球 所 可 能 出 现 的 事件 。 若 对 球 进行 编号 ，4 具 白 妹 分 曾 
编 为 1,2, 3,4 号 , 2 只 黑 球 编 为 5, 号 ， 刀 果 用 数 对 人 也 表 示 第 
一 次 摸 得 号 球 , 第 二 次 弄 得 了 号 球 , 则 可 能 出 现 的 结果 是 
C1, 2), (1,3), {1, 4), (1 5) (1,6) 
(2, 1), (2,3), (2, 4), (2, 5), {2, 6) 
(3,1), (3,2), £3, 4), (3, 5), (3, 6) (*) 
{4,1), (4, 2), (4, 3), (4,5), (4,6) 
《5, 1), (5, 2), (5, 8), (5, 4), (5, 6) 
《6, 1), (6, 2), €6, 3), (6, 4), (6, 5) 
把 这 30 个 结果 作为 样本 点 , 则 构成 了 样本 空间 .在 这 个 问题 
中 ,这些 样 本 点 是 我 们 感 兴趣 的 事件 ;但 是 我 们 也 可 以 研究 下 面 另 
外 一 些 事 件 : 
4: 第 一 次 提出 村 球 ; 
B: 第 二 次 措 出 黑 球 ; 
C: 第 一 次 及 第 二 次 都 摸 出 黑 球 . 
后面 这 些 事 件 与 前 面 那 些 事件 的 不 同 处 在 于 这 些 事 件 是 可 以 
分 解 的 ， 例 如 为 了 4 出 现 必须 而 且 只 须 下 列 样本 点 之 一 出 现 ; 
C5,1), (5,2), (5, 3), 5, 4), (5, 6) 
《6, 1) (6, 2), (6,3), (6, 4), (6,5} 
曾 面 的 30 个 事件 是 由 单个 样本 点 构成 ; 后 面 这 三 个 齐 件 ， 每 


.个 究 件 都 是 由 若 寺 分 样本 点 构成 , 总 之 , 它们 都 是 样本 点 的 某 个 
. s HS 到 
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集合 ， . . 下 
所 这 纵 定 一 个 到 约 集合 5, 是 指 对 于 持 何 一 个 点 w， 都 可 以 确 
定 它 是 不 证 届 于 辣 . 部 果 赴 , 则 记 为 @cS; 旭 困 不 是 , 则 记 为 oES， 
按照 底 种 定 久 ,着 个 点 出 是 一 个 点 集 , 习 慨 上 还 约定 不 包含 任何 点 
的 集合 县 巧 一 个 点 集 , 称 为 空 供 , 一 般 记 为 名， 

今后 ; 我 们 把 事件 定 兴 为 样本 点 的 基 个 集合 , 称 某 事件 发 生 当 
且 扩 当 它 所 包含 的 茜 一 个 笑 本 点 呈现 ， 

我 们 把 样本 空间 吕 也 作为 一 个 事件 ， 因为 在 每 次 试验 中 必然 
骨 静 过 利 的 其 个 样机 局 ， 世 持 马 必然 爱 生 ， 所 以 常 称 妃 为 必然 事 
性 .类 侦 地 ,我 们 把 空 集 名 也 作为 一 个 事件 , 它 在 每 次 试验 中 都 不 
会 发 生 , 称 为 不 可 能 宫 人 性 .， 

人 然 事 件 旭 在 试验 中 必然 爱 华 相反 地， 不 可 能 事件 在 任何 
试验 中 不 可 能 发 生 ; 以 然 束 伴 与 不 可 能 事件 可 这 说 不 是 随机 事件 ， 
但 为 了 今后 研究 的 廊 便 ， 我 们 还 坚 把 必然 事件 与 不 可 能 事件 作为 
随机 可 休 的 两 个 要 妾 情形 来 统一 处 理 . 

.: 圳 件 的 运算 . 四 

在 一 个 样本 空间 中 志和 可 以 定义 不 证 一 个 囊 件 ， 层 率 论 的 全 
要 研究 识 四 之 一 是 希望 从 简 单 可 但 的 概率 推算 出 复 淋 的 机 促 的 概 
率 ， 在 实际 生活 中 ， 往 往 贾 求 我 们 同时 浪 穴 几 个 计 同 样 条 件 下 的 
字 侠 及 它们 之 间 的 联系 . 详细 地 分 析 事 炸 之 闻 的 关系 , 木 仅 帮 助 我 
们 更 深 闯 地 认识 事件 的 本 需 ， 面 肥 可 雇 大 大 简化 一 些 复 麻 事 件 的 
概 密 计算 , ; - | 

-下 面 斌 讨论 事件 间 的 关系 及 素 件 的 运算 ， 于 过 论 两 个 事件 生 
与 吾 之 间 的 关系 . . 

堆 妆 中 的 熏 一 个 样本 点 吉 包含 在 B 中 ， 则 记 为 4cCB 或 五 二 4， 
并 称 盘 量 吾 的 转 款 , 水 称 事件 B 包含 了 认 件 4, 这 时 事件 4 发 生 
全 绍 时 致 王 件 BB8 发 生 . 下 ,如 车 以 44 记 “来 到 呼 则 不 超过 5 个， 
* Ij, _ 


下 到 旺 全 不是 过 日 个 ”， 则 4CB， 显 然 对 任何 可 和 侍 4, 必用 
0 A. 

区 水 A 一 B 与 BB 汪 夺 问 时 成 站 ,; 则 称 站 与 BB 等 价 或 乐 和 及 等 于 
B, 记 为 站 =B, 等 价 的 两 个 强生 同时 发 生 , 因此 可 看 作 是 一 样 的 . 

对 于 对 人 和 有 ， 由 记 有 不 色 含 在 才 中 的 习 本 点 所 组 成 的 事件 称 
沪 在 的 逆 素 件 , 或 称 点 的 对 立 事 件 , 记 为 4，4 表示 轴 不 发 内 ， 用 
如 车 以 4 表示 “ 米 到 呼 是 不 超过 5 个 ", 则 委 表 示 “ 来 到 呼叫 超过 
个 1 中 然 ， 若 4 是 互 的 对 立 事 件 ， 则 有 4 孔 是 所 的 对 立 事 件 ， 即 
4 二 A4， 必 然 带 作 与 不 可 能 事件 互 为 对 立 事件 ， 

其 次 ,对 于 事件 4 及 事件 B, 定 人 头 两 个 新 事件 ; 

用 ANB 或 .AB 表示 记 有 同时 民 于 4 及 8 的 样本 点 的 集合 ， 
称 纸 为 入 与 吾 的 安 , 事件 AB 天 示 事件 4 与 事件 B 同 入 发 生 ， 

用 AUB 站 示 至 少 属于 委 或 中 的 一 个 的 所 有 样本 点 的 集合 ， 
称 它 为 态 与 晴 的 并 ， 冻 他 4UB 形 示 事件 4 或 事件 天 或 它们 二 者 
此 年 ， 也 寻 琢 示 吾 件 反 与 事件 号 至 沙发 生 一 个 . 

大 4B= 汉 ， 下 和 下 4 与 召 不 可 能 同时 发 生 , 称 和 点 与 BB 百 不 相 . 
客 ， 样本 点 起 五 不 相 容 
以 局 , 对 二 证 六 州 窑 训 伯 业 与 五 ， 我 们 称 它们 的 并 为 和 , 并 记 
作 4 十 召 . 
沼 扫 一 是 表 示 包 含 企 4 中 而 不 人 包含 在 B 中 的 入 本 点 全 体 ， 称 
之 为 闪 与 昌 的 强 ， 事件 4 一 天 大事 任 人 4 发 和 而 洁 株 旦 不 发 化, 显 
然 A4--B 一 AE. 

王 进 行事 个 的 运算 时 ， 甘 于 它们 的 顺序 作 各 下 约定 :先进 行 
这 的 运 伍 , 习 进 行 交 的 运算 , 孔 后 才 进 行 并 或 差 的 运算 . 

用 上 和 击 的 记 二 可 饶 二 计 诗 素 件 之 问 的 关系 表述 如 下 ; AU A= 
9, A4 间 有 4 一 公 , 谤 出 可 以 作为 对 立 事 件 的 定义 ， 显 热 站 = 只 一 4 

我 们 几 例 5 来 说 明 这 些 关 系 .《*) 中 30 种 可 能 结果 就 是 样本 
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所 全体 , 它们 构成 必然 事件 马 。 


4 记 第 一 次 摸 得 黑 球 , 则 它 是 由 第 5 行 及 第 6 行 的 10 个 样本 


点 构成 ; 这 时 4 表示 第 一 次 摸 得 白 球 ， 它 了 岂 第 一 行 至 第 四 行 的 20 
个 样本 点 构成 显然 和 4 与 和 4 互 不 相 容 , 而 是 4 二 了 = 纪 . 
豆 记 第 二 次 措 得 黑 球 , 它 由 下 列 10 个 样本 点 构成 : 
《1 5), {1,6), (2,5), (2,6), (3,5) 
(3, 6), C4,5), (4,6), C5, 6}, (86,5) 
事件 4UB 表示 第 一 次 或 第 二 次 中 至 上 少 有 一 -次 措 得 黑 球 ， 它 
包含 下 列 18 个 样本 点 : 
C1, 565), 1,6), (2,5), (2,6), (3,5), (3, 6) 
(C45), (4,6), C5,1), 5, 2), (5,3), C5, 4) 
{5,6), (6,1), (6, 2), (6,3), (6, 4), C6,5) 
事件 48 表 示 两 次 措 得 黑 球 , 它 由 下 列 丙 个 样本 点 构成 ;(5, 6)， 
《6, 5), 这 是 4 与 B 共 同 包含 的 样本 点 ， 因 此 0=4B. 
事件 4 一 电表 示 第 一 次 撞 得 黑 球 而 第 二 次 摸 出 白 球 ， 包 含 了 
C5, 1), C5, 2), (5, 3), C5, 4), (6, 1), (6, 2}, (6, 3), (6, 4 等 8 个 样 
本 点 ， 
有 了 时 用 平面 上 某 正 方形 中 的 图 形 来 表示 事件 的 关系 较为 直 
观 , 这 种 表示 法 称 为 文 (Venn) 图 ， 
事件 0,4, 4, 4UB,4B, 4 一 B 在 图 1 中 分 别 以 阴影 下 出 . 不 
蕉 理解 , 8 一 4 相应 于 妥 的 图 形 完全 包含 在 B 的 图 形 中 ; 4 和 有 B 互 
不 相 容 , 则 相应 于 4 和 8 的 图 形 不 相交 
不 礁 把 上 面 定义 推广 到 多 个 事件 的 场合 . 
例如 ， 对 于 于 个 事件 4., dv， "上 4。， 用 ALU A 4 或 


LU 上 4 表示 4， 4,, Moy as 中 至 少 发 生 一 个 ， 称 为 4,, Fb “9 驴 ， 的 
人 和 二 


并 ,特别 当 44, 42, … 4 两 两 去 不 相 容 时 , 并 称 为 和 , 并 记 作 4 二 


J 





AB 


1 事件 运算 


4 十 十 4 或 4,. 用 44;…4， 或 门 4; 表示 41， A424， 


4 = 工 和 


同时 发 生 等 等 . 
对 于 可 列 个 事件 的 场合 , 我 们 定义 


;一 lim U4 4= lim 站 4 


nto | 大 二 加 


-Co 


ee 
合 论 中 或 布尔 (Boole) 代数 中 集合 的 关系 及 运算 是 完全 相似 的 ， 
而 且 这 个 相似 在 建立 概率 论 的 严格 数学 基础 时 非常 重要 ， 不 过 ， 
我 们 应 该 注意 另 一 点 ， 就 是 要 学 会 用 概率 论 的 语言 来 解释 这 些 关 
系 及 运算 .并且 会 用 这 些 运算 关系 来 表示 一 些 事件 ， 

[ 例 6j 若 4, BC 是 三 个 事件 , 则 

(1) 4 发 生 而 B 与 C 都 不 发 生 可 以 表示 为 :. 486 或 4-B-C 
或 4 一 (BUO); 

(2) 4 与 者 发 主 调 CC 不 发 生 可 以 开水 为 AB 成 4B CC 


® JjJ9 ee 


或 4B 一 ABO; 

C3》 所 有 这 三 个 事件 都 发 生 可 以 表示 为 : ABC'; 

(4) 这 三 个 事件 恰好 发 生 一 个 可 以 表示 为 ' ABC+ABG+ 
ABO:; 

(5) 这 三 个 事件 众 好 发 生 两 个 可 以 表示 为 ; ABO4 ABO+ 
了 BC; 

《6) 这 三 个 事件 中 至 少 发 生 一 个 可 以 表示 为 ， 4UBUC 或 - 
ABO +ABC+ ABO+ ABO+ ABC+ ABC+ ABO; 

对 于 事件 的 运算 成 立 下 列 关 系 式 ， 它们 的 证 明 留 给 读者 

C1 .交换 律 AUB=BUHA,，AB= BA; 

《2) 结合 律 : (4UB)UC=4U(BUO), (4B)0=A(B0); 

《3) 分 配 律 : (4UB) 人 CACU BG, 

(4NBUYUC=(4UONBUO) 

《4) 德 英 根 (De Morgan) 定 理 ; 

AiU A; = 4M 4;,, Ai[ 4s = A A 

对 于 1 个 事 媳 ,甚至 对 于 可 列 个 事 促 , 德 英 根 定理 也 成 立 . 

四 、 有 限 样 本 空间 

我 们 先 考 虑 只 有 有 限 个 样本 点 的 样本 空间 ， 过 种 样 示 空间 称 
为 有 限 样 本 空间 : 这 是 意 简 单 的 樟 本 空间 ， 研 究 它 有 助 子 深入 研 
究 更 为 复 妹 的 样本 空间 . 

- 孝 马 是 有 限 样本 空间 ， 其 祥 林 点 为 本 ， 丁 ，…， 轩 :， 在 这 种 
场合 可 以 把 的 任何 子 集 都 当 作 事件 在 这 种 样本 空间 中 引进 报 
率 ， 愉 要 对 每 个 样本 点 吾 给 定 一 个 数 与 它 对 应 ， 此 数 称 为 区 的 
摄 率 , 并 记 之 为 P(E,), 它 是 非 负 的 ,而 且 满 足 ， “i 

PECEFI)+ PCE;)+ -HP(R,) =1 . 
这 样 , 我们 对 样本 点 定义 了 拔 率 , 几 它 来 度 甚 短 个 样本 点 出 现 的 可 
能 性 的 大 小 ， 由 此 出 发 , 我 们 不 难 定义 更 为 一 般 的 宁 件 的 轧 率 .。 


专 六 各 和 





定义 ”任何 事件 44 的 概 论 了 P(A) 是 4 中 各 样本 后 的 概率 之 和 . 
-” 控 照 这 个 定 艾 ,时 然 有 也 (0) 二 1, 0 把 P(A) 所 1, 


rion 


如 在 例 5 中 , 巷 定 义 钴 个 样本 点 出 现 的 概率 均 为 二 (这 相当 于 


假定 各 个 球 外 形 完 全 一 样 , 并且 挡 球 是 随机 的 , 各 个 球 被 找到 的 机 


会 均等 ), 则 得 PC4)= 节 ，P(B) 一 训 ，P(0) 一 55，P(4 一 B)= 
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30 

下 节 , 我 们 将 研究 一 种 圣 殊 的 有 限 样本 空间 ， 

把 上 面 仇 法 推广 到 有 可 列 个 样本 点 的 样本 空间 是 不 难 的 ， 这 
种 空间 称 为 离散 样本 空间 ， 但 是 当 把 上 面 做 法 推广 到 不 可 列 个 样 
本 点 的 场合 , 则 会 遇 到 实质 性 的 困难 ， 对 于 这 种 一 般 场合 的 讨论 ， 
以 后 将 逐渐 展开 . 


§3, 古典 概 型 
一 、 楼 型 与 计算 公式 
在 讨论 一 般 随 机 现象 之 前， 我 们 先 讨论 一 类 最 简章 的 随机 现 
象 ， 这 种 随机 现象 具有 下 列 两 个 特征 : z 
j (1) 在 观察 或 试验 中 它 的 金 部 可 能 结果 只 有 有 限 个 ， 壁 如 为 
n 孚 , 记 为 Bi 刀 2,…， Bn, 而且 这 些 事 任 是 两 两 于 不 相 容 的 ; 
CE 工件 加 1 吾 2 将。 的 发 生 或 出 现 是 等 可 能 的 , 即 它们 发 
生 的 构 亨 都 一 样 ， 
这 类 随机 现象 在 概率 论 发 展 初期 即 被 注意 ， 放 多量 初 的 概率 
论 结果 也 是 对 它 作 出 的 ， 一 般 把 这 类 随机 现象 的 数学 模型 称 为 十 
绩 多 型， 古典 概 针 在 概率 论 中 占有 相当 重要 的 地 性 .一 上 方面， 由 
于 它 简 单 ,对 它 的 讨论 有 助 于 直观 地 理解 拔 率 论 的 尾 多 基本 概念 ， 
因此 , 我 们 常 从 讨论 占 典 概 型 开始 引 人 新 的 概念 ; 男 一 方面 ， 古 典 
» I" 


概 塞 惰 率 的 计算 在 产品 质量 抽样 检查 等 实际 问题 以 及 理论 物理 的 
研究 中 都 有 重要 应 用 ， 

显然 ,古典 概 型 是 有 限 样 本 空间 的 一 种 特例 . 可 以 选 只 = ( 吾 b 
六;，…， 思 ,作为 样本 空间 ， 而 且 此 时 应 有 


P(E)=P(H)—:…—P(E,) 一 


对 于 任何 事件 4, 它 总 可 以 表示 为 样本 点 之 和 ,例如 4 一 加 ,十 
Bi T+E,, 因此 由 事件 壮 率 的 定 交 
P(A)=P(E TPLE) + PE, 》 
于 四 
所 以 在 古典 概 型 中 , 事件 4 的 概率 是 一 个 分 数 , 其 分 母 是 样本 
上 成 的 总 数 m， 而 分 子 是 事件 4 中 所 包含 的 样 本 点 的 个 数 加， 由 于 
五 ;jy， 西 |， = 的 出 现 必 导 狼 万 的 出 现 ， 即 它 们 的 出 更 对 4 的 出 
现 “ 有利 "， 因此 习惯 上 党 称 For Ei, "", EB 是 有 4 的 “有利 场合 "， 
这 样 ， 
Pp(4)= 一 = 生 包 含 的 样本 点 数 《的 有 型 光合 的 数目 (2) 


GES 


样本 后 感 数 样本 点 

法 国 数学 家 拉 普 拉 斯 (Laplace) 在 1812 年 把 下 -直人 为 
的 一 般 定义 ， 现 在 通常 称 它 为 狂 率 的 吉 典 定义 ， 因 为 它 只 适用 于 
古典 概 型 场合 . 

古典 概 型 有 著 多 方面 应 用 , 产品 抽样 检查 就 是 其 中 之 一 . 

产品 抽样 检查 的 技术 , 在 各 个 生产 部 门 中 被 广泛 采用 . 许多 大 
工厂 产量 很 商 , 每 天 生产 的 产品 数 以 万 计 , 对 这 些 产品 的 质量 如 果 
要 进行 全 面 的 逐 件 检 验 经 常 是 不 可 能 的 或 是 不 经 济 的 ; 另外 , 在 有 
些 情况 下 , 产品 的 检验 方法 带 有 破坏 性 (如 电灯 泡 寿 命 检验 和 棉纱 
强度 试验 ) 这 样 , 最 适宜 的 检验 方法 是 采用 抽样 检查 , 即 从 产品 中 
随机 地 抽出 若干 件 来 检验 , 根据 检验 结果 来 判断 整 批 产品 的 质量 ， 、 


§ 种 中 


关于 产品 的 质量 , 可 以 有 多 种 多 样 的 生 量 标准 , 例如 可 能 要 考 
”上 康 产 品 的 某 种 形状 或 尺寸 ,或 把 产品 分 成 考 干 等 级 , 我 们 先 考 虑 最 
简单 的 情形 ， 即 把 产品 分 成 合格 品 ( 好 品 ) 与 次 唱 ( 记 品 ) 两 个 类 型 
的 场合 . 

横 如 产品 的 好 坏 从 和 外形 上 看 不 出 来 , 而 且 我 们 又 是 随机 抽样 ， 
那么 任何 一 件 产品 被 抽 到 的 可 能 性 都 一 样 , 这 正 是 古典 概 型 ， 

有 一 个 找 子 , 内 装 a 只 黑 球 ,8 只 白 球 , 它们 除 颜 色 不 同 外 , 外 
形 完 全 一 样 (以 后 者 非特 别 声 明 , 均 作 此 假定 )， 这 样 一 来 , 当 我 们 
从 和 袋子 中 任意 摸 出 一 球 时 ,这 a -5 只 球 中 的 任意 一 只 被 摸 到 的 可 
能 性 都 一 样 . 

若 把 黑 球 作为 雇 品 , 白 球 作为 好 品 , 则 这 个 接 球 模型 就 可 以 描 
述 产品 播 祥 。 假 如 产品 分 为 更 多 等 级 , 例如 一 等 品 , 二 等 唱 ， 三 等 
品 , 等 外 品 等 等 , 则 可 用 装 有 多 种 颜色 的 摸 球 模型 来 描述 . 

这 种 模型 化 的 方法 能 使 问题 更 清楚 ， 更 容易 看 出 其 随机 性 本 
质 而 不 致 被 个 别 情 训 下 的 具体 属性 所 蒙 芯 ， 不仅 如 此 ， 送 种 抽象 
化 的 模型 带 有 普遍 性 , 它 还 可 以 描述 许多 别 的 具体 河 题 , 从 而 有 着 
多 方面 应 用 。 例 如 种 水 稻 生 产 队 的 调查 ， 某 种 疾病 的 抽查 等 都 能 
用 这 个 模型 . 

事实 上 ， 十 典 棋 型 的 大 部 分 问题 都 能 形象 化 地 用 并 于 模型 
描述 ， 以 后 我 们 经 常 研 究 措 球 模型 , 意义 即 在 于 此 . 

前 节 例 5 及 其 有 关 概 率 的 计算 是 古典 概 型 的 一 个 俩 子 ， 但 并 
不 是 所 有 古典 概 型 的 齐 件 的 顾 率 计算 都 这 么 容易 ， 事 实 上 ， 十 典 
概 型 中 许多 概率 的 计算 相当 困难 而 害 有 技巧 ， 计 算 的 要 点 是 给 定 
样本 点 , 并 计算 它 的 益 数 , 而 后 再 计算 有 利 场合 的 数量 ， 在 这 些 计 


一 算 中 ,经常 要 用 到 一 些 排列 与 组 合 公式 ， 


过、 车 本 的 组 合 分 析 公 式 
i， 多 部 组 会 分 析 公 式 的 推导 基于 下 列 两 条 原理 ; 


司法 大 理 :车 进行 4 过 程 存 和 种 方法 ， 进 行 4s 有 各 种 方 


让， 则 进行 4 过 程 后 再 接 闭 进行 入 这 程 夫 有 和 “种 方法 - 


. 图 1}. ， . .| 
加 法 原理 闫 进行 #1 过 程 有 2; 种 方法 , 进行 4。 过 各 %%s 和 hh 
方 闪 ,假定 .4 过 程 与 4; 过程 是 并 行 奴 , 如 进行 了 过 名 和 4 或 过 各 42 
的 方法 共有 垢 二 和 和 5( 畏 -2)， 





.1 办 这 之 条 扩 现 可 以 本 广 到 个 过 科 交 世人 
: 2.. 排列 : 
-有 风 刀 含有 # 个 元 素 的 芒 体 中 下 出 和 个 来 进行 排列 ， 这 时 咯 去 
才 不 到 陪 了 出 的 元 来 也 要 阅 及 其 萌出 山 序 ，- + 
这 种 指 列 可 分 为 两 类 ， 第 一 种 是 有 让 回 的 选取 ， 这 财 针 关 
取 都 是 在 全 体 元 款 中 进行 , 同 二 元 素 可 被 品 复 选中 ; 另 一 种 是 不 太 
侣 选取 , 这 时 一 个 元 素 一 县 被 联 凡 便 立志 队 兽 体 中 除 者 ， 网 此 称 个 
元 过 至 多 被 撑 中 一 次 , 在 后 一 种 情况 , 必 有 rr 所 %. 
C1) 在 有 才 回 选取 中 ,其 关 个 元 素 中 友 放 了 ea 
这 大 排列 称 为 有 重复 的 排列 , 其 总 数 共有 种 . 
4_{2) 年 不 故国 选 取 中 , 从 多 个 元 素 中 取出 7 个 元 进行 徘 列 
其 部 数 为 : 
A' n(n > 
这 种 排列 称 为 选 排 列 ，、 特别 当 7 二名 时 , 称 海 金 排 齐 ， .i 
-= 人 


a -一 一 一 '-  ，，-… -一 ， : 一 : - 一 


《3) 吕 个 元 美的 全 排列 数 为 如 一 ma 一 1 和 321 一 2 

3， 纪 合 : 

《1) 从 如 小 元 素 中 取 田 > 个 元 素 而 不 考虑 其 顺序 , 称 为 组 合 ， 
其 总 数 为 


CI 人) 人 一 二 入 
有 他 ?Ti - 上 入 一 了 7) 





这 里 ( 7 ) 直 二 项 展开 式 的 系数 ,(a 二 1" 一 )arb"-. 





(2) 洪 守卫 并 近 R 不 不 襄 河 汪 要 分成 有 个 部 和 分， 
第 一 部 分 人 个 ,第 二 部 分 Ya 个 ,和 ,第 天 部 分 re 个 , 则 丰 园 的 分 
各 上 (3) 


Fi lr tt 
各 ,于 式 中 的 数 称 为 多 项 系数 ， 因 为 它 是 (zi 十 za 十 wi)" 展开 
式 中 zzz az 的 系数 , 当 太 一 2 时 , 即 为 组 合 数 . 
《3) 者 部 个 元 素 中 有 ma 个 入 是 术 了 %2 个 名 是 标 “2”，， 
mz 小 带 是 标 到 目 2 十 Rs 十 十 92 一 各 ,所 这 个 元 素 中 下 由 Y 个 
使 得 带 有 是 标 “i"” 的 元 业 有 7， 个 GD 而 实 十 ra 十 … “+ 
r, 这 时 不 同 取 法 的 总 数 为 
CD) (4 
这 星 当 拓 要 求 ri<sei。 
4， 一 些 常用 等 式 : 
把 排列 公 这 任意 实数 的 场合 ， 有 
生生 震 要 他 ， 这 时 记 
A =—w(z 1) rs— 2 
说 样 定义 
(7)= 半 =* 呈 D-DD 
ri | 


2 


及 01 二 1, (2 )=+. 
对 于 正 下 数 基 "> 出 C7) 
这 样 一 来 二 项 系数 有 性 质 
(2 Eh )= ("8) 
Go 


(1 二 xz)" 一 >( jz 
r-0 


KRONOR OR 


利用 等 级 数 和 滋 法 又 可 以 证 明 


(XIXY EN 


特别 地 


(0M) (TX) No) -=n) 
(20) +7) ttn) =(n) 


三 、 拔 率直 接 计算 的 例子 

[ 例 1] 一 部 四 本 头 的 文集 按 任 瘟 次 序 放 到 书架 上 去 ， 同 各 
册 自 右 向 去 或 自 左 问 右 夫 成 1 2,3,4 的 顺序 的 概率 是 多 少 ? 

[ 解 ] 者 以 9,5, c,d 分别 表示 自 左 向 右 排列 的 书 的 着 号 ， 则 
上 述 文集 放置 的 方式 可 与 器 量 (9, 5, cd) 建站 一 一 对 应 ， 因 为 甸 
! 


由 于 


鼓 


即 


一 Le 


5，e, d 取 值 于 1, 2, 3, 4， 因 此 这 种 向 量 的 总 数 相当 于 4 个 元 素 的 
全 排列 数 4! = 24， 由 于 文集 接 “ 任 意 的 "次序 放 到 书架 上 去 ， 因 此 
这 24 种 排列 中 出 现任 意 一 种 的 可 能 性 都 相同 ， 这 是 古 典 概 型 概 
率 , 其 有 利 场合 有 2 种 ， 即 自 左 向 右 或 自 右 向 左 成 1, 2, 3, 4 顺序 ， 
因此 所 求 概率 为 二 二 去 

[ 例 2] 有 10 个 电阻 ,其 电 涅 值 分 别 为 19, 2 9,…, 10 9, 
有 从 中 取出 三 个 ， 要 求 取出 的 三 个 电阻 ， 一 个 小 于 5 纪 ， 一 个 等 于 
5 和, 另 一 个 天 于 5 8, 问 取 一 次 就 能 达到 要 求 的 概率 . 

[ 解 ] 把 从 10 个 电阻 中 取出 3 个 的 各 种 可 能 取 法 作为 样本 


点 全 体 , 这 是 古典 概 型 , 其 总 数 为 ( 3 ), 有 利 场合 为 (4 3)( 3 
故 所 求 概率 为 


本 


[ 例 3 了 了、 某 域 有 并 部 卡车 ,车 牌号 从 1 到 罗 ， 有 一 个 外 地 人 
到 该 城 去 , 把 过 到 的 % 部 车 子 的 牌号 抄 下 (可 能 重复 抄 到 菜 些 车 牌 
号 ), 问 抄 到 的 最 大 号 码 正 好 为 上 的 概率 ，(1<<k<N) 

[ 解 ] 这 种 执法 可 以 看 作 是 对 下 个 车 牌号 进行 4 次 有 赤 回 的 
抽样 ， 所 有 可 能 的 抽 鞋 共有 NN" 种 ， 以 它 为 样本 点 全 体 ， 由 于 每 
部 卡车 被 遇 到 的 机 会 可 以 认为 相同 ， 因 此 这 是 一 个 古典 概 型 概率 
的 计算 问题 ， 有 利 场 合 数 可 以 这 样 考 虑 ; 先 考 虑 最 大 不 牌 写 不 大 
于 的 取 法 , 这 样 取 法 共有 如 种 , 再 考虑 最 大 析 牌 号 不 大 于 下 一 1 
的 取 法 , 其 数 月 有 (一 1)" 种 ， 因 此 有 太一 (一 1)* 种 取 法 其 最 大 
车 牌号 正好 为 这 就 是 有 利 场 合 的 数目 , 因而 所 求 概率 为 
RC— {Eo 1)" 


= - 
和 


和 过 汉人 





、[ 例 4] 设 有 名 个 球 , 每 个 才能 以 问 衬 的 入 让 六 落 到 个 本 
(>m 的 每 一 个 格子 中 , 试 求 四 

《1) 某 指定 的 % 个 格子 中 各 有 一 个 球 的 概率 ; 

(2) 任何 x 个 格子 中 各 有 一 个 球 的 概率 . 

[ 解 ] 这 是 一 个 古典 构 型 问题 ， 由 于 每 个 球 可 洲 和 信 轨 个 格子 
中 的 任 一 个 ， 所 以 % 个 球 在 驴 个 格子 中 的 分 布 相 当 于 从 六 个 元 素 
中 选取 % 个 进行 有 重复 的 排列 , 数 共有 NW" 种 可 能 分 布 。 

在 第 一 个 问题 中 ， 有 利 场 合 相 当 于 个 球 在 那 指定 的 个 格 
子 中 人 金 排列 , 总 数 为 21， 而 所 来 概 学 为 


Pi= 





: 2 
在 第 二 个 问题 中 ,个 房间 可 以 任意 即 可 以 从 X 个 记 间 中 任 
总 选 出 4% 个 来 ， 这 种 和 小 共有 ( 介 ) 种 ， 对 于 每 种 选 定 的 n 个 房 


间 , 有 利 场合 正如 第 一 个 问题 一 样 为 n!, 故 记 求 概率 为 
和 nl Nt 
7 CT 

这 个 例子 是 二 三 报 型 中 一 个 很 册 型 的 问题 ， 不 少 实际 癌 题 商 
内 归结 为 它 . 

例如 ， 若 把 球 解释 为 粒子 ， 扎 沼 子 解释 为 相 空 间 中 的 小 区 域 
则 这 个 问题 便 相 应 于 统计 物理 学 中 的 马克 斯 威 尔 - - 波 尔 获 时 
(Maxwell- Boltzmann) 统 计 . 

锋 率 论 历史 上 有 一 个 曙 为 有 名 的 问题 : 要 求 参加 汪 次 集会 
的 个 人 中 没有 两 个 人 生日 相间 的 概率 . 阁 把 % 个 人 看 作 上 上面 问 
题 中 的 :个 球 ,而 把 一 年 的 365 天 作为 格子， 则 N= 365， 这 时 也， | 
就 给 出 所 求 的 概率 ， 钢 如 当 % 一 40 叶 ，Ps=0.109, 这 不 概率 是 意 、 
外 的 小 . 


Pi 





， 下。 过 业 二 


[ 例 5j 和 携 中 有 a 只 黑 球 ,# 只 白 球 ,它们 除 颜色 不 同 外 ,其 他 
”六 徊 没有 益 别 ,现在 把 球 随 机 地 一 上 只 只 撞 明 玉 , 求 第 六 次 损 出 的 一 
从 球 症 洪 球 的 概 于 (1 专款)》. 
”. [第 一 种 解 兴 1 把 a 只 黑 球 及 5 只 白 球 都 看 作 赴 不 癌 的 ( 侈 
如 设想 把 它们 进行 编号 疙 车 把 摸 出 的 球 依次 该 在 排列 成 一 直线 的 
G 十 二 个 位置 上 ， 峙 可 能 的 排列 法相 当主 把 e 十 个 元 素 进 行 全 排 
到 ， 总 数 为 (a 8)1, 把 宅 们 作为 梓 本 点 全 体 。 有 利 场合 数 为 ex 
(ub 一 1)1, 这 十 因为 第 上 钦 撞 得 黑 球 有 4 种 惨 汪 ,而 另外 (at+ 台 
一 七 次 措 球 相当 于 a 十 8 一 1 只 球 进 行 全 排列 ， 有 (aa 十 一 1 种 梅 
成 法 , 故 所 求 概率 为 
PX(o Tb TD)! a. 
(aro)l th 
这 个 结果 与 元 其 .回想 一 下 ， 就 会 发 觉 这 与 我 们 平常 的 生活 经 
肉 是 一 玛 的 .例如 在 体育 比赛 中 进行 抽签 ， 对 各 队 机 会 均 锋 ， 与 
” 折 签 的 先后 次 序 无 关 . 
[第 二 种 解法 ] 把 & 只 黑 球 着 作 是 没有 区 别 的 ， 把 5 只 和 白 球 
也 看 作 是 长 有 区 别 的 ， 售 把 提出 的 承 依 次 放 在 排列 成 一 直线 的 
g++ 个 位 置 上 , 轩 者 把 & 只 黑 球 的 位 锋 固 定 下 米 册 其 他 位 置 必 名 


b 
是 放 白 球 ， 而 时 于 的 位 置 可 以 有 ( j 尊 放 法 以 这 种 放 法 作为 样 


6 
本 点 ， 这 内 有 利 场合 数 为 (” ”| )， 这 是 由 于 第 万 次 按 得 四 于 


这 个 位 置 必须 放 嘛 球 ， 剩 下 的 总 球 可 以 在 a-F5 一 1 个 位 置 上 任 取 


,fat+d—!1 , , 
4 一 1 个 位 置 ,因此 共有 有“  j 种 放 法 。 所 以 所 求 概 半 为 





| 可 全 


两 种 不 同 的 解法 管 案 相间 ， 注 意 考 罕 一 下 两 种 解法 的 不 同 ， 
就 会 发 现 主要 在 于 选取 的 样本 空间 不 同 ， 罕 前 一 种 解法 中 把 球 团 “ 
作 古 “有 个 性 的 *， 而 在 后 一 种 解法 中 则 对 间 色 球 不 加 区 别 ， 因 此 
在 第 一 种 解 靶 中 要 顾及 各 黑 妹 及 各 白 球 间 的 顺序 而 用 排列 ， 第 二 _ 
种 解 著 则 不 注意 顺序 而 用 组 售 , 但 最 后 还 是 得 出 了 相同 的 答案 . 

这 种 情况 的 产生 并 亦 奇 怪 , 这 说 明 对 于 同一 随机 现象 , 可 以 用 
不 同 的 模型 来 描述 , 只 要 方法 正确 , 结论 总 是 一 致 的 ， 在 这 个 例 也 
中 ， 第 二 种 解法 中 的 每 一 个 样本 点 是 由 第 一 种 解法 中 的 al ,54 个 
样本 点 合并 而 成 的 ， 

这 全 例子 告诉 我 们 , 在 计算 样本 点 总 数 及 有 利 场 合 数 时 , 必须 
对 同一 个 确定 的 样本 空间 考虑 ， 因此 其 中 一 个 考虑 顺序 , 另 一 个 也 


一 -一 


必须 考虑 顾 序 , 否则 正确, 
取 因 同一 个 随机 现象 可 用 不 同 的 样本 空间 还 因此 对 同 


一 个 概率 也 常常 有 多 种 不 同 的 求 其 ， 我 们 应 授 步 训练 自己 能 采用 
最 简便 的 方法 解 题 ,为 此 数 悉 同一 问题 的 多 种 不 同 解 法 是 重要 的 ， 

例如 , 对 例 5 就 存在 着 多 种 不 同 的 和 解法, 上 面 提供 的 只 是 比较 
自然 的 两 种 ， 注 意 到 在 这 两 种 解法 中 ， 我 们 对 不 同 的 用 的 是 同 
一 个 样本 空间 , 也 就 是 说 , 我 们 构造 了 一 个 可 以 描述 4+5 次 措 球 
的 样本 空间 ,并 利用 它 一 举 解 闫 了 “第 1SSq 十 防 次 撞 得 时 球 *” 
这 一 概率 的 计算 .假如 允许 对 不 同 的 万 用 不 同 的 祥 本 空间 ， 则 我 
们 完 侈 可 以 构 叶 一 个 只 包含 前 次 试验 ， 益 至 共 包含 第 万 次 试验 
的 样本 空间 ， 这 时 也 能 求 得 有 关 概 率 ， 特 别 是 选用 最 后 一 种 图 本 
空间 简直 马上 可 以 看 出 正确 答案 ， 不 过 这 种 做 法 对 初学 者 或 许 不 
那么 容易 理解 . 


加、 二 项 分 布 与 超 几 何 分 布 
产品 抽样 检验 有 两 类 ， 即 有 放 回 抽样 与 不 旋回 抽样 ， 在 有 区 
加 抽样 中 ,被 抽出 的 产品 检验 后 仍 放生 产品 维 中 , 再 抽 第 二 次 ， 周 


二 


此 这 件 产 品 玉 后 仍然 可 能 请 次 被 抽 到 .更 常用 的 是 第 二 种 方法 ， 
邯 契 旋回 的 抽样 方 东 ,这 时 被 抽 到 的 产品 厅 再 放 回 , 因而 以 后 不 会 
可 敏 抽 到 与 此 相应 的 ， 我 们 的 拭 球 模型 也 假定 为 有 放 癌 与 不 让 
- 回 挠 球 两 种 , 这 两 个 情形 得 到 的 结果 是 不 同 的 ， 
下 南 是 古典 概 型 概率 计算 中 一 个 内 型 疝 题 ， 它 有 着 多 方面 应 
用 ,特别 在 产品 检验 方面 起 很 大 作用 . 

一 一 - [ 例 6j 其 末 某 报 产 量 中 有 4 件 识 品 忌 件 好 品 ， 我 们 采用 有 
战 回 及 不 放 回 抽 冬 方式 从 中 斤 驶 什 产 品 ， 辐 正好 有 局 件 是 痰 品 的 
慨 率 各 是 多少 ? 

所 求 的 概 素 是 然 与 抽样 方式 有 关 , 下 面 我 们 分 别 来 讨论 . 
[有 有 访 回 抽样 场 合 ] 把 g++5 个 产品 迹 行 编 蕊 在 让 回 抽 有 % 
竣 , 江 可 能 的 重复 排列 全 体 作 为 样本 点 ,总数 为 (gq 十 5)", 其 中 有 利 


场合 4 克昌 正 好 更 4 次 9 囊 是 ( pe “区 所 求 概率 为 


(ver " :fb 
一 ,- nm — 
b= 人 人 全 2 《9 
b 是 二 项 式 (5+a 叶 5)】 展 开 式 的 一 般 项 , 上 述 概率 称 为 二 项 分 
布 (分 布 一 词 的 意义 将 在 第 三 章 曾 明 )。 关 于 二 项 分 布 更 一 般 的 讨 
论 在 以 后 各 章 陆 续 进 行 ， 

[不 放 回 抽样 场合 ] 从 gt5 个 产品 中 取出 % 个 产品 的 可 能 
组 合金 体 作为 样本 点 , 总 数 为 (人 有 利 场合 数 为 ( 了 | ) 

nj 玫 人 了 一 才 

故 所 求 概率 为 








(7) 


号 了 了] 二 


这 个 概率 称 为 起 几何 分 布 ， 
从 直观 上 看 , 当 产 品 总 数 很 天 而 抽样 数 不 大 时 , 采用 有 旗 回 抽 “~ 

样 与 采用 不 旗 回 抽样 , 影响 应 该 不 天， 
事实 上 , 因为 


ai-b AAs, 站 4 
也 nt! 


(XD # 
A ee 


人 
-人 人 
TB Sa 
(go)" 
而 当天 比 e 小 得 多 ，% 一 站 比 到 小 得 多 时 : 








因此 
.== Ds 


在 实际 工作 中 ， 撕 料 一 般 都 采用 不 放 回 方式 ， 因 此 计算 废品 
数 为 的 概率 时 应 该 用 超 几 何 分 布 ,(7) 的 数值 计算 较 繁复 . 不 过 ， 
阁 产 品 数 甚大 而 抽样 数 不 太 大 , 则 可 利用 上 述 性 质 , 计算 二 项 分 布 
作为 近似 值 ,这 时 有 许多 专门 表格 可 查 , 这 样 可 以 大 大 节省 计算 工 
作 量 . 

利用 上 例 结果 ， 马 上 可 以 计算 下 列 概率 ; 闭 一 批 产 品 共有 六 
件 ,其中 有 次 品 于 ( 形 二 好) 件 , 今 抽取 半 件 ， 则 其 中 治 有 如 件 次 品 


有 的 概率 是 
M\rN— MH 加 
CX ) QnN 人 0m 
已 一 天 人 一 各 


人 一 


| 


这 是 超 几 何 分 布 的 另 一 种 常见 形式 ， 

-学 到 这 里 ,细心 的 读 首 可 能 会 峰 觉 这 样 一 个 牙 盾 , 在 我 们 前 而 
讨论 中 都 假定 产品 中 的 次 品 数 已 知 , 然后 根据 它 来 计算 种 种 概率 ， 

而 在 实际 问题 中 , 情况 恰恰 相反 , 次 品 数 是 未 知 的 ， 并且 正 是 我 们 
希望 通过 捷 样 检验 来 确定 的 . 
这 个 矛盾 可 通过 玉 面 办 法 来 解决 ， 

不 难 理解 ， 摘 出 来 的 样本 的 质量 情况 在 某 种 程度 上 反映 了 整 
批 产品 的 质量 情况 , 例如 ,如果 整 批 产 品 中 次 品 很 多 ， 则 抽查 的 样 
本 中 含有 次 品 的 可 能 和 性 就 相当 大 ; 反之 , 车 产品 中 极 少 次 唱 , 则 从 
中 朱 查 一 , 两 只 样本 而 得 到 次 蝇 的 可 能 性 就 很 小 , 因而 样本 中 所 含 
次 品 数 的 多 少 就 为 我 们 佑 计 整 批 产品 中 的 次 品 数 拖 供 了 某 种 根 
据 ， 例 如 为 了 了 确定 某 批 产品 的 次 品 率 ， 通 常 采用 前 方 除 是 从 这 批 
产品 中 抽 车 干 个 产品 作为 样本 来 检验 ， 并 用 样 本 的 次 品 率 来 估计 

” 整 批 产 品 的 次 品 率 ， 关 于 这 个 课题 的 研究 ， 构 成 了 数理 统计 的 重 
要 内 容 . 

由 于 抽样 带 有 随机 社 , 因而 不 同 的 抽样 可 能 得 到 不 同 的 结果 ， 
所 以 我 们 有 必要 对 各 种 结果 出 现 的 可 能 性 大 小 进行 讨论 ， 这 为 我 
们 根据 样本 异 襄 推断 整 批 产 品 贿 说 提供 了 理论 依据 ， 这 种 斌 究 是 
概率 论 的 任务 。 从 这 里 也 看 出 ， 概 率 论 与 数理 统计 有 着 很 密切 的 
联系 . 

”人 枫 73 有 从 天 鱼池 中 捕 得 1200 条 鱼 , 做 了 红色 的 记 导 之 后 再 
放 回 池 中 , 经 过 适当 的 叶 间 后 , 再 从 让 中 捕 1000 条 鱼 , 计 算 其 中 有 
红色 记号 的 鱼 的 数 日 , 共有 100 条 , 试 估计 鱼池 中 共有 多 少 条 鱼 ， 

[ 解 ] 设 池 中 共有 n 夭 鱼 , % 未知 ,是 我 们 要 估计 的 ， 更 一 般 
地 , 设 第 一 次 博得 的 鱼 有 nl 条 (在 我 们 的 场合 i = 二 1200), 第 二 次 
捅 得 7 条 (在 我 们 的 场合 7=1000), 而 其 中 有 记号 的 有 勾 条 ， 人 在 
我 妇 的 场合 天 一 100)。 
‘34 | 


现在 , 在 第 二 次 捕 鱼 中 有 天 条 有 记号 鱼 的 灶 率 得 (7) 给 出 : 


De(n) -(® KE ) f° ) oo 


因为 实际 上 在 " 条 鱼 中 及 条 有 记号 ， 因 此 我 们 求 4 使 得 上 式 概 
素 达 到 最 大 , 并 把 这 个 数值 作为 池 中 鱼 数 的 估计 
由 于 


PR) nO RO =p 
因 有 此 党 9 一 rr 上 时, p 疡 1, 而 当 史 一 2 和 ?7 轩 ，P 过 1 好 P12) 当 n 之 


名? 时 是 % 的 增 硝 数 , 而 当 n> 了 -时 是 n 的 减 国 数 , 所 以 当 %% 等于 


-| 时 | 
时 , pe(n) 达 到 最 大 值 . 这 样 我 们 把 | 地 -| 作 为 鱼池 中 鱼 闪 孝 的- 
估计 最 . : 
在 这 个 例子 中 : 
矶 一 
五 、 概 率 的 基本 性 质 


加 法 定 还 ”两 个 互 不 相 容 事件 4 与 妃 的 和 的 概率 等 于 事件 了 


与 吾 的 概 举 之 和 和 , 即 
P(A+B}= PCA} PCB) C8) 


[证 明 ] 营 样 本 空 池 为 二 {4 如)， Ba "9 HB,}, 没 44 包 含 样本 
点 刀 iw Bis oo 可 5 P(4) 一 二 ， 再 设 下 包含 样 本 点 如 /四 js …， 


1200x 1000 


105 一 12000 


Bi,, 因 此 PLB)= 志 .由 于 4 和 马 互 不 相 容 ,所 以 Bis *…, 加 ,， 


Bj;,, 加 和 E;, 邵 是 不 同 的 ， 困 此 4 十 五 中 含有 十 个 样 杰 点 ， 
， a 


一 


按照 概率 计算 公式 (1)， 
- PATB) =H PY HPD) 
”只 而 证 明了 加 法 定理 . 
不 难 把 上 面 结果 推 广 到 有 有 有限 个 事件 的 场合 好 若 41，A2，…， 
4 是 况 个 两 两 互 不 相 容 的 事件 , 则 
PEAT A 二 Am) = PAD+ POA Fr PiAdm) (9) 

这 个 结论 可 籍 助 (8) 用 归纳 法 证 明 ， 

系 P(A4)=1-—P(4). (C10) 

EF 证 ] 上 由 于 轨 十 = 如 , 44= 名 所 以 

PCO})=P(A+ A)= P(A)+P(A)=1 
因此 
P(A)=1— P(A) 

美 系 式 (10) 很 篇 单 , 意义 也 很 明确 , 但 禄 当 庆 用 , 它 为 计算 某 
些 事件 的 概率 提供 了 人 

[ 例 8j」 一 准 中 装 有 入 一 1 只 黑 球 及 二 上 只 白 球 ， 每 次 从 我 中 
随机 地 摸 出 一 球 , 并 换 入 一 只 时 中 这 样 继续 下 去 ， 问 第 万 次 摸 球 
时 找到 黑 球 的 概率 是 多 少 ? 

[和 解 ] 著 以 4 表示 第 二 次 摸 到 黑 球 这 一 事件 ， 则 4 表示 第 去 
次 摸 到 白 球 ， 现 在 计算 PCA). 

因为 袋 中 共有 一 只 和 白 球 , 而 每 次 摸 出 白 球 总 是 换 人 黑 球 , 故 为 
了 在 第 天 次 换 到 和 白 球 , 则 前 面 的 天 一 1 次 一 定 不 能 摸 到 白 球 ， 因 此 
4 等 价 于 下 列 事件 , 在 前 + 一 1 次 摸 球 时 都 摸 出 黑 球 而 第 次 摸 出 
日 球 , 这 一 事件 的 概率 为 


(CAN—1)i" 1 * = 人 (1- 广 下 一 外 了 
Nr 亏 ) x 


. 注 样 


PC4)=1-P(A)=1-(1 一 言 ) ,LL 


公式 (10} 的 应 用 使 这 个 题目 很 快 获得 解决 ， 假 如 直接 计算 
P(4) 则 困难 得 多 。 从 公式 (10) 中 容易 看 出 , 只 要 P(4) 或 已 人 中 . 
的 任何 一 个 知道 了 ， 岂 可 以 求 得 另 一 个 ， 在 不 同 问题 中 ， 有 的 求 : 
P(4) 容 易 , 求 PC 困难 ; 有 的 正好 相反 ， 利 用 (10)， 我 们 就 如 以 
先 求 容易 的 一 个 , 再 肉 求 另 一 个 . 

从 吉 典 概 型 的 法 率 研 究 中 ， 我 们 发 现 概率 有 下 面 王 全 基本 性 
质 : | 

(i》 对 于 任何 事件 4, P(A)>0; (11) 

(ii P{W)=1; | (12). 

(iii) 落 41, 4;,…, 4 两 两 豆 不 相 容 , 由 

PA TAsT "+ An) = PC)T PEA) T+ PA,) C3 

第 “个 作 质 称 为 概 这 的 大 名 性， 第 一 个 性 质 称 为 枯 率 的 规范 

忆 第 三 个 性 质 称 为 入 率 的 (有 限 ) 可 地 性 


§ 4. 几何 丢 率 

一 、 例 子 与 计算 公式 

在 二 典 概 型 中 利 几 等 可 能 性 的 匀 念 ， 成 功 地 计算 了 菜 一 类 问 
题 的 概率 ; 不 过 , 古典 概 型 要 求 可 能 场合 的 总 数 必须 有 限 。 因 此 历 
史上 有 不 少 人 企图 把 这 种 做法 推广 到 有 无 限 多 结 寺 果 而 又 有 某 种 等 
可 能 性 的 场合 ， 这 类 问题 一 般 可 以 通过 几何 方法 来 求解 
， 鞠 从 几 个 简单 的 倒 子 开始 . 1 

[ 例 1] 共 人 午觉 醒 来 , 发 觉 表 休 了 ， 他 打开 收音 机 ， 想 听 电 
各 报时 , 来 他 等 待 的 时 间 短 于 10 分 名 的 要 让 

[ 例 2] 如 果 在 一 个 5 万 平方 公里 的 诲 成 里 有 表面 积 达 40， 
全 时 的 大 陆架 凡生 着 丰 滑 ， 候 如 在 这 海 志 星 随 江 和 定 一 点 然 。 
‘RF 


探 , 问 外 到 石油 的 概率 是 多 少 ? 


[入 3] 在 400 癌 升 自 来 汪 中 有 一 个 大 貌 杆菌 ， 今 从 中 随机 


:取出 之 宣 利 水 样 放 到 显微镜 下 观 赛 , 求 发现 大 肠 杆 沙 的 概率 . 


一 种 相当 自然 的 答案 是 认为 例 工 所 求 的 概率 等 于 二 ， 例 2 中 


- 8 加 1 、 
钴 到 石油 的 丢 率 等 于 [8 7, 而 例 3 所 求 的 租 率 等 于 507. 在 求 出 这 


一些 据 率 时 ， 我 们 事实 上 是 利用 了 几何 的 方法 ， 守 假定 了 某 种 等 可 


一 


能 性 . 

在 例 1 中 , 因为 电台 每 小 时 报时 一 次 , 我 们 自然 认为 这 个 人 打 
开 收 音 机 时 处 于 两 次 报时 之 间 ， 例 如 (13:00, 14:00), 而 且 取 各 点 
的 可 能 性 一 样 , 要 过 到 等 待 时 间 短 于 10 分 钟 ， 只 有 当 他 打开 收音 
祝 的 时 间 正 好 处 于 13:50 至 14:00 之 闻 才 有 可 能 ， 相 应 的 概率 是 


在 策 2 中 , 由 于 选 点 的 随 折 尾 , 可 以 认为 读 海 域 中 各 厂 被 选中 


的 可 能 性 是 一 样 的， 因而 所 求 概 率 自然 认为 等 于 贮 油 海域 的 面积 


与 整个 海域 面积 之 比 , 即 等 于 F005 


同样 地 , 例 3 中 由 于 取水 拜 的 随机 性 , 所 求 概率 等 于 水 样 的 体 
积 与 总 体积 之 比 7 


总 之 ， 在 这 类 问题 中 ， 试 难 的 可 能 结果 是 革 区 域 只 中 的 一 个 
点 ， 这 个 区 域 可 以 是 一 维 的 ， 也 如 以 是 二 维 的 ， 还 可 以 是 三 维 的 ， 
其 至 可 以 是 名 维 的 ， 这 时 不 管 是 可 能 结果 全 体 或 是 我 们 所 感 芝 超 
的 结果 都 是 无 限 的 .因而 等 可 能 性 是 通过 下 列 方式 来 赋 王 意义 


胎 ， 落 在 革 区 域 9 的 概率 与 区 域 9 的 测 论 (长 度 ,面积 ,体积 等 等 


成 正比 并 且 与 其 位 时 及 形状 无 英 ， 
一 因此 , 若 以 4 记 在 区 域 吕 中 随机 地 取 一 点 ; 面谈 上 扣 薄 在 区 域 


二 当 冯 和 


= rrp we” 一 


9 中?” 这 一 事件 , 则 其 概率 定义 为 
P(4,)- 人 (和 
据 此 定义 , 则 上 述 诸 例 之 解 是 明显 的 ， 下 面 再 举 一 个 例子 
[ 例 4] (会 面 问题 ) 两 人 相约 7 点 到 8 点 在 某 地 会 面 ， 光 到 ~ 
者 等 候 另 一 人 20 分 钟 ， 过 时 就 可 离 去 , 试 
求 这 两 人 能 会 面 的 概率 . 
[ 解 ] 以 办 y 分 别 表示 两 人 到 适时 
刻 , 则 会 面 的 充 要 条 件 为 
[#20 2 
这 是 一 个 开 何 峰 率 问题 ， 可 能 的 结果 全 体 
是 边 长 为 60 的 正方 形 里 的 点 , 能 会 面 的 点 5 
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有 的 区 域 用 阴影 标 出 {图 1 7》， 所 求 概 率 为 图 1 
60? 一 402 5 2 
P07 = 局 





二 、 薄 让 (Buffon) 向 题 

1777 年 糯 国 科学 家 注 丰 提出 了 下 齐 车 名 问题 ,这 是 几何 机 率 
的 一 个 早期 例子 . 

[ 投 针 问题 ] 平面 上 国 着 一 些 平行 线 ， 它 们 之 闻 的 距离 都 等 
于 a 向 睹 平 面 任 投 一 长 度 为 1(1 过 a) 的 科 , 试 求 此 和 针 与 尾 一 平行 
线 和 相交 的 概率 ， 


[ 解 ] 以 x 开 丰 名 的 中 心 到 最 近 的 一 条 平行 线 的 距 离 ，? 表 
未 针 与 平行 线 的 交角 ， 针 与 平行 线 的 位 置 关 系 见 图 2， 


显然 有 0<2<& 3 ,0<p<n, 以 G 表 示 巡 长 为 人 及 不 的 长 方 
形 ， 为 使 针 与 平行 线 相交 ,必须 x< 二 sin p， 清 足 这 个 关系 起 的 
区 玻 记 为 g, 在 图 2 中 用 阴影 天 出 , 所 求 的 概率 为 


了 | 
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如 的 面积 1 ~ aq (2) 


ST 
由 于 最 后 的 答案 与 * 有关， 因此 不 少 人 想 利 用 它 来 计算 工 的 
数值 , 其 方法 古 投 针 访 次 ,计算 针 与 线 相 交 的 次 数 %， 谋 以 频率 值 
元 作为 概率 ?之 值 代入 (2)， 北 得 





(3) 


站 入 
下 表 给 出 了 这 些 试验 的 有 关 资 料 ( 把 &# 折 芝 为 1) 
襟 1 投 针 试验 的 厉 史 资料 3 
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| 
实验 者 | 笠 扒 针 长 





技 卯 次数 | 本 实 议 部 
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写 训 计 2 1598 
srmith 1853 ]2183, 5 | 4.1354 
De Morgan, C. | 1860 G1 3.137 
Fox 1B®4 49 3.15965 
Lazzeriri T9301 1808 3. 1415929 
Reina 1925 2,17958 





值得 注意 的 是 这 里 采用 的 方法 ， 建 立 一 个 绝 率 模型 ， 下 
些 我 们 感 兴 趣 的 量 一 一 这 里 是 基数 f 一 有 关 ， 然 后 设计 适当 ! 
随机 试验 , 并 通过 这 个 试验 的 结 黑 来 确定 这 些 量 . 


DD 3 Gridgeman, N.T.Geometric probability angs the umber x 
Seripta Mathematica, 3310900), lg3 一 I95。 


现在 ， 随 着 电子 数字 计算 宙 的 发 展 ， 己 按照 上 述 思 路 建立 起 
一 类 新 的 方法 , 称 蒙特 -下 泌 (Monte-Carlo) 方 法 . | 
三 、 贝 特 朗 (Bertiand) 奇 论 
几何 概率 在 现代 概 认 概念 的 发 展 中 曾经 起 过 重大 作用 ， 十 九 ， 
认 纪 时 ， 不 少 人 人 相信， 只 要 找到 适当 的 等 可 能 性 描述 ， 就 可 以 给 
概率 问题 以 唯一 的 解答 , 然而 有 人 却 构 造 出 这 样 的 例子 , 它 包 含 着 
几 种 亿 乎 都 同样 有 理 但 却 互相 矛盾 的 答案 ， 下 面 就 是 一 个 著名 的 
例子 ， 到 
[中 特 妆 奇 论 ] 在 半径 为 1 的 图 
内 随机 地 取 一 -条 苇 ， 问 其 长 超过 该 贺 
内 接 等 这 三 角形 的 边 长 地 的 概率 车 
于 允 消 了 
这 是 一 个 几何 概率 问题 ， 但 是 基 
于 对 术语 “随机 地 ”的 含义 的 不 同 解 
释 , 这 个 问题 却 存在 多 种 不 同 答案 , 下 
面 是 其 中 的 三 种 . 
[解法 一 ] 任何 弦 交 同 周 二 点 ，4 | 
不 失 一 般 狂 ， 先 国定 其 中 一 点 于 圆周 | 
上 , 以 此 点 为 顶点 作 一 等 边 三 角形 , 显 
然 只 有 落 人 此 三 角形 内 的 弦 才 渝 足 要 
求 ， 这 种 班 的 另 一 端 忠 过 的 弧 长 为 下 


个 圆周 的 子 ， 改 所 求 概率 等 于 二 ( 见 


图 3)， 

[解法 二 ] 荐 长 上 只 跟 它 与 圆心 的 
距离 有 关 , 而 与 方向 无 关 , 因此 可 以 假 
定 它 垂 站 于 某 一 直径 ， 当 县 仅 当 它 与 


种 血 





圆心 的 距离 小 于 于 时 ， 共 发 才 大 于 本， 因此 所 求 狠 率 为 于 ( 见 
图 3). 

[解法 三 ] 纺 被 共 中 点 唯一 确定 ， 当 且 仅 当 其 中 点 属于 闪 径 
为 二 的 间 心 国内 时 , 纺 长 大 于 V3， 比 小 如 面积 为 大 国 耐 积 的 二， 


故 所 求 髓 率 竺 于 地 ( 见 狠 3). 


同一 同 题 有 三 种 不 同 的 管 案 , 细 究 其 原因 , 发 项 是 在 取 荡 时 采 
用 不 同 的 等 可 能 性 假定 ， 在 第 一 种 解法 中 ， 假 定 端 点 在 加 同上 均 
们 分 布 , 在 第 二 种 解法 中 则 假定 荡 的 中 点 在 直径 上 均 义 分布, 而 在 
第 三 各 解法 中 又 假定 嘴 的 中 点 在 贺 内 均匀 分 布 ， 这 三 种 答案 是 圭 
对 三 种 不 同 的 随机 试验 ， 对 于 各 自 的 随机 试验 而 喜 ， 它 们 都 大正 

诡 的 ， 
” 因此 在 使 用 术语 “随机 ?.“ 等 可 能 "、“ 均 匀 分 布 " 等 时 ， 应 明确 
指明 其 合 交 ;这 又 朵 试验 而 异 ， 

站 于 采用 等 可 能 性 玉 定 疼 概 率 丰 这 种 困难 ， 因 此 后 来 就 移 拌 
另外 的 途径 、 即 在 定义 概率 这 一 基本 艇 念 时 只 指明 概率 应 具有 的 
基本 性 质 ， 而 把 具体 骤 事 的 给 定 放 在 一 这， 这 笠 基 的 好 处 是 能 针 
尘 不 册 的 随机 试验 给 定 适 当 的 概率 . 

与 概率 的 频率 解释 及 古典 概 型 一 样 ， 儿 笨 概 率 的 研究 对 于 我 
们 了 解 应 要 求 概 府 具有 哪些 基本 性 质 是 很 有 帮助 的 ， 

四 、 几 六 概率 基本 性 质 

几何 巍 率 的 定义 及 计算 与 郊 何 图 形 的 测 短 密切 相关 ， 关 此 所 
沽 虚 的 琳 作 应 是 某 种 可 定义 测度 的 集合 ， 这 类 集合 的 并 、 灾 也 还 
应 该 是 水 件 , 此 至 对 它们 的 可 列 次 并 , 突 也 应 有 这 个 归 求 ， 例 如 考 


察 在 [0, 1) 中 投 一 个 点 的 随机 试验 , 大 以 卫 记 恋 皮 游人 { 0, 到) 中 这 


本 过 了 


个 事件 ,而 以 4 记 该 点 洲 入 | 于 Tr, 志 ) 中 这 一 事件 ,na 十 2 其 - 


4 一 > (4) 


各 人 定 所 按 的 上 部 和 类 区 问 的 相 率 疆 于 恋 区 何 的 长 则 
P(Ad» = 广 ， 而 已 (4 = 这 时 者 


P(A)— SPCA.) (5) 


这 里 我 们 磁 到 了 事件 及 概率 的 可 列 运 算 ， 
综 上 所 述 , 几何 概率 应 共有 如 下 性质; 
Ci) 对 性 何 事件 4 了 P(A) 寺 0; 
(iiy 三) 一 于 
《iii) 六 4 do … 两 两 互 不 相 容 , 由 


r( 守 4 )- SIPCA,) (6) 


前 两 个 性 质 与 十 费 型 委 率 相同 ,《6)? 则 要 求 对 可 列 个 两 两 互 不 胃 容 
事件 成 立 , 这 性 质 称 为 可 列 可 加 性 . 


$5. 概率 空间 
一 、 汗 向 概率 论 公 理化 结构 
到 本 世纪 初 , 概率 论 的 各 个 领域 已 经 得 到 了 大 基 约 或 果 , 而 旺 
人 
越 大 的 兴趣 ,但 是 世 到 于 时 为 止 , 关于 概率 让 的 一 些 基 本 概念 
化 如 事件 、 慨 率 等 罕 这 是 一 个 很 大 的 巴 
盾 , 这 个 也 古人 不仅 可 能 导致 内 特 裔 奇 论 那 样 怪 现 象 产 生 , 而 有 也 便 


诈 多 人 对 概率 的 客观 含义 辫 至 概率 论 结论 的 可 应 膨 性 都 产生 了 杯 
2 





疑 ， 因 此 可 以 说 到 那 时 为 J 上 , 概率 论 作 为 -- 个 数学 分 支 来 说 ,还 扎 
_ 更 严 格 的 理论 基础 , 这 就 大 类 妨碍 了 它 的 进一步 发 展 . 

在 概率 论 发 展 早期 , 所 研究 的 随机 现象 比较 简单 , 大 部 分 可 以 

归 人 入 十 烘 概 型 ， 对 这 种 模型 ， 狐 率 的 计算 可 以 通过 某 种 等 可 能 性 
前 假设 进行 ， 其 结果 也 有 相当 明确 的 解释 ， 这 种 成 功 使 得 人 们 试 
图 通过 给 定 菜 种 等 可 能 性 来 定义 概率 ， 于 是 ， 由 拉 普 拉 斯 给 册 的 
概率 的 古典 定义 在 整个 19 世纪 被 人 们 广泛 接受 ， 但 是 ,这 种 定义 

”的 局 限 性 很 快 由 暴露 了 出 来 , 它 既 要 求 试验 的 可 能 结果 总 数 用 限 ， 
又 要 求 基 种 颖 可 能 性 ， 所 以 它 的 道 用 范 留 有 上 限 . 当 把 这 个 结果 推 
广 到 有 无 限 多 种 可 能 结果 的 场合 , 例如 吃 何 概率 对, 不 但 适用 范围 
仍然 有 限 , 而 且 还 出 现 了 新 闻 题 ， 总 之 , 对 一 般 的 随机 现象 驱 确 地 
定义 概率 及 其 它 基 本 概念, 在 那 时 成 了 一 个 突出 的 问题 . 

解决 这 个 问题 的 时 机 也 在 不 断 成 熟 ， 首 先是 通过 对 构 率 论 约 
两 个 最 基本 三 念 一 一 事件 与 概率 的 长 期 研究 ， 发 觉 事 件 的 运算 与 
集会 的 运算 完 侈 相似， 艇 率 与 测度 有 相同 性 质 ， 这 个 事实 随 着 当 
时 在 实 变 函 数论 中 基干 勒 册 格 (Lebesgue) 测度 和 积分 的 研究 以 
及 一 舱 抽 象 测度 和 积分 理论 的 发 展 而 日 益 明 确 起 来 . 

另外 , 了 -无 担 纪 末 以 来 , 数学 的 各 个 分 支 广泛 流行 着 一 孜 公 理 
化 潮流 , 这 个 流派 主张 把 最 基本 的 假定 公理 化 , 共 他 结论 则 由 它们 
经 过 演绎 导出 . 

在 这 种 背景 下 , 1933 年 , 苏联 数学 家 柯 尔 英 哥 洛 天 (A. H. Ko- 
moropos) 提出 了 概率 论 公理 化 结构 , 这 个 结构 综合 了 前 人 成 果 ， 
明确 定义 了 基本 概念 , 使 概率 论 成 为 严 谴 的 数学 分 支 , 对 近 几 十 年 
来 丹 素 论 的 迅速 发 展 起 了 积极 作用 、 柯 尔 莫 哥 洛 天 的 这 个 理论 已 
被 广泛 接 受 , 本 书 的 各 部 分 就 是 在 这 个 结构 下 展开 的 ， 


Bp 
Di 


在 公 副 化 结构 中 ， 事 件 不 是 最 基本 的 概念 ， 它 道 过 更 基本 的 


刺 祝 域 
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概念 一 样本 点 来 定义 ， 样 本 点 相应 于 随机 试验 的 结果 ， 我 们 已 
在 前 三 沁 中 进行 过 不 少 措 述 ， 在 十 催 概 型 中 ， 它 们 是 可 能 结果 于 一 
体 , 被 用 来 定义 一 般 的 事件 ， 在 儿 何 几率 下, 它们 根 应 于 区 域 如 中 
的 虚 ， 也 被 用 来 定义 一 般 的 事件 ， 以 后 , 我 们 把 样本 点 看 作 抽 
象 的 点 , 它们 的 全 体 构成 衬 本 空间 9. 

正如 8 2 中 所 做 的 那样 , 我 们 把 事件 4 定义 为 口 的 一 个 子 集 ， 

它 包含 车 干 样本 点 ， 事 件 4 发 生 当 且 权 当 4 所 包含 的 样本 点 中 有 
一 个 发 生 ， 

一 般 并 不 把 吕 的 一 切 子 集 都 作为 事件 , 因为 这 将 对 给 定 概率 
带 来 困难 , 壁 如 在 几何 概率 中 , 者 把 不 可 测 集 也 作为 事件 ,将 带 来 
不 可 克服 的 困难 

另 一 方面 ， 又 必须 把 问题 中 感 兴趣 的 事件 都 包括 进来 ， 例 如 
若 4 是 事件 , 则 应 要 求 也 也 是 事件 ; 若 4 与 五 是 事件 ， 则 4UB 及 
4 五 也 应 是 事件 ， 当 样本 空间 只 由 无 限 多 个 点 构成 时 ~ 一 在 儿 何 





概率 中 就 是 如 此 一 一 显然 还 得 考虑 可 列 个 事件 的 并 与 交 ， 此 外 ， 
把 妃 及 名 作为 事件 有 很 大 方便 . 


总 之 ， 我 们 大 把 事件 的 全 体 记 为 党 ， 它 是 硬 旭 的 一 些 子 集 槐 
成 的 集 类 .而 且 为 了 使 讨论 便于 进行 ,还 得 对 锡 如 上 某 些 限制 : 
(1) QE; 四 
(ii) 车 4E 殉 , 则 4E 罗 ; 
(iii) 着 4A.EF，n=1,2,…, 则 U 4.EF, 
no=1 


一 段 地 , 人 床 满 是 上 述 三 个 要 求 的 集 类 为 so- 域 , 亦 称 -代数 。 
车 了 为 g- 拒 ; 则 由 (说 及 (证) 可 得 .~ 
HEF 
此 外 尖 4E 吾 ,一 1 2 则 [ 
。 了 4。 


站 A = U 有 .EF 


咏 
[(j 4.=41U 420… U4; USU"EZR 
半 l 


站 4.= A404.N NA NEN 2..EFA 


定义 营 字 是 由 样本 空间 的 一 些 子 集 构成 的 一 个 o- 域 ， 
风 称 它 为 事件 域 , 字 中 的 元 素 称 为 事件 ， 人 2 称 为 必然 事件 , 省 称 为 
不 可 能 束 件 . 

值得 指出 , 按照 这 种 定义 , 祥 本 点 并 不 一 定 是 事件 . 


下 面 我 们 来 举 一 些 例子 ,、 
L 例 1] 甸 =={ 怠 ,人 2) 不 难 验 延 金 是 一 个 0o- 域 , 这 时 只 有 必 


” 然 事 件 吕 与 不 可 能 事件 名 是 可 作 . 


[ 例 2] 胸 一 ( 妇 , 4 4 只 }， 这 时 完 也 是 一 个 o- 域 , 人 1， 
4 儿 是 事件 . 

[ 例 3] 只 一 人 yo 中， 安 用品 的 一 切 子 集 构成 ， 这 册 家 
是 一 个 有 限 的 集合 ， 共 有 2 个 元 素 , 不 难 验证 ， 史 是 一 个 o- 域 . 

[ 例 4] 对 于 一 般 的 品 ， 满 殉 由 如 的 一 切 子 集 构 成 ,可 以 验 
证 远 是 一 个 go- 域 , 

从 上 面 几 个 例子 中 看 到 , 事件 域 可 以 很 简单 , 也 可 以 选 得 十 分 
复杂 ， 这 惑 和 吉 我们 根据 问题 的 不 同 要 求 来 选 样 适当 的 事件 域 , 

下 硬 证 明 者 给 定名 的 一 个 非 空 集 类 gg， 必 存 在 瞧 一 的 一 个 日 
中 的 o- 域 亚 197) 具有 如下 两 个 性 质 : 1) 包含 多 (2) 者 有 共 他 o- 


” 域 包 含 9， 则 必 包 含 驶 (9g)， 喘 (g) 称 为 包含 & 的 最 小 o- 域 , 亦 称 


由 gg 产生 的 os- 城 . 
先 证 明 必 存在 包含 9 的 z- 域 ， 显 然 由 只 的 一 切 子 集 徇 成 的 
» .45 。 


集 业 包含 了 8 由 例 4 知县 集 类 是 一 个 g- 域 ， 因 此 至 区 存在 入 中 
的 一 个 5- 域 加 ,有 区 一 小 一 

现在 只 要 取 怠 中 一 切 包 含 9 的 5- 域 之 交 作 为 照 (9)， 则 它 是 
具有 上 述 酚 个 性 质 的 we- 域 。 这 点 留 给 读者 自行 验证 ， 

下 面 介绍 两 个 非常 有 用 的 o- 域 . 

[一 维 波 雷 尔 (Borel) 点 集 ] 以 后 我 们 将 以 总 : 记 数 直线 或 实 
数 全 体 , 并 称 由 一 切 形 为 [a, 到 的 有 界 左 财 右 开 区 间 构 成 的 焦 娄 所 
产生 的 g- 域 为 一 维 波 雷 尔 o- 域 ， 记 之 为 禾 ，, 称 葬 ! 中 的 集 为 一 
维 波 雷 示 点 集 . 

梁 xX,# 表示 任意 实数 , 由 于 
{zw} = ls + 二) 
, (2,9)}=[w, ¥) — {2} 

[x, 9]= [2, 8) + {y) 

(2 y= [ws, #) + {YO— {} 
因此 攻 ; 中 包含 一 萝 开 区 间 , 闭 区 间 , 单个 尖 数 , 可 列 个 实数 , 以 及 
由 它们 经 可 列 次 并 、 交 运算 而 得 出 的 集合 ， 这 是 相当 类 的 一 个 集 
类 , 足够 把 实际 问题 中 感 兴趣 的 点 集 都 包括 在 内 . 

[% 维 臣 雷 尔 点 集 ] 了 以 瑟 " 记 w 维 欧 几 里 得 CEuclid) 空 间 , 可 以 
类 伞 地 定义 二 维 流 雷 尔 点 集 ， 空 们 是 由 一 切 %* 维 符 形 产生 的 基 维 
波 雷 尔 o- 域 区 ,中 的 集合 ， 也 可 以 把 BR* 中 我 们 感 兴趣 的 点 集 都 
包括 在 内 . 

三 、 概 率 

在 公理 化 结构 中 , 慨 举 是 针对 事件 定义 的 ,; 即 对 应 于 事件 域 宅 
中 的 每 一 个 元 素 4 有 一 个 实数 PC4) 与 之 对 应 ， 一 般 把 这 种 从 染 
合 到 实数 的 映照 称 为 集合 函数 ， 因 此 ， 概 来 是 定义 在 事件 域 灾 上 
的 一 个 集合 通 数 ， 直 到 ， 在 公理 化 结构 中 只 规定 概率 应 满足 的 性 


和 


质 , 而 不 具体 给 出 它 的 计算 公式 或 计算 方法 . 

概率 应 有 什么 特质 吕 ? 

因为 概率 通过 频率 稳定 性 与 随机 试验 相 联 系 ， 因 此 我 们 自然 
想到 概率 应 有 与 闫 率 类 似 药 性质 ， 关 于 频率 的 性 质 , 我 们 已 在 8 1 
中 总 结 为 非 负 性 , 规范 性 , 以 及 有 限 可 加 性 ， 

在 古典 报 型 中 ， 概 率 是 通过 有 利 场合 数 与 可 能 结果 总 数 之 比 
.来 定义 的 , 它 同 样 具 这 三 个 性 质 . 

在 几何 三 率 中 ,情况 也 类 似 , 但 有 一 点 不 同 ， 就 是 它 杰 求 对 可 
列 个 不 相 容 事件 之 和 有 可 加 性 , 即 可 列 可 如 性 . 

在 一 般 场合 , 处 理 可 列 个 事件 之 各 是 完全 必要 的 , 因此 保留 这 
种 可 列 可 其 性 要 求 看 来 是 合理 的 . 

综 上 所 述 , 我 们 如 下 定义 概率 ， 

定义 “定义 在 事件 域 史 上 的 一 个 集合 函数 己 称 为 概 诗 ， 如 果 
它 满足 如 下 三 个 条 件 : 

(i) P(4) 之 0, 对 一 切 4E2zi 

(ii PCO)=1; 

(ii) 营 416, 二 1,2,…, 且 两 两 互 不 相 容 , 则 


下 宕 4)- 宇 P64) (1) 


性 质 (iii) 称 为 可 列 可 加 性 或 完全 可 加 性 . 

利用 峰 率 的 基本 性质 (i), Cii), Ciii)》 可 以 推出 概率 的 另外 一 些 
重要 性 质 . 

推论 1 不 可 能 事件 的 概率 为 0, 即 P() 二 0. 

[证 明 ] 因为 

四 = 人 十 净 于 os 

所 以 
到 咯 六 


Pi@)= POT PCB + 
因此 PC )==0. 
推论 2 概率 具有 有 限 可 加 性 ， 即 若 4.4; 二 名 (人才 放 , 则 
站 十 4 十 和 十 4 一 到 (4 十 五 (4 十 十 下 (4 (2) 
[证 骨 ] 因为 
册 1 十 由 十 十 由 一 和 十 4 十 和 十 旭 十 西 十 攻 十 se 
由 可 列 可 加 姓 及 推论 工 
PMT 十 十 A) = 二 PCA PCAs) + 二 PiA.) 
推论 3 对 任何 事件 4 有 
P(A)=1— P(A) 《3》 
[证 明 ] 因 4U4= 吕 ,44 一 名 , 故 
1=P(Q)= PLAU A)= P(A}+ P(A) 
推论 4 如 果 4 二 B, 则 
P(A—B)=P(A}—P(B) (C4) 
[证 明 ] 因为 当 A4 二 B 时 , 4 二 BUCt4-B), 又 IN(A—B) 
二 六, 疏 P(4) 二 P(B) 二 Pt4 一 B), 移 项 即 得 结论 ， 
荣 如 果 4 二 8B, 则 P(A)=P(BY. 
推论 5 PCAUB)==P(4)+P(B)- P(AB). (5) 
[证 明 ] 因 4UB=AU(B--4B), 而 8B A 站 (B8 一 AB)== 作 ， 
散 P(A4UB)=P(4)-- PCB 一 AB), 又 4BCB, 于 是 由 推论 4 
得 到 
P(ALB)= P(A}+ PB) — P(AB) 
和 对 1 P(AUB)<P(LA)+ PBY. (6 
又 2 对 任意 的 ww, 成立 


PO U AY EPLALD) T+ + PCA,) (7) 


值得 提醒 的 是 概率 的 这 些 重要 性 质 的 推导 实质 上 只 用 到 概率 
的 非 负 性 , 规范 性 和 大限 可 加 性 ， 


二 


最 后 , 我 们 对 可 列 可 加 性 作 进 一 步 讨论 ， 从 推论 2 知道 ,由 可 
到 司 加 性 可 以 推 基 有限 可 加 性 ; 但 是 一 般 来 诽 , 由 有 限 可 可 性 并 不 
能 推出 可 列 可 加 性 . 
. 事实 上 ， 老 过 ij 后 - 呈 ， 一 于 2 上 且 丙 两 互 在 相 容 ， 则 由 概率 的 
有 限 可 加 性 只 能 推出 (2) 成 立 , 即 
7( 守 4)- 守 ?0 (8) 
这 个 等 式 的 左边 对 储 意 % 都 不 超过 1， 因 此 右边 揭 正 项 级 数 收 


lim rte (9) 
= Mee 十 一 f 一 工 
与 人 1) 比较 一 下 可 以 知道 ,为 了 具有 可 列 可 加 性, 还 需要 下 式 成 立 ; 


人 
或 者 写成 更 富有 启发 性 的 等 式 : 
lim za) =P (4 (11) 

i=1 了 一 机 


即 要 允许 把 极限 号 通 到 概率 号 里 而 去 ， 这 就 提出 了 一 个 新 要 求 ， 
现在 就 来 考 召 这 个 新 要 求 ， 若 记 
6 一 六 4 
[bb 
则 .EF j=1,2,…, 而 且 坊 , 呈 Ss44, 即 尽 , 是 玫 中 一 个 单调 不 减 
-- 的 集 序列 , 这 时 可 改写 (11) 成 下 式 ， 
limP(S) =P(lim8n) (12) 
一 般 , 对 于 实 上 的 集合 函数 , 车 它 对 灾 中 任何 一 个 单调 不 减 的 


* 可 8 


集 序列 {58%} 均 成 立 (12)， 则 我 们 称 它 是 下 连续 的 ， 因 此 前 面 的 推 
导 表 明 , 为 保证 概率 的 可 询 可 加 性 成 立 , 除 要 求 它 其 有 有 限 可 加 性 - 
外 , 还 要 求 它 是 下 连续 的 ， 
下 面 的 定理 明确 地 前 明 了 这 三 个 概念 之 间 的 关系 ， 
定理 ” 若 忆 是 史上 满 定 P(O@)= 工 的 非 负 集合 函数 , 则 它 具 有 
可 列 可 加 性 的 充 要 条 件 为 
(i) 它 是 有 限 可 加 的 
(i) 它 是 下 连续 的 . | : 
[证 明 ] 充分 性 只 要 重新 考察 前 面 的 推导 过 程 ， 实 际 上 ， 和 车 
沿用 有 关 记 号 , 则 有 限 可 加 性 保证 了 (8) 的 成 立 ， 而 下 连续 性 保证 
了 (11) 即 (10) 的 成 立 , 通过 (9 立刻 得 到 可 列 可 加 性 . 
必要 性 ;其 中 ( 订 我 们 早已 建立 ， 为 证 (ii)， 井 18 是 号 中 -- 
个 单调 不 减 的 集 序列 , 那么 | 
Us, =lim,g, 
4=l1 


车 定义 So 一 党 ， [| 

U Si; = Fics, —8;-1) 
这 里 的 (SS ,一 态 ,-1), 1 了 二 1, 2,…， 由 于 访 ; 的 单调 性 ， 显然 两 两 互 不 
粗 容 , 因此 由 可 列 可 加 性 得 


| U 8.) -BPs, -sp =lin Fp, 一 局 -1 
{1 fim t=1 
但 是 
Sess (Bee -Pee» 
t=l i=l 


因此 
| 


Pllim 5,) =1imPCS,) 


这 就 证 得 了 也 的 下 连续 性 , 


系 工 概率 是 下 连续 的 ， 
花 概率 是 上 这 续 的 ， 即 者 互 ,E 末 ， 而 有 BOB i=1, 
2 "ry 则 . 
limP(B,) = POlimB,) (13) 
[证 明 ] 记 8;= 瑟 ， 则 4 站 是 单调 不 诚 的 ,由 系 荆 可 得 


lim Pp( 8,) =P Gim | U sz 人 站 5 
二 中 呈 sul tw=1 
因此 由 C(3), 可 知 


1—limP(B,) = ve( 站 2.) 


t=I 
注意 到 iim B= 人 B,, 即 得 (13). 
其 过节 二 一 工 


四 、 概 率 空 间 

在 柯 尔 英 可 浴 夫 的 概率 论 公理 化 结构 中 , 称 三 元 总 体 (2, 7 
记 ) 为 流 率 空间 , 共 中 总 是 样本 空间 , 实 是 事件 域 ,P 是 概率 , 它们 孝 
认为 是 预 先 给 定 的 ， 并 以 此 作为 出 发 点 讨论 种 种 问题 。 至 于 实际 
问题 中 ， 如何 选 定 人 2, 沪 样 构造 字 ， 怎样 给 定 P， 则 要 视 县 体 傅 议 
而 定 . 

下 面 讨论 几 个 具体 重子， 

[ 例 51 《有限 概 率 空间 ) 这 时 台中 具有 个 点 ,这 类 概率 空间 


在 $2 中 已 有 讨论 , 古典 概 型 即 为 其 特例 ， 在 这 种 场合 , 一 般 可 取 


环 为 亿 的 所 有 子 集 全 体 , 这 仍 是 一 个 有 限 的 集合 , 元 素 总 数 为 2”, 


。 它 满足 事件 域 的 三 个 要 求 , 而 且 样 本 点 (看 作 一 个 单 点 集 ) 是 事件 ， 


中 宁 秆 由 


至 于 概率 , 只 要 对 样本 点 2 给 定 请 足 


下 3 人 一 2 C14)- --- 


Pio)+ "+ Ps)=1 C15) 


的 一 组 数 Plo), Ples), "py Plo;), 那么 ， 若是 字 中 元 素 ， 包含 


样本 点 oj pi 则 由 役 率 的 可 加 性 , 自然 应 令 
PCA)= PO Tt Pe;,) 

这 就 给 定 了 事件 4 的 概率 , 从 而 构成 了 概率 空间 CH, 灾 , P). 

从 这 个 例子 中 看 到 下 面 两 点 . 

(1) 选 定 了 (村 , 实 ) 之 后 , 对 于 事件 概率 的 给 定 还 有 相当 大 的 
沁 话 性 , 这 表现 在 Pei) 的 选 了 上 ， 因为 只 有 这 样 , 才能 用 概率 空 
间 来 描述 不 同 的 随机 现象 ， 例 如 在 投 一 次 硬币 韵 试验 中 ， 吕 总 是 
由 出 正面 (@4) 及 出 反面 (ozy 两 个 着 本 点 构成 ， 对 于 均 勾 的 硬币 ， 


可 以 假定 它 出 正面 及 反面 的 概率 均 为 了 ;但 对 于 很 不 均匀 的 硬币 ， 
例如 出 正面 可 能 性 大 得 多 的 硬币 , 则 必须 给 定 另外 的 概率 , 而 这 只 


须 适当 给 定 P(e@1) 谣 可 以 了 ， 

(2) 一 旦 Pw) 给 定 后 , 事件 4 的 妓 率 并 不 能 任意 给 定 , 即 在 
事件 域 中 ， 各 事件 的 概率 有 一 定 关 系 ， 给 定 概率 时 必须 满足 这 些 
关系 . z 

[ 例 6] (离散 概率 空间 ) 8 由 可 列 个 点 构成 ; Q 二 {wl，ew， 
…}, 这 时 天 还 是 可 以 选 为 人 的 子 集 全 体 , 它 满足 事件 域 的 三 个 条 
件 ， 这 时 样本 点 也 是 事件 ， 为 给 定 概率 , 可 选 可 列 个 非 负 的 数 P;， 
一 1 2 "…, 满 是 


P=1 
$=1 


作为 样本 点 @; 的 概率 , 而 一 般 事件 4E 灾 的 概率 , 则 必须 取 为 它 所 
含 的 样本 虚 的 概率 之 和 ， 
归心 间 


[ 例 7] 若 介 = 妃 , 期 类 本 空间 由 全 体 实数 构成 , 这 时 了 屯 不 能 


取 为 日 的 一 切 子 集 , 因为 这 个 集 类 太太 , 无 法 在 其 上 定 交 概率， 这 


时 通常 取 过 为 直线 上 波 雷 尔 点 集 全 体 雾 ,， 这 是 相当 大 的 一 个 集 
类 ， 可 以 把 实际 问题 中 所 感 兴趣 的 点 集 都 包括 在 内 ， 另 一 方面 在 
波 雷 尔 点 集 上 定义 概 府 和 相当 方便 ， 这 只 要 对 左 闲 右 开 区 间 给 定 概 
素 即 可 。 这 些 我 们 将 在 第 三 音 中 作 深 入 讨论 ， 

咕 便 指出 , 若 吕 不 是 E', 而 是 它 的 一 部 分 , 也 可 类 似 处 理 ， 璧 
如 台 为 一 个 区 同 ， 这 时 家 可 取 为 该 区 间 上 的 波 种 尔 点 集 全 体 : 它 
们 通过 直线 上 小 雷 尔 奈 集 与 该 区 间 之 交 耐 得 到 . 

[ 例 8 和 者 吕 = 如 (或 吾 " 的 一 部 分 ), 这 时 可 类 似 于 一 维 场合 
取 # 维 欧 几 里 得 空间 中 的 波 需 尔 点 集 全 体 宠 , 作为 事件 域 殉 ， 在 
第 三 章 8$ 2 中 将 对 这 种 场合 进行 深入 讨论 . 


第 一 章 小 结 

本 章 中 介绍 了 一 类 新 的 现象 一 随机 现象 ， 这 是 一 种 普遍 存 
在 的 现象 ， 存 大 曙 随 机 现象 中 存在 着 统计 规律 性 ， 氢 率 论 便 是 研 
究 随 机 现象 的 数量 规律 的 一 门 数学 学 科 ， 

“事件 ”与 “ 概 来 "是 概率 论 中 景 基 本 的 两 个 艇 念 ， 我 们 在 公理 
化 结构 下 严格 地 定义 了 这 两 个 烤 念 . 

为 了 使 读者 清楚 地 理解 事件 与 报 率 的 直观 意义， 我 们 采用 由 
县 体 到 抽象 ， 扑 简单 到 复杂 ， 由 特殊 到 一 般 的 方式 分 别 介绍 了 闫 
率 ,古典 概 型 ,几何 概率 , 并 从 中 归纳 出 事件 与 概率 的 本 质 特征 , 为 
公理 化 定义 作 淮 备 , 这 种 讲法 基本 上 与 概率 概念 的 历史 发 展 平行 . 

事件 的 运算 及 概率 的 性 质 是 本 章 的 菇 本 内 全 容 ， 也 是 学 习 以 后 


各 剖 的 必要 基础 ,务必 牢 因 掌握 


我 们 较 冠 蜗 地 猎 完 了 市 机 要 型 ， 并 介绍 了 它 在 产品 抽样 检查 


呈 的 应 月。 对 二 下 丰 溉 型 的 讨论 有 助 十 概 六 论 二 本 髓 您 的 让 漳 


时 林子 后 


解 ,而且 在 以 后 讨论 更 一 般 的 情况 时 , 也 党 以 它 为 特例 加 以 苍 说 . 
古典 概 型 中 概率 的 计算 有 较 高 的 技巧 性 ， 同 学 们 应 该 掌握 和 住 一 些 . * - 
最 基本 的 计算 方法 。 

几何 概率 是 很 有 启发 性 的 一 类 问题 ， 不 过 它 的 严格 表述 上 只 有 
用 到 第 三 章 的 一 些 狗 念 才能 散 到 . 

撤消 频率 与 概 尝 的 关系 是 十 分 重要 的 一 个 课题 ， 今 后 我 们 将 
一 振 回 到 这 个 问题 上 来 . 

书 中 我 们 着 重 把 现代 氢 率 论 公理 化 结构 作为 一 个 历史 发 展 过 
程 来 描述 , 有 兴趣 的 读者 不 妨 试 着 进行 相反 击 相 成 的 另 一 工作 : 用 
会 理化 结构 来 概括 古 黄 账 型 .几何 概率 等 特殊 模型 . 

该 雷 尔 点 集 是 一 个 重要 的 概念 ， 在 第 三 之 中 ， 它 将 起 关键 
作用 . 


习 杜 


1， 在 某 域 市 中 , 共 发 行 三 种 报纸 4 B, 妨 在 这 囊 市 的 咎 民 中 , 订购 4 
的 后 45 党 ,订购 吾 的 是 35 铝 ， 订购 如 的 占 30 铝 , 闻 时 订购 4 及 百 的 占 10 党 ， 
同时 订购 4 及 的 占 8 名 , 同 时 订购 8 及 CQ 的 二 5% 同时 订购 十 五, 阅 的 占 
3 入, 试 求 下 列 百分率 ; (1) 只 订购 4 的: C2) 内 订购 用 及 晴 的 ; (3) 风 订购 一 
种 报纸 的 ，(4) 正 好 订购 两 种 报纸 的 ，(5) 至 少 订 了 胸 一 种 报纸 的 (6) 不 订购 
任何 报纸 的 . 

2. 若 4 豆 妃 是 随机 素 任 ， 说 明 下 列 关系 式 的 概率 意 尽 : 《1)4BC= ds 
《2) AUBUC=A (3)ABCO (4)AC BO. 

3。 试 把 U0… UA 表示 成 关 个 琴 两 百 不 相 窜 事件 的 和 ， 

4， 在 基 班 学 生 中 和 任 选 一 个 司 学 , 以 事件 4 表示 选 漳 的 是 男 同 学 , 事件 吾 
表示 选 到 的 人 不 喜欢 咀 罗 , 事件 口 表示 迹 到 的 人 是 运动 员 ，(1) 表 述 4BB 及 
ABC (2) 什么 条 件 下 成 立 4BCm A (3) 何 时 成 立 6CB，(4) 何 时 同时 成 .. 
A=B 有 A=C. 

5。 用 措 球 杰 型 造 一 例 , 指出 样本 空间 及 各 入 事 件 运算 . 

6， 者 4 吾 吕 五 是 四 个 事件 ， 试 用 这 四 个 事件 表示 下 列 各 事件 ， (C1) 这 
* 4a 


图 个 囊 作 至 少 发 上 生 一 个 ，(2) 这 由 个 事 任 情 好 发 生 丙 个， 《3)4, B 都 发 生 而 
- 加 都 不 点 生 ; (4) 这 四 个 事件 都 不 发 生 ; (5) 这 四 个 带 体 沾 玉 多 发 生 一 


个 . 


7 从 ,1,2, ,9 中 随机 地 到 出 5 个 数 ( 可 重复 ), 以 吾 记 某 些 数 正 好 
要 现 宇 次 这 一 事 任 (本 如 52353,， 果 局 于 劝 也 属于 避 及 吾 )， 试 出 文 图 表示 
的 送 ， 

3， 证 角 下 列 等 式 : 


— DA) = . 
(7) A) 
G) 二 (人 人) 


9。， 禾 中 有 白 球 5 上 只, 黑 妹 5 只 ,有 暑 续 取 由 三 球 , 求 磊 序 为 黑白 黑 的 释 率 ， 

10. 一 卷 五 本 站 的 文 全 , 按 巷 意 次 序 放 到 浪 架 上 由 , 试 求 下 列 概率 : (1) 
第 ~ 卷 且 现在 旁 迪 : (2) 第 一 耸 及 第 五 知 出 现在 变 边 ! (3) 第 一 着 或 第 五 着 
出 现 酝 旁边 ;: (4 第 一 准 及 第 五 卷 都 不 出 现在 弯 边 ; (5) 第 三 卷 正 好 在 正中 ， 

lI1， 把 1,2,3,4,5 诸 数 各 写 在 一 小 经 片上 , 人 性 取 共 三 而 排 成 息 去 向 右 的 
人 

.在 一 个 装 丰 % 只 白 球 , nt 只 黑 球 , n 只 红 球 的 找 中 ,性 到 滩 只 球 ， 求 
内 站 黑 . 红 球 分 别 有 有 丈 ， 和 2 黄玉 1 十 机 zs 十 Hs 二 8) 具 的 报 率 . 

18， 里 入 中 有 3 只 白 球 ,7 只 红 球 ,15 只 虹 球 , 乙 伐 中 有 10 只 和 白 球 ,6 只 
红 球 , 9 具 黑 球 , 理 丰 两 当中 各 到 一 蒜 , 求 两 球 颜 色相 同 的 概率 ， 

14 由 锋 有 号 码 1,2, …, 下 的 球 的 箱子 中 有 斌 回 地 报 了 次 球 , 依次 记 
下 共 号 码 , 荆 求 这 些 叶 码 控 医 格 上 升 次 序 排列 的 报 率 

“15， 在 上 征 中 这 些 吴 码 按 上 并 (不 一 定 严格 ) 次 序 排列 的 概率 ， 

16。 任意 其 数列 I，2，…， 疼 中 不 玻 回 起 取出 个 数 并 接 夫 小 排列 成 : 
二 的 枝 来 ， 这 于 1] 和 三 WN. 
-+*17， 上 题 中 , 堆 洒 用 有 让 回 取 数 ,这 有 时 vw 所 后, 试 求 #wm 宇 寻 的 
饶 率 . 

18。 在 站 不 沁 的 对 从 电 插 联 4 具 ， 癌 其 中 性 有 一 台 配 对 的 报 率 是 允 
+ 

名 本 中 


1 


AT 


19， 从 以 不 同 的 峙 也 中 性 取 27t27 二 n) 雁 ， 冻 下 到 事件 发 生 的 概 潮 ; 
(1) 没 有 上 成 对 的 鞋子 《2) 只 有 一 对 鞋子 :43) 惟有 两 对 竹子 (4) 有 ?对 鞋 … 
子 ， 

20。 瞄 中 有 有 只 球 , 记 有 有 号 玛 1 2,，…, 为 求 下 列 束 件 的 枢 素 : (1 性 春 
取出 2 球 ， 号 码 为 1,2; ( 约 尾 总 取出 3 球 ， 没 青 导 和 码 于 《3) 尾 意 取 出 5 球 ， 
号 码 I,2,3 中 至少 出 现 一 个 . 

21。 纹 中 装 有 1,2,…， 三 号 的 球 各 一 只 ,采用 (有 了 玫 加 【23) 不 放 回 方 
式 遗 球 , 试 求 在 第 五 次 摸 球 时 首次 找到 1 导 球 的 所 素 . 

22， 甲 有 % 十 1 个 潮 币 ,三 有 ?个 硬币 ， 愉 方 投 挪 之 后 进行 比较 ， 求 甲 扩 
出 前 正面 比 己 搓 出 的 正面 多 的 概率 . 

23. 《De Mars 问题 } 一 颗 般 耶 投 4 次 至 少 得 到 一 个 六 点 与 两 颗 棚 子 投 
2 次 至 消 碍 到 一 全 双 广 这 西 体 事 哪 一 件 有 更 黎 的 机 会 遇 到 ， 

34， 从 52 张 扑 到 牌 中 作 意 家 出 13 张 来 , 问 布 5 张 黑 恋 ，3 张 红 心 ，3 张 
方块 ,2 张 草 奢 航 概率 . 

25， 轿 牌 游戏 中 (四 玉 各 上 碾 52 张 纸 牌 中 分 得 138 张 ), 求 4 张 4 上 华中 在 一 
个 人 手中 的 概率 ， 一 

26。 在 扑 更 牌 游戏 中 (其 52 张 牌 中 任职 5 张 )》, 求 下 列 事件 的 概率 :31) 
以 4 打头 的 属 花 他 次 玉 张 牌 ! 《3233 其 他 局 花 晒 次 芋 张 牌 ， (3) 有 加 由 胜 同 点 
数 ! 《41) 三 张 同 点 数 则 另 两 张 也 同 点 数 ， (5) 五 张 同 花 ; (56) 异 花 硕 次 五 张 
入 : 《7) 三 张 同 点 数 ， 另 外 两 张 不 同 点 数 ; C8) 五 张 中 有 两 对 ; (9) 五 张 中 丰 
一 对 ; (10) 拒 他 情况 . 

2?7， 未 码头 内 能 容纳 一 只 船 , 现 预 知 某 日 将 狐 立 来 到 两 只 船 ,有 卫 在 24 小 
时 内 各 时 友 来 到 的 可 能 性 都 相等 , 如 时 它们 需要 停 许 的 时 间 分 别 为 3 小 时 及 
4 小时, 起 求 有 一 船 楼 在 江 中 移 待 的 概率 ， 

28， 栈 人 芍 定 于 了 点 到 8 点 在 某 融会 画 , 试 求 一 大 蔓 等 另 一 大 于 小 时 以 
上 的 妆 率 . 

29。 在 一 线段 4 五 中 随机 地 到 两 个 点 下, 与 区;, 来 4 到,, 六 四, YB 可 
构成 一 个 三 角形 的 几率 .三 线段 能 枸 上 成 三 角形 的 充 要 条 件 是 任意 二 按 之 和 
大 于 第 三 边 ) . 

30、 在 线段 [9， 妃 寺 任意 投 三 个 点 , 问 由 0 至 三 点 的 三 线 假 能 构 戌 三 骨 
形 与 不 能 构 万 三 角形 这 商 个 训 牢 中 哪 -- 个 事件 的 艇 率 大 ， 

31， 在 … 外 打工 方 格 的 纸 上 投 一 核 直 御 为 工 的 硬币 , 当 格 要 多 小 才能 使 - 
ss 


硬币 与 乒 不 相交 的 概率 小 子 1 名 . 
323， 从 人 0， 了 7) 中 随机 地 了 到 两 全 数 ， 求 下 列 概 宁 : 《1 两 数 之 和 小 本 1.33 


(2) 两 数 之 各 小 子 二 《3) 以 上 两 个 要 求 同 时 满足 ， 
33， 设 41, 4 …, ds 是 随机 齐 件 , 试用 归纳 法 证 明 下 列 公 式 


PIAUAUwUA)= PA)— D>, PldiA)) 


t=l 1 


+ > Plididi}—": 
一 1 号 于 玫 玫 必 上 帮 村 
+{—1)s-1P(C de ) 
34， 某 广 有 如 全 士兵 , 每 入 省 有 一 支 检 , 这 些 枪 外 形 完全 一 样 , 在 一 次 家 
阿 紧 急 浊 仿 中， 若 每 人 岩 机 地 取 走 一 支 抢 ， 问 至 少 有 一 个 人 拿 到 自己 的 挖 的 
概 计 . 
*35， 在 上 症 中 求 愉 好 有 (0 过 志和) 个 入 拿 到 自己 的 榨 的 撤 素 ， 
36。 考 试 时 莽 有 处 张 考 签 , n 个 学 上 生 参 吉 考 试 (ns= 久 ), 被 抽 过 的 考 签 立 
， 启 放 回 , 求 在 考试 结束 之 后 , 至 少 有 一 张 考 签 没 有 被 抽 到 的 概率 . 
37。 四, 乙 , 两 三 人 按 下 面 规则 进行 比赛 , 第 一 局 由 甲 , 艺 姑 加 商 丙 轮空 ， 
由 第 一 局 的 优胜 者 与 再 进行 第 二 局 比赛 ,而 失 鉴 者 则 轮空 , 比赛 用 这 种 方式 
一 直 进 行 到 其 中 一 个 人 人 巡 胜 汕 局 为 止 ， 连 睦 两 局 者 成 为 肇 场 比赛 的 优胜 者 ， 
若 甲 , 乙 , 再 胜 每 局 的 概率 各 为 也 , 问 甲 , 乙 , 再 成 为 整 场 比赛 优胜 老 的 颖 率 各 
是 多 少 ? 
38， 父 , 奈 , 子 三 人 举行 比赛 ,每 局 总 有 一 人 隆 一 六 人 负 [ 仙 有 和 局 )， 每 局 
的 优 隆 者 就 与 林 参 如 此 局 的 人 再 进行 风 赛 ， 如 果 某 人 首先 打 有 星 了 两 局 ， 则 地 
就 是 整个 比赛 的 优 赃 者 , 由 父 决定 第 一 局 由 哪 两 大 参加 , 共 中 儿子 实力 最 强 ， 
所 以 父 为 了 使 自己 得 胜 的 概率 达到 最 大 ， 就 决定 第 一 局 由 弛 与 妻子 先 比赛 ， 
试 证 冬 的 次 策 为 最 优 策 赂 (任何 一 对 选手 中 一 人 胜 对 方 的 禾 事 在 整个 比赛 中 
是 不 变 的 ). 
39. 给 定 p= 了 P(A),g=P(B),r+ 二 P(AUB), 求 P(AB) 有 P(AB). 
-~ 40,. 巨 知 : P(AB}=P(AY)P(B), CAB, oAB， 证 明 : P(AO} 
PAYPIO). 
41，({17 以 知 4 与 4 同时 发 生 则 4 发 生 ， 试 证 P(A) 之 Ptd,) 十 
47 一 1 


- 


和 太 于 


《2) 自 醒 44 一 4 斌 证 4 六 下 4 十 Pd 十 朋 44) 一 2 


“42， 用 概率 论 想法 求 阶 行列 式 的 展开 式 中 包 人 沼 主 对 阴线 元 如 的 一 


顶 数 . 
43。 箱 用 要 率 论 的 想 尘 证 月 下 列 慨 竺 式 : 


A—a (Amd—o—1) ,, {A— a):2:1 
i rt CA—1(A—2) 十 tay et 


其 中 44,8 都 是 正 猪 数 , 且 4 

44. 用 基 各 药物 对 患 有 胃 溃 疡 的 5812 个 病人 进行 治疗 ， 结 果 368 大 在 
朋 显 疗效 , 现 有 茶 骨 洲 疡 病人 人 窝 腿 此 药 , 怀 能 对 其 效果 作 何 估计 + 

45。 求 包 售 事件 由 B 的 最 小 o- 域 . 

46。 证 骨 ; 侣 的 一 切 子 集 组 成 的 集 类 是 一 个 e- 城 ， 

47。 证 盟 : C- 域 之 交 仍 为 ge- 域 ， 
48， 证明: 和 包含 一 切 形 为 (一 ce，2) 的 区 间 的 最 小 o- 域 是 一 扒 波 雷 尔 


-4 
oo 


49， 设 总 是 定 艾 在 og- 城 上 的 非 信 广 头 实 信 函数 ( 即 可 以 各 有限 或 无 限 
值 的 函数 ), 如 果 它 具有 可 列 可 加 性 , 并 且 晶 (多)=0， 则 称 日 为 测度 ， 试 说 明 
测度 锯 念 是 算术 中 计数 概念 及 几何 中 长 度 , 面积 , 体积 等 概念 的 推广 . 

50， 甩 测度 概念 和 解释 十 典 概 型 、 儿 何 煞 率 及 概率 论 公理 仁 结 构 中 关于 要 
率 的 定义 。 | :| 


业 归 疮 间 


一 


第 二 章 条件 概率 与 统计 独立 性 


$ 1。 条件 概 率 , 全 概率 公式 , 贝 叶 斯 公式 


一 、 亲 件 概率 

对 概率 的 讨论 总 是 在 一 组 固定 的 条 件 限制 下 进行 的 ， 以 前 的 
讨论 总 是 假定 除 此 之 外 再 无 别 的 迟 息 可 供 使 用 ， 可 是 ， 有 了 时 我 们 
却 会 各 到 这 样 的 情况 , 即 已 知 某 一 事件 五 已 经 发 生 , 要 求 另 一 事件 
所 发 生 的 概 素 ， 例 如 学 虚 有 两 个 孩子 的 家 庭 ， 假 定 男 女 出 生 素 一 
样 ， 则 两 个 孩子 5 使 天 小 排列 ) 的 性 别 为 { 男 ， 男 六 〈 男 ， 女 )，〈 女 ， 


. 男 ), (去 , 妇 ) 的 可 能 性 是 一 样 的 . 车 以 4 记 随 机 选取 的 这 样 一 个 


家 庭 中 有 一 男 一 女 这 一 事件 , 出 显然 PC4) = 到， 但 是 如 果 我 们 巴 
先知 道 这 家 庭 至 少 有 一 个 女孩 , 那么 ,上述 素 件 的 靶 率 便 应 是 和 


两 种 情况 下 算出 的 概率 不 同 ， 这 也 很 容易 理解 ， 固 为 在 第 二 
种 情况 下 , 我 们 多 知道 了 一 个 条 件 : 事件 B( 这 一 家 庭 至 少 有 一 友 
防 ) 发 些 ， 1 三 忆 多 事件 刀 必 生 的 

种 述 有 条 件 的 村 恨 量 妆 ， 下面 我 们 这 来 研究 它 在 给 出 
严格 定义 之 前 , 先 考 窜 一 些 特殊 的 场合 , 

就 从 上 述 例子 出 发 ， 这 年 一 个 古典 本 型 问题， 样本 点 总 数 


名 =4, 有 利于 事件 4 的 场合 数 ms= 2 因此 P(4) 二 士 ; 但 是 假如 
已 知事 件 召 发 生 , 即 至 少 有 一 女孩 , 那么 可 能 发 生 的 样本 点 是 ( 男 ， 


SS 人 


面 且 有 一 男 一 女 ) 数 1H48 二 2， 国 此 mn ~ 





P(4jB) 一 本 一 包公 = 了 一 PC4B) (1) 
如 





这 式 子 很 重要 ， 虽 然 我 们 以 特例 形式 引 人 , 但 读者 不 难 证 明 , 它 对 
一 般 古 典 概 型 问题 也 成 立 . 

在 几何 概率 中 , 巷 以 吉 C4), m(B), m(4B), m(Q) 分 别 记事 件 
4, B, AB, 9 所 对 应 点 集 的 测度 , 且 m{B) 二 0, 则 


m(AB) 
m(AB) _ mn) _ P(AB) 
m(B) mB)y PB) 





P(AIB}= 











结果 与 古典 概 型 相同 
”对 频率 也 有 类 似 结果 , 请 读者 自行 验证 . > 
在 一 般 场合 , 我 们 将 把 这 个 算式 作为 条 件 绝 率 的 定义 ， 
定义 ” 设 (0Q, 灾 , 了) 是 一 个 拔 率 空间 , BEZr, 而 且 P(B) 二 0, 
划 对 任意 A4EF, 记 





P(418)= 潮 后 (2) 


并 称 PCA1B) 为 在 事件 吾 发 生 的 条 件 下 事件 么 发 生 的 冬 件 概率 . 
由 (2) 了 立刻 得 到 


P(4B)=P(B)PC4IB) + (3) 
这 个 等 式 有 时 被 称 为 榜 六 的 对 法 定理 。 / 
者 还 有 Pk4) 一 0, 则 也 可 定义 PLB14), 这 时 有 
PAAB}=P(AIPLIBIA)=P(BIP(LAIB) 4) 


[ 侧 1] 甲乙 两 市 都 位 于 长 江 下 游 ,根据 一 百 多 年 来 的 气象 
记录 , 知道 一 年 中 雨天 的 比例 甲 市 占 20%, 乙 市 占 18 免 ,两 地 同时 
下 十 占 12 锡 。 若 以 事件 4 记 甲 市 出 现 两 天 , 事件 互 记 乙 市 出 现 雨 


各 本人 证 


天 , 则 4) 一 0.20, PC(B)=0.18, P(AB) 二 0.12, 因此 








P(AIB) = 0.13 = 0.67 
P(B'4) = 字 ==0.60 
此 外 
P(AUB)=P(A)+P(B)— P(AB)=0,20+0.18—0.12 
一 0.26 
省 来 ,在 填 责 这 件 事 铺 上 上 , 应 认为 里 乙 两 市 是 有 联系 的 , 
下 面 讨论 莱 件 概率 的 性 质 . 


首先 , 不 难 验 证 条 件 概 率 PCA|B) 具有 概率 的 三 个 基本 性 质 ; 
非 负 性 , 规范 性 , 完全 可 如 性 ， 
(i) P(AIB}20; 
《iiy PCOQ|B)=1; 
(Ciii) ?Bals)-Brcals). 
+ 一 主 t=Li 
因此 , 类 似 于 疆 素 , 对 条 件 锯 率 也 可 由 三 个 基本 性 质 导 出 其 它 
一 些 性 质 , 例如 
有 (人 | 五 ) 一 0 
P(AIB)=1— P(AIB) 
PilAU As|B)=P(A | B)+ P(A B)}Y— P(A As| BY 
特别 当 B= 二 2 时 , 条 件 概率 化 为 无 条 件 和 概率 , 因此 把 一 般 的 概率 看 
作 条 件 概率 也 未 尝 不 可 . 
可 以 把 乘法 定理 推广 到 任意 % 个 事件 之 次 的 场 侣 : 
PlAid2'' As) -= PAD PA, | A)PCAs | dd 
ee Poids, | Aid2' A, 1) C5 
L 业 半 至 


这 里 当然 要 求 Pd44da2…p4 07 

[全 2] 下 里 地 (P61ya} 模 型 铅 中 有 5 只 黑 球 及 只 红 球 , 随 
机 取 册 一 只 , 把 原 球 放 回 , 六 加 进 与 挡 出 球 同色 的 球 * 上 只， 再 摸 第 
二 次 ， 这 样 下 去 共 措 了 7% 次 ， 间 前 面 的 加 次 出 现 黑 球 后 面 的 - 
3 一 六 一 和 次 出 现 红 球 的 概率 是 多 少 ? 

[ 解 ] 以 4 表示 第 一 次 摸 出 黑 妹 这 一 事件 ，…… 4 ,表示 
第 次 措 出 是 妹 ，4 ,+1 表示 第 由 十 1 次 摸 出 红 球 , ，…， 4 才 示 
第 次 模 出 红 球 ， 则 


PCA) =F7 P(A4slA1) =s te 


TT 二 








P(A [A149 = TY 


PlAs | A dA, 1) 一 -2 二 ta 一 1 


了 站 十 十 (一 75 
a EE a 一 下 
P(4 ral A A 4)— 十 ? 








rl 


因此 


be b+2oe D+ {ni—1)e 
PrP 由 4 | 一 2 ,ore .2 十 20 .二 tai 一 lc 
(442…4) B+tr btrte 二 十 十 26 dr+(n—1ye 


?十 © r+ {na—l1)e 
BT BriCnrt1i)e “Birnie 
注 党 这 个 党 案 只 与 黑 球 及 红 球 出 现 次 数 有 关 ， 而 与 出 现 的 顺序 ， 
无关 . 
这 个 模型 曾 被 下 里 耶 用 来 作为 描述 传染 病 的 数学 和 模型， 这 是 
很 一 般 的 模 球 模型 , 特别 取 6=0, 则 是 有 放 回 撞 球 , 取 c= 一 4, 风 


让 看 富生 


是 不 放 回 摸 球 . 
“二 、 全 概率 公式 

概率 论 的 重要 研究 课 吓 之 一 是 希望 从 已 知 的 简单 事件 的 概率 
. 推算 出 未 知 的 复杂 的 事件 的 概率 。 为 达到 这 个 目的 ， 经 常 把 一 个 
复杂 事件 分 解 为 若干 个 不 相 容 的 简单 事件 之 和 ， 再 通过 分 别 计算 
这 些 简 单 事件 的 报 率 ， 最 后 利用 锯 率 的 可 加 性 得 到 最 终结 果 ， 这 
-一 里 , 全 概率 公式 起 用 很 重要 的 作用 . 





设 事件 41, 并 2 Fp ™" :是 几 本 空间 细 的 一 个 分 宕 ， HE 4 两 
册 互 不 相 容 ， Pd -> 于， 2 ”3 而且 
S40 
这 样 一 汪 
B= S48 
这 里 的 4,B 也 两 两 互 不 相 容 (参看 图 1)， 
由 概 淮 的 完 爹 可 可 性 图 I 样本 空间 的 分 而 


P(B) 一 SP(4,B) 
再 利用 素 法 定理 即 得 


机 


P(B)= SpAY PBIA,) (6) 


这 公式 称 为 金 报 率 公式 , 它 是 概率 论 的 一 个 基本 公式 , 有 着 多 方面 
的 应 用 . 

[ 例 3Jj 播种 用 的 一 等 小 麦 种 子 中 混合 3 钨 的 二 等 种 子 ， 

5 多 的 三 等 种 子 ,1 哆 的 四 等 种 子 . 用 一 等 ,二 等 ,三 等 ,四 等 种 子 

” 故 出 的 稿 含 50 颗 以 上 卖 粒 的 概率 分 别 是 0.5, 0.15, 0,1, 0.05, 求 这 


和 本 要 名 


插 种 子 所 绪 的 牧 含 有 50 里 以 上 者 粒 的 概率 . 

[ 解 ] 设 从 这 批 种 子 中 和 任 选 一 颗 是 一 等 ,二 等 、 三 等、 四 等 种 
子 的 事件 分 别 记 为 41， As, As, 44， 则 它们 构成 样本 空间 的 一 个 分 
割 。 用 召 宪 示 在 这 批 种 子 中 任 选 一 颗 ， 且 这 颗 种 子 所 结 的 穗 售 有 - 
50 颗 以 上 考 粒 这 一 束 件 , 则 由 全 概率 公式 得 


P(B)= > P(ANP(BIA,) 
4=1 


95.5 斩 X05 二 2 到 X015 十 1.5 吧 x0.1 十 1 把 x0.05 
=0,.4825 
三 、 贝 叶 斯 {Bayes) 公 寂 
著 事 件 吾 能 且 只 能 与 两 两 互 不 相 容 的 事件 di 42，…， 4 
之 一 辣 时 发 人生, 即 


B=5184, ~ 
站 到 
由 于 
P(AB)=P(B)P(A| B)=P(A)PLB| 4) 
故 加 
BP(ADP(BI 4 
PC41) 
再 利用 全 概率 公式 即 得 
PLD 
tt 3 P(A)P(BIAD 
于 和 Wh 
i : 1 9 有 
这 个 公式 称 为 贝 叶 斯 公式 . 


页 叶 斯 公式 在 概率 论 和 数理 统计 中 有 着 多 方面 的 应 用 ， 假 定 
4 4z … 是 导致 试 驻 结果 的 “原因 ", PC4;) 称 为 先 验 概率 , 它 反映 


了 各 种 “原因 "发 生 的 可 能 性 大 小 , 一 般 是 以 往 经 验 的 总 结 , 在 这 次 
$s 站 学 二 


试验 前 已 经 知道 ， 现 在 车 试验 产生 了 事 化 吾 ， 这 个 信息 将 有 助 于 
一 一 坎 讨 事件 发 生 的 “原因 *， 条 件 概 率 PLA;|1B) 称 为 后 验 概 率 ， 它 反 
映 了 试验 之 后 对 各 种 “原因 ”发 生 的 可 能 性 大 小 的 新 知识 .人 恒 如 在 
医疗 诊断 中 , 有 大 为 了 诊断 病人 人 到底 是 患 了 毛病 41,42, 司 ,A 中 的 
哪 一 种 ; 对 病人 进行 观察 与 检查 , 确定 了 某 个 指标 B{ 苹 如 是 体温 、 
脉 捕 、 血液 中 转 氨 醇 含量 等 等 ), 他 想 用 这 类 指标 来 帮助 诊断 .这 时 
陨 可 以 用 风 呈 斯 会 式 来 计算 有 关 概 率 . 首先 必须 确定 先 验 概率 
Pd 这 实际 上 是 确定 人 患 各 种 毛病 的 可 能 性 大 小 ， 以 往 的 资料 
可 以 第 出 一 些 初步 数据 ; 其 次 是 要 确定 PCB1A1), 这 里 当然 主要 
依靠 医学 知识 ， 有 有 了 它们 ,利用 贝 叶 斯 公式 就 可 算出 P(4,| 吾 ), 显 
然 ， 对 应 于 较 大 P(A1B) 的 “病因 ”41， 应 多 加 考虑 。 在 实际 工作 
中 , 检查 的 指称 吾 一 般 有 多 个 ,综合 所 有 的 后 验 概 率 ， 当 然 会 对 诊 
”加 有 很 天 带 助 ， 在 实现 计算 机 自动 诊断 或 辅助 诊断 中 ， 这 方法 是 

有 实用 价值 的 ， 

下 面 介 绍 应 用 办 时 斯 公式 的 几 个 例子 . 

[ 例 4」 在 数字 通信 中 ,出 于 存在 着 随机 干扰 ,因此 接收 到 的 
信号 与 发 出 的 信和 号 可 能 不 同 , 为 了 确定 发 出 的 信和 号 ,通常 要 计算 各 
种 概率 ,下面 只 讨论 一 种 比较 简单 的 模型 一 一 二 进 信道 . 

大 发 报 机 以 0.7 和 0.3 的 概率 发 出 代号 0 和 1( 壁 如 分 别 用 优 
昌平 与 高 岂 下 表示 ), 由 于 随机 干扰 的 影响 , 当 发 出 信和 号 0 时 , 接 政 
析 不 一 定 收 到 0, 而 是 以 概 誉 0.8 和 0.2 收 到 信号 0 和 1; 同样 地 ， 
当 发 报 机 发 出 信和 号 工时， 接收 机 以 概 
率 89 和 01 软 到 信号 1 和 0, 其 关系 0 


如 有 图 所 示 . NU 
假如 接收 机 收 到 信号 0， 则 这 时 一 人 
有 两 种 可 能 情况 :第 一 种 情况 是 发 报 。 1 > 


“所 确实 发 出 信号 0, 而 信号 传输 中 没 


有 出 错 ; 第 二 种 情况 是 发 报 机 发 出 信号 1, 但 是 传输 中 出 现 错误 ， 
因此 楼 收 到 信和 号 浊 . 所 以 在 这 类 问题 中 , 计算 “* 当 接收 机 踊 阐 全 入 人 辣 - 
I 时, 峰 报 机 是 发 出 信号 0 的 概率 " 便 很 有 有 必要， 

把 发 报 机 发 出 信号 0 记 为 事件 44， 发 出 信号 1 记 为 事件 4:，. 
接 用 机 接 到 情 号 0 记 为 PB, 我 们 要 求 的 是 P| 8B), 

由 于 P(A0} 二 0.7, PIAD=0.3,P(B}A0)=0.8,P(BIA)=0.1, 
用 贝 叶 斯 公式 

P(A B) pop yp SBTA; 


Dj.7 .8 _ 0.56 
O70.8HFO03x0O1 O59 


[ 例 5」 假 室 用 宇 清 甲 驳 蛋白 法 诊断 讨 将， 已 (41C) 一 0.95， 
P(4[C) 一 090,， 这 里 C0 表示 被 检验 者 串 有 肝癌 这 一 事件 ，4 下 示 
判断 被 检验 者 患 有 肝癌 这 一 事件 ， 叉 设 在 大群 中 (CO) 一 0.0004. 一 
现在 着 有 一 人 被 此 检验 法 诊断 为 中 有 肝 涡 ， 求 此 大 下 正 患 有 肝 症 
的 概率 PC(C1A). 

[ 解 ] 由 只 叶 斯 公式 

PCCJP(4IC) 
POOPCAI OY + PCOI PCAIC) 


加 0.0004 x 0.95 加 
DO00dXxtD5-H09996x0OT 一 0.0038 


因此 , 虽然 检验 法 相当 可 从 ,但 是 被 诊断 为 肝癌 的 人 确实 患 有 肝癌 
的 可 能 性 并 不 大 . 

[ 例 6] 《 贝 时 斯 决策 ) 为 了 判断 一 概 木 材 是 艳 木 还 是 楼 未 ， 
通常 采用 先 抽取 它 的 业 一 个 特征 ( 便 如 平均 亮度 区)， 然 后 再 李 据 
这 个 特征 作出 判决, 这 时 贝 叶 斯 决策 是 常用 方法 之 一 ，- | 

以 41, 4s 分 别 记 被 检验 的 本 村 为 桦 森 或 楼 本 这 一 过 件 ， 它 们 
的 先 昧 概 李 PCAL) 及 PCL4d;) 应 预先 给 定 ， 此 外 查 通 十 试验 确 贱 : . 


中 后首 于 


一 0.949 





PC14) = 


P(X|41) 及 PC]|4;), 出 贝 叶 斯 公式 得 
PIANPCX|A,) 


SP(A) PEA) 


天 (4 用) 一 一 


其 中 , 宇 一 二 2, 车 已 41 互 )>P(4s| 瑟 ) 则 作出 诀 策 : 具有 特征 斑 
的 本 村 是 桦木 . 

这 个 方法 在 模式 识别 这 一 新 兴学 科 中 有 重大 应 用 , 当然 , 这 里 
是 大 为 简化 了 的 模型 ， 


2， 审 件 独 立 性 
一 、 商 个 惠 忻 的 独立 性 
. 本 节 中 我 们 引进 一 个 新 的 概念 一 一 统计 独立 性 。 鞠 从 两 个 事 
-和 件 的 独立 性 开始 , 然后 讨论 更 为 一 般 的 场合 ， 
还 是 从 考虑 十 典 概 型 的 一 个 例子 作为 出 发 点 ， 
[ 例 1」 一 瞄 中 压 有 4 只 黑 球 和 五 只 和 白 球 ,有 来 用 有 攻 回 捞 球 ， 
求 : 
(1) 在 已 知 第 一 次 找 得 黑 球 的 条 件 下 ， 第 二 次 摸 出 黑 球 的 概 
建 ; 
《2) 第 二 次 接 出 黑 球 的 概率 . 
[ 解 】 以 事件 4 表示 第 一 次 摸 得 黑 球 ， 事 件 卫 表示 第 二 次 摸 
得 黑 球 , 则 





P(AY=— 0 ,P(AB) = 0 PDB- 67 
aF5’ (a+ by (Cato) 
i 
_P(AB) na 
(BIM)= BY “ars 
Fn 
P(B})=P(AB) + PCAB)= 3 


Gy + tals 一 
和 逐 产 昌 


注意 这 里 的 PCB14)=P(B), 即 事件 4 发 生 与 否 , 对 事件 8 发 生 
的 概率 没有 有 影响， 从 直观 上 讲 ， 这 很 自然 ， 因 为 我 们 这 里 采用 的 一 
是 有 放 回 措 球 ， 因 此 第 二 次 模 球 时 效 中 球 的 组 成 与 第 一 次 措 球 时 。“.…“ 
完全 相同 ， 当 然 第 一 次 措 球 的 结果 实际 上 不 影响 第 二 次 摸 球 . 在 。，. 
这 种 场合 可 以 说 , 事件 和 4 与 事件 也 的 出 现 有 某 种 “独立 性 "”. -- 
对 此 , 我 们 引进 
定义 ”对 事件 4 及 B, 若 
PAB)—P(AP(B) (1) 
则 称 它们 是 统计 独立 的 , 简称 独立 的 . 
注意 , 按照 这 个 定义 , 必然 事件 口 及 不 可 能 事件 多 与 任何 事件 
独立 ， 此 外 , 从 (1) 中 看 出 ，4 与 了 的 位 置 对 称 ， 因 此 亦 称 有 4 与 BB 
相互 独立 . 
推论 1 车 事件 4, 也 独立 , 且 PC(B)>0, 则 
P(A| B)=P(A) (2) 
[证 明 ] 由 条 件 概 率 定义 及 (1) 得 


_ P(AB) P(AJP(B) 
MT PO ~ BCB) Ph) 


因此 , 者 事件 4, B 相互 独立 ， 则 4 基于 至 的 条 件 概 率 等 于 无 条 件 
概率 P(4)， 这 表示 吾 的 发 生 对 于 事件 4 是 否 发 生 没 有 提供 任何 
请 虹 , 独立 性 就 是 把 这 种 关系 从 数学 寺 加 以 严格 定 闵 . 
推论 若 事 件 4 与 独立 , 则 下 列 各 对 事件 也 相互 独立 ， 
{A, B}, {4A,B}, {A, By 
[证 明 ] 由 于 
P(AB)—P(B- AB)=P(B)- P(AB) 
= PtB}— PAYPCD) = PB — PCA) 
= P(A)PCB) 
所 以 4 与 B 晶 互 独立， 由 它 立刻 推出 与 吾 相 互 独立 , 由 人 A=4 


地 FF 堵 


又 推出 4, 吾 相互 独立 . 人 
， 不 放 回 摸 球 模型 提供 了 不 独立 的 一 个 简单 的 例子 ， 
[ 例 2] 在 苗 便 中 , 若 采 表 不 放 回 措 球 , 试 求 同 样 那 两 个 事件 
的 概率 . 


| _ ota—1) 
Pvary TMD TaTe) 


pp ba 
PAD- To 


DAB) al 


Pd +58—1 








PtBIA)=— 


P(B)=P(A4B)+ P(AB)= Ts 


这 里 PCB14) 夫 PCB)， 即 事件 召 与 事件 4 不 是 相互 独立 的 ， 因 为 
第 一 次 摸 得 黑 球 , 事实 上 已 使 赣 中 球 的 组 成 成 份 改变 了 , 当然 要 影 
响 第 二 次 措 得 黑 球 的 概率 . 
二 、 多 个 事件 的 独立 性 
我 们 先 定义 三 个 事件 4, B, C 的 独立 性 . 
定义 ”对 干 三 个 事件 4, 百 ，C， 若 下 列 四 个 等 式 同时 成 立 ， 则 
称 它 们 框 豆 独立 . 
PrABI—=POAYP(BY 
PCao)-PCBP(C | 
PiAC)= PAYPOC) 
P(ABC) = P(AYP(CBYIP(OY Ci} 


按 两 个 事件 独 谤 性 的 定义 ， 我 们 知道 巷 (3) 成 立 ， 则 上 4 与 8, 号 与 
0O,C 与 4 都 相互 独立 , 也 即 4, B,0 两 两 独立 . 


(3) 


读者 自然 会 提出 这 样 一 个 同 题 ， 三 个 事件 4, B,C 两 两 独立 ， 


能 否 保 证 它们 相互 独立 呢 t 即 能 否 由 (3) 推 出 (4)? 回答 是 否定 的 ， - 


这 从 下 面 简单 的 例子 就 可 看 出 

[ 例 3] 了 一 个 均匀 的 正四 面体 ， 其 第 一 面 桨 成 红色 ， 第 二 面 
桨 成 白色 ,第 三 耐 桨 蕊 黑色 ， 而 第 四面 同时 间 上 红 ， 白 ， 黑 三 种 颜 ” 
色 ， 现 在 我 们 以 4, 8,0 分 别 记 投 一 次 四 面体 出 现 红 ， 白 ， 黑 颜色 
的 事件 , 则 由 于 在 四 面体 中 有 有 两面 有 红色 , 因此 


P(4) = 本 
同 理 “P(B)=P(O) 一 地 ,容易 算出 


ee 
所 以 (3) 成 立 , 也 即 4, 召 ,0 两 两 狼 立 ,; 担 基  . 
PCABO) = P(A)P(B)P(O) 
因此 (4) 不 成 并 ;从 而 万, B,0O 不 相互 独立 . 
下 面 再 提供 一 个 例子 说 明 由 (4 不 能 推出 43)， 进 一 步 说 骨 计 
4 B,C 相互 独立 必须 同时 要 求 (3 及 (4) 成 立 。 
[ 例 4 了 了 车 有 一 个 均匀 正八 面体 ， 其 第 T 2, 3, 4 面 染 红色 ， 第 


1, 2, 3,5 面 染 白色 ,第 1,6,7, 8 面 染 上 黑色 , 现在 以 4， 已， 分别 
表示 投 一 次 正八 面体 出 现 红 , 白 , 黑 的 事件 , 则 


P(A4)=P(B)=P(0)= = 部 


P(ABO) = 均一 PC4)PCB)P(C) 
得 建 
. 3,1 », 
P(A4B)= 计 二 =P(A)P(B) 
me P| 


现在 我 们 可 以 定居 个 事件 的 独立 性 ， 
定 史 ”对 ”个 事件 4， 如 2，-…， 4 如， 车 对 于 所 在 可 能 的 组 合 
1 让 薪 
POA) = POAI PC AS) 
PlAiA A = PA POA PCAL) 


PLAdiAse dn) =PLADPCA DD) PLA ) 
” 则 称 41, 42,…, 4 相互 独立 . 
这 里 第 一 全 有 (名 ) 个 式 子 ,第 二 行 在 (3 ) 个 式 子 ,等 等 , 因此 


共 应 福 足 
(Dee 


个 等 式 ， 由 三 个 事件 的 场合 可 看 出 同时 满足 这 些 关 系 式 是 必须 
的 . 
显然 车 nn 个 事件 相互 独立 ， 则 它们 中 的 任何 ;x(2 志 w 过 #8) 个 
事件 也 程 坟 独立， 此 外 对 于 多 个 相互 独立 的 事件 也 成 并 普 类 位 于 
上 还 推论 1 及 推论 2 的 结果 , 读者 试 日 行 搬 述 并 验证 之 ， 
三 、 守 件 独立 性 与 概率 的 计算 
从 事件 独立 性 的 定义 立刻 能 春 出 : 车 事件 是 独立 的 ， 则 许多 
概率 和 的 计算 就 可 以 大 为 简化 ， 下 面 先 举 丙 个 例子 ， 
[相互 狐 立 事件 至 少 发 生 并 一 的 概率 的 计算 ] 若 妃 ，4;, …， 
4, 是 % 个 相互 独立 的 襄 休 , 昭 由 于 
AU AsV UA = A As. A 
因此 
PCAIU A :7 UA) =1— PCAL A A,) 
=1— PLAY)P(AD)- PA) (6) 
ns FI: 


这 个 公式 比 起 不 独立 的 场合 , 要 简便 得 多 , 它 经 党 试用 到 . 

[ 例 5] 假若 每 个 人 血清 中 含有 肝炎 病毒 的 概率 为 0.4 狗 , 福 
和 100 个 人 的 血清 , 求 此 血清 中 含有 肝炎 病毒 的 概率 . 

[ 解 ] 了 以 4 一 12mp100 记 第 3 全 人 的 血清 售 有 时 次 痢 卉 
这 一 事件 , 可 以 认为 它们 相互 独立 ,所 求 概 率 为 RdiU…Udio) 二 
由 (6) 得 

PKU …Udioo) 一 1 一 疡 (4 Pdion) 一 1 一 0.996100=-0.33 
虽然 每 个 人 有 病毒 的 概率 很 小 , 但 是 混和 后 则 有 很 大 的 概率 , 在 实 
际 工 作 中 , 这 类 效应 值得 充分 重视 . 

[在 可 靠 福 理论 中 拘 应 用 ] 对 于 一 个 元 件 ， 它 能 正常 工作 的 
概率 2, 称 为 它 的 可 靠 性 元 件 组 成 系统 , 系统 正常 工作 的 犹 率 称 
为 该 系统 的 可 将 性 ， 随 着 近代 电子 技术 的 迅猛 发 展 ， 鞠 于 元 件 和 
系统 可 菲 性 的 研究 已 发 展 成 为 一 门 新 驴 

这 里 ， 我 们 通过 _ 些 例子 来 说 明 有 关 的 版 全 

[ 例 6] 如 果 构 成 系统 的 每 个 元 件 的 可 靠 性 均 为 7, 0<r< 一 |， 
卫 各 元 件 能 否 正 篆 工作 是 相互 独立 的 ， 试 求 下 面 ( 附 加 通路 系统 


的 可 过 性 ， 
本- 一 已 
se 


[ 解 ] 每 条 通路 要 能 正常 工作 ， 当 且 仅 当 该 通路 上 各 元 件 正 
当 工 作 , 故 其 可 靠 性 为 








一 
加 


如 po 一 闻 # 
也 即 通 路 发 生 故 障 的 委 率 为 了 一 rz*， 由 于 系统 是 由 两 通路 并 联 而 - 
成 的 , 两 通路 同时 发 生 故 障 的 概率 为 (1 一 z*)?， 因 此 上 述 系 统 的 可 
靠 性 为 


" 72 # 


Rs—1—{1—7r")?—7r"(2—7*)=Ro(2— Re) 
注意 到 吾 o< 生 1 故 忆 es 一 及 o, 所 以 附加 示 路 能 使 系统 的 可 甬 性 卉 如. 
[ 例 7] 在 前 销 条 件 下 ， 试 求 下 面 { 附 加 元 件 ) 系 统 的 可 驰 性 . 





[ 解 】 每 对 并 联 元 件 的 可 靠 性 为 
R=1—(1—r)?=r{(2--7) 
系统 由 钳 对 关联 元 件 币 联 而 成 , 帮 其 可 合 性 为 
Rs=(R)"=7r*(2—r)" 
蝇 然 Rs>Bo。 因 此 搬 附 加 元 件 的 方法 同样 也 能 增加 系统 的 可 靠 
利用 数学 归纳 法 不 难 证 明 当 n>2 时 ，(2 一 r)*>>2 一 r”"”， 即 
Rs 记 Rs。 央 此 虽然 上 面 两 个 系统 同样 由 2n 个 元 件 构成 ， 作 用 也 
相同 ， 但 是 第 二 种 构成 方式 比 第 一 种 方式 可 靠 性 米 得 次。 寻找 可 
靠 性 较 大 的 构成 方式 也 是 可 上 靠 性 理论 的 研究 课题 之 一 . 
上 述 讨论 可 以 看 出 , 元件 与 系统 的 可 和 对 性 是 用 概率 来 定 闵 的 ， 
所 以 概论 论 是 研究 可 第 性 理论 的 重要 工具 ， 
四 、 试 验 的 独立 性 
有 了 事件 独立 性 的 概念 ， 我 们 可 以 定 多 试验 的 独立 性， 直观 
上 , 试验 瑟 : 与 试验 召 * 要 能 说 是 独立 的 , 应 是 指 试验 吾 ! 的 结果 的 
点 生 与 试验 互 :的 知 果 的 发 生 是 独立 的 , 所 以 自然 祖 到 通过 各 试验 
的 事件 间 的 独立 性 来 定 艾 试验 的 独立 性 ， 为 了 黎 到 这 点 ， 首 先 要 
构 得 一 个 能 描述 这 些 试 验 的 公共 的 样本 空间 . 
设 试验 吾 ; 的 样本 空间 是 人 Q1 一 {ee0), 试验 万; 的 样本 空间 是 
好 一 人 oj 试验 如 ,的 样本 空间 是 品 , 一 foo， 为 描述 这 和 


中 3 


次 试验 , 应 构造 复合 试验 如, 它 表 示 依 次 进行 试验 如， 吾 2 …, 
其 样本 点 为 
人 一 CO, 2 ， -00D) (7) 
这 个 样本 空间 记 作 z 
QD= 0X Dx x 0, (8) 
[ 例 8] 若 试 验 可 是 括 一 枚 硬 重 ,21 一 { 正 , 反 }, 试验 吾 ; 站 
从 装 有 红 白 黑 三 球 的 袋子 中 措 出 一 球 , 8 二 { 红 ， 白 ， 其 )， 则 复合 
试验 五 惧 示 先 措 一 枚 硬币 再 找 一 球 , 它 相应 的 样本 空间 2 = Qix 
2; 由 下 列 6 个 样本 点 构成 :〔 正 , 红 ),( 正 , 白 )( 正 , 红 )( 反 , 红 》 
《 反 , 白 ),( 反 , 黑 ). 
接着 我 们 可 以 引进 “与 第 五 次 试验 有 有关 的 事件 "的 揽 念 ， 这 种 
素 件 发 生 与 否 仅 与 第 无 次 试验 的 结果 有 关 ， 即 为 了 判断 起 .样本 
点 是 否 属于 这 个 束 件 , 只 须 察 看 它 的 第 天 个 分 是 ， 例 如 在 例 & 中 ， 
“第 2 次 试验 摸 出 红 球 * 这 一 事件 就 是 一 个 与 第 2 次 试验 有 头 的 可 ” 
件 . 值得 指出 ， 必然 事件 品 及 不 可 能 事件 攻 可 以 认为 与 所 有 的 斌 
验 有 关 。 因为 全 及 多 的 出 现 与 否 跟 试验 的 任何 结果 没有 关系 . 
现在 少 以 .记忆 第 于 次 试验 宪 关 的 可 件 全 体 ， 则 可 以 通过 
下列 方式 定 交 试验 的 独立 性 . 
定义 ” 藻 对 主任 意 的 
DG ADERds, , Eta 
均 成 立 
下 (一 (C9) 
则 称 试验 EL 互 , …, FE, 是 相生 独立 的 
注意 到 8E4i, 4 二 1,2,…,%, 因此 由 定义 立刻 提出 ,其 % 个 试 - 
蛤 相 五 独 闻 ,其 其 让 的 次 (2 二 六 一 办 全 试 骆 也 是 得 卫 独 阅 的， 


在 例 8 中 , 兰 对 样本 空间 夕 中 的 6 个 样本 点 者 给 定 概 李 二， 则 


wo 了 


个 难 验 证 试验 吾 ! + 人 训 古 相 王 狂 主 有 的， 刘 者 可 以 点 洽 一下， 
人 可 以 给 宦 革 全 报价 俱 试 验 苔 与 试验 百 站 了 ? 
中 这 有 天 问 直下 所 杨威 的 基 全 试验 是 和 王 源 这 的 而 关 次 不 
-中 加 和 章 球 模 导 则 号 天 个 试验 不 狐 立 的 简单 例子 ， 
给 六 重要 的 一 类 试验 是 所 请 恒 管 独立 试验 ,这 时 人 1 二 从 2 一 
二 9 有 美玉 信 的 梳 率 和 保持 不 变 , 而 且 各 次 试验 是 相 五 独立 的 . 坑 
一 i 吕 次 有 有 攻 思 的 球 是 重复 狼 立 试 怠 的 铭 币 例子 ， 和 二 
复 痢 并 试 验 恕 作为 在 问 科 条件 下 重复 试验 ”的 数学 模型 而 出 现 
的 ， 亿 在 要 ne 有 时 位; 因为 随机 现象 的 统计 规律 福 上 只 有 在 
太 野 和 会 显 直 中 并 3 
一 章 我 们 痊 惠 缉 一 状 报 和 莘 简单 的 重复 独立 试验 一 贝 努 时 
Ra 


§ 3。 由 努 里 试验 与 直线 上 的 随机 游 动 


一 、 内 努 黑 概 型 

社 许 多 问题 中 ， 我 们 对 试验 感 共 趣 的 是 试验 中 某 事 人 忻 4 是 否 
发 生 . 例如 在 产品 抽样 检查 中 注意 的 是 抽 到 废品 , 还 是 招 到 好 品 ; 
在 部 千 币 了 时 和 注意 的 大 出 正面 还 是 壬 反面 .在 这 类 问题 中 我 们 可 以 
把 事 仁 域 取 为 完 ={ 放 ,4 4 台 } ,并 称 出 现 4 为 “成功 ”出 现 互 为 
“ 失 了 下"， 这 种 员 有 两 个 可 能 结果 的 试验 称 为 内 努 户 试验， 

有 些 二 验 的 结果 不 士 册 个 , 屋 如 ， 在 电报 传输 中 , 既 变 传送 宇 
母 4 五,… 台 等 ， 又 要 传送 其 他 符号 ， 但 是 假如 芒 们 所 关心 的 只 
定 守 型 在 传送 中 所 上 的 百分比 , 而 布 皇 区 别 到 底 是 闻 一 个 字母 , 则 
我 们 条 以 把 出 现 字 母 当 作 足 成 功 , 出 现 其 他 符号 一 律 当 作 是 类 败 ， 
这 时 下 可 以 到 问题 奉 作 风 努 时 试验， 同样 和 的， 电子 管 的 寿命 可 以 
态 不 小 人 0 的 任 一 数位， 但 是 石 时 根据 堪 要 ， 我 们 可 以 把 寿命 大 
和 二 500 小 时 的 电子 管 当 作 合 格 品 , 其余 都 作为 次 吕 ， 那 么 , 这 类 问 


性 产 时 音 


题 还 是 可 以 归结 为 内 努 里 试验 ， 这 种 例子 可 以 举 出 不 少 ，- 
在 风 努 里 试验 中 , 首先 是 要 给 出 下 面 概率 
P(A)=%, P(A)=Y C1) 
显然 jp 守 0 90, 且 p+y=1. 

现在 考虑 重复 进行 % 次 独立 的 页 努 里 试验 , 这 里 的 “重复 ”是 
指 在 每 次 试验 中 事件 4， 从 而 事件 4 出 现 的 颖 率 都 保持 不 变 ， 这 
种 试验 称 为 寻 重 贝 努 里 试验 , 记 作 环 ， 

# 重 内 努 里 试验 EF" 的 样本 点 形 如 : 

C1 Cay Da] (2) 
其 中 心 ; 是 4 或 4, 分 别 宕 示 第 i 次 试验 中 出 现 4 或 4, 显然 这 种 
样本 点 共有 2 个 , 这 是 一 个 有 限 样 本 空间 . 

人 象 对 一 般 有 限 样本 空间 一 样 ， 可 以 把 样本 点 的 任意 子 集 作为 
事件 .利用 试验 的 独立 性 ， 具 要 通过 (1) 给 定 了 Pp， 邦 么 就 能 给 出 
所 有 样本 点 的 概率 ， 从 而 也 就 给 定 了 所 有 事件 的 大 率 ， 例 如 (4, 
用 ,和 有) 表 东 前 一 1 次 试验 均 出 现 事 件 4, 而 第 % 次 试验 出 现 
事件 4, 送 是 一 个 样本 点 , 其 概率 为 p91g, 一 般 ， 沙 一 个 样本 点 中 
妈 出 现 了 天 次 ,因而 4 出 现 了 一 下 次 ， 则 其 概率 为 pt 

有 时 也 需要 考虑 可 列 重 贝 色 妃 试验 如” 的 场合 ， 这 时 样本 点 
形 刀 

《DT Do re, Cry 1 ) (3) 
其 中 上 仍 取 和 4 或 4, 这 时 样本 空间 不 再 有 限 , 甚至 也 不 可 列 , 事实 
上 它 可 与 10,1] 区 疗 进行 一 一 对 应 。 对 这 种 试验 就 不 能 把 样本 空 
间 的 任意 子 集 都 看 作 事 件 ， 

贝 努 里 试验 是 一 种 非常 重要 的 拔 率 模型 ， 它 是 “在 同样 条 体 
下 进行 重复 试验 或 观察 ” 的 一 种 数学 模型 ， 特 别 在 讨论 某 事 件 出 
现 的 频率 时 常用 这 种 模型 ， 历 史上 ， 由 努 里 概 型 是 概率 论 中 最 时 
,研究 的 模型 之 一 , 也 是 得 到 最 多 研究 的 模型 之 一 , 在 理论 上 具有 重 


晶 六 行 


要 意义 ; 另 一 方面 , 它 有 着 广泛 的 实际 应 用 , 例如 在 工业 产品 质量 
检查 中 , 在 群体 遗传 学 中 它 都 占有 重要 地 位 。 在 我 们 这 门 课程 中 ， 
一 些 较为 深入 的 结果 也 是 结合 贝 努 明 概 型 进行 讨论 的 . 

二 、 贝 努 里 概 型 中 的 一 些 分布 

下 十 我 们 计算 员 努 里 概 型 中 所 出 现 的 一 些 事件 的 概率 ， 这 些 
概率 癸 常 重要 ， 

1， 贝 努 里 耸 布 

若 只 进行 一 次 贝 努 里 试验 , 则 或 是 事件 4 出现 ,或 是 事件 4 出 
现 , 共 概 率 由 (1) 给 出 , 称 为 贝 努 里 分 布 , 这 十 最 简单 的 情况 . 

“二 项 分 布 

我 们 来 确定 % 重 贝 努 里 试验 中 事件 4 出 现 次 的 概率 ， 这 概 
率 我 们 记 之 为 6Ck;%, Pp) 

若 以 Bs 记 # 重 贝 弘 里 试验 中 事件 4 正好 出 现 % 次 这 一 事件 ， 
而 以 4, 表示 第 i 次 试验 中 出 现 事 件 4， 以 元 表示 第 i 次 试验 中 
出 现 互 则 

Bs,—=ALdse As A A 十 十 愉 A2err A eds {4) 
右边 的 镑 一 项 表示 在 厅 厂 次 试验 中 出 现 事件 4, 在 另外 ma -站 汐 斌 
验 中 出 现 十 这 种 项 共有 ( 》 ) 个 ,而 且 两 两 下 不 相 容 ， 由 于 试验 的 
独立 性 

PlAidar AsAst1n As) = POCA) PA) PP 

P(A) =p'g"? (5) 
同 理 可 得 (4) 中 右边 各 项 所 对 应 事件 的 概率 均 为 prg"*, 利用 概率 
”的 加 法 定理 知 
POB)=(% )pr gr 
即 


He 


bk, P= pr -02 6) 


注意 到 下 丰 各 人) 一 0 2 是 二 项 式 (q 十 gs) 展开 起 
中 s 项 的 系数 , 因此 (6) 称 为 二 项 分 在， 特别 地 


一 


Dblsm DN pp (7) 
ED =D 


[ 例 1] 和 车 在 将 件 产 品 中 有 性 御用 品 ， 吏 进 行 名 次 有 地 回 的 
抽样 检查 , 可 共和 抽 得 天 人 性 虚 品 的 概 这 是 和 多少? 
[ 解 】 由 于 抽样 是 有 赦 回 的 ， 因 此 这 是 至 各 册 淮 里 试验 ， 午 


也 44 记 各 次 试验 中 国 现 刻 品 这 一 下 件 , 网 
加 _ 

P=P(4)= 广 ~ 

因此 所 隶 的 概率 为 " 


这 概 些 在 第 一 前 8 3 中 泗 岂 现 过 . 

二 例 2] 在 娩 体 遗传 学 中 ， 候 定 可 过 传 的 指标 是 依赖 工 此 因 
的 .基因 总 是 成 对 出 现 并 且 只 有 两 种 型 式 4 及 & 中 的 一 种 .假定 
每 一 代 基 有 2 个 基因 ， 则 其 中 4 所 占 的 比例 数 千 称 为 基因 颇 
率 ， 基 因 频 率 的 变化 过 程 对 于 洁 体 的 进化 悄 况 有 着 密切 的 关系 . 

部 果 进 行 的 是 随机 交配 ， 也 就 是 锐 任何 个 体 有 同样 的 机 会 和 
任何 其 他 个 体 配 种 ， 员 遗传 学 中 对 基因 的 遗传 作 下 前 假定 ; 子 代 
个 体 是 按 贝 努 里 概 型 从 上 一 代 系 个 过 体 中 取得 基因 的 ， 


因此 若 上 一 代 的 基因 频率 为 7， 妈 下 一 代 的 要 四 频 漂 为 
的 概率 起 二 项 分 布 给 出 
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站 这 个 位 江 记 站 国 晤 全 


中 
这 论 症 筑 盆 思 这 验 中 症 次 成 功 员 现在 第 上 次 人 忆 驴 的 概 
率 , 莉 计 说 这 成 开明 各 站 第 天 袍 试 监 ， 必 须 而 岂 挫 须 在 请 天 一 工交 
被 验 中 都 出 更 事件 村 而 第 站 次 试验 天 更 4 因 呈 项 请 忆 推 异 二 项 
分 布 时 所 用 的 记号 A 及 4 砷 这 可 人 竹 ( 记 汶 下 本 可 表 为 
一 ido dns (28) 

利用 兴 征 的 独 证 和 性, 基 钙 涝 六 

PO =POADPC A) PO -DPUA) = "IP 


站 ( Pp = -ip, 如 一 1, 2 (9) 
四) 太 几 全角 笋 的 一 委 项 ,因此 09) 称 为 瑟 何 分 布 ， 特 别 地 


< 区 = So- 了 一 -2 (10) 


£7 大 =| 
及 何 分 高 全 担 工 全 入 宰 从 4 出 现 共 等 了 次 的 概 束 ， 这 类 娄 
紊 在 主 多 加 上 铝 三 讽 ; 沪 们 在 第 一 莹 53 中 曾 志 到 它 . 王 面 是 一 个 
槛 型 4 了 了 的 清末， 
[ 例 32 一 个 大 要 开门 , 他 潍 奉 于 把 角 上 匙 ， 丰 中 友 有 一 把 是 能 
开 这 门 竟 ， 丰 随 虹 了 选民 一 把 饮 匙 开 站 ， 即 在 等 次 诚 开 了 时 每 一 把 
甸 是 部 以 概率 二 该 使 用 , 这 大 在 秒 次 试 开 了 村 成 功 的 概率 是 多 少 ? 


邮 -| pe rr 1 hs 
[站 这 闪 一 全 员 劳 里 试验 ，P = 二, 册 (9), 所 求 概率 为 


fl 7 一 1 11 
-5 3 





时 多 呈 和 


应 当 指 出 ， 讨 论 事 件 4 的 首次 出 现 事 实 上 牵 祥 到 可 列 次 贝 努 


里 试验 ， 因 此 它 的 样本 空间 应 取 为 (3) 所 表示 的 样本 点 全 体 , 这 个 


空间 不 是 可 列 的 .因此 不 能 把 它 的 一 切 子 集 都 作为 事件 ， 在 上 述 
讨论 中 , 我 们 只 是 把 用 (8) 表 出 的 琴 。 作 为 事件 ， 并 以 (9? 给 出 其 概 
率 ， 这 里 的 环 * 事 实 上 也 包含 了 不 可 列 个 用 (3) 才 出 的 样本 点 。 当 
然 在 讨论 这 个 问题 时 , 我 们 也 可 以 于 脆 把 证 。 作 为 样本 点 , 这 时 样 
本 空间 取 为 {到 1, zs, 研 3,…), 并 以 (9) 给 出 其 概率 , 这 就 成 了 一 个 
离散 样本 空间 . 

下 面 讨 论 的 是 更 复杂 一 点 的 情况 , 即 巴 斯 卡 {Pascal) 分 布 , 它 
可 以 看 作 几 何 分 布 的 一 种 推广 . 

4. 巴 斯 卡 分 布 

状 虚 相继 的 贝 努 里 试验 ， 证 我 们 考察 要 多 长 时 间 才 会 出 现 第 
r 次 成 功 ， 

若 第 7 次 成 功 发 生 在 第 » 次 试验 , 则 必然 有 yz>r， 

我 们 以 Ce 表示 第 了 次 成 茅 发 生 在 第 石 次 这 验 这 一 事件 , 并 以 
ft 7, 卫 ) 记 其 概率 ， 要 G5 发 生 当 且 仅 当前 面 冯 一 1 次 试验 中 有 
Fr 一 工 次 成 功 ,8 一 r 次 失 下 ,而 第 二 次 试验 的 结果 为 成 功 , 这 些 事件 


的 概率 分 别 为 (& 一; )p…' 人 与 p, 于 是 利用 试验 的 独立 性 ,得 到 
PCCD- 人 -和 peacea= (pm 

即 
fs7, p= (FT)p'g, p=r, r+1, ~ (1) 


注意 到 


Sf ds ?)= 二 人 i)p'g 5 


= 下 从 所 


-tee SD 
=p"(1—q) -=1 (12) 
”这 里 利用 了 推广 的 二 项 系数 公式 ( 7)=( 一 (+1 7). 
fh 7, 了) 称 为 巴 斯 卡 分 布 ,特别 当 7 二 1 时 ， 我 们 得 到 几何 分 
一 一 布 ， 巴 斯 卡 是 十 七 世纪 的 法 国 数学 家 ， 他 对 统率 论 的 早期 发 展 作 
出 过 重大 贡献 , 巴 斯 卡 分 布 是 他 在 解决 某 一 问题 时 导出 的 ， 
[ 例 4 ] 两 个 同类 型 的 系统 , 开始 时 它们 各 有 六 个 备件 , 每 当 
出 现 故 障 时 , 就 调换 一 个 备件 假定 两 个 系统 的 运行 条 件 相同 , 那 
么 当 一 个 系统 需要 备件 而 备件 已 用 光 时 ， 另 一 个 系统 可 以 还 剩 有 
r 个 备件 (7= 0 1 2 …, 坟 ) 我 们 分 别 记 对 应 的 概率 为 &,, 试 求 4 
”的 表达 式 . 
[ 解 ] 因为 两 系统 类 型 及 运行 条 件 都 相同 ， 医 只 考察 出 故障 
的 时 刻 ,并 把 第 一 个 系统 出 现 故 障 看 作出 现 事件 4, 而 第 二 个 系统 
出 故障 看 作出 现 吾 件 亏 则 可 把 故障 的 出 现 看 作 贝 努 里 试验 , 相应 
1 
的 概率 下 一 本 
要 第 一 个 系统 缺 备件 而 第 二 个 系统 剩 * 件 ， 应 该 是 4 出 现 


站 二 1 次 (前 交 次 用 去 所 有 六 个 备件 ， 最 后 一 次 故障 发 生 时 缺乏 调 
换 的 备件 ) 而 了 4 出现 丈 ~ 次 ,这 事件 的 概率 为 


所 2 太一 7 二 3 Nth XE) 


x 八 3 
对 于 第 二 个 系统 先 甬 摆件 的 情况 可 同样 考虑, 因此 所 求 的 概率 为 
w=—2°1(2N —r+1; Nt j= J (13] 

、 直 线 上 的 随机 游 动 


.一 考 虚 zx 轴 上 的 一 个 质点 ,假定 它 只 能 位 于 整数 点 , 在 调 刻 1 二 0 


* iT 


时 , 它 处 于 初始 位 置 Ka 是 整数 ), 以 后 每 晤 单位 时 间 , 它 总 受到 -- 
个 外 力 的 随机 作用 , 使 位 置 发 生变 化 , 分别 以 概率 42 及 概率 49=1 一 。 
2 向 正 的 或 负 的 方向 移动 一 个 单位 , 我 们 所 关心 的 是 质点 在 时 说 
tf 一 时 的 位 置 ， 必 这 种 方式 描述 的 质点 运动 称 为 随机 游 动 ， _ 

车 质 点 可 以 在 整个 数 珊 的 整数 点 上 游 动 ， 则 称 这 种 随机 游 
动 为 无 限 抢 随机 游 动 .: 若 在 某 点 你 设 有 一 个 吸收 辟 ， 质 点 一 到 过 
这 点 即 被 吸收 而 不 再 游 动 , 因而 整个 游 动 也 就 结束 了 , 这 种 随机 游 
动 称 为 在 dd 点 有 吸收 辟 的 随机 溢 动 ， 此 外 还 可 以 沽 庶 带 有 反射 如 
及 弹性 壁 的 随机 游 动 ， 在 一 个 随机 游 动 中 还 可 以 具有 不 只 一 个 
壁 . 
当 p=g= 也 时 , 随机 游 动 称 为 对 称 的 , 这 时 质点 向 左 或 向 右 
称 动 的 可 能 性 相等 . : 

自然 科学 中 的 大 重 问 题 归结 为 随机 游 动 问题 ， 阐 如 随机 游 动 ”， 
模型 可 以 作为 布朗 运动 的 初步 近似 ， 概 率 论 中 的 一 些 吉 由 问 题 也 
引导 到 随机 游 动 问题 ,事实 上 , 随机 游 动 可 以 看 作 是 册 努 里 试验 的 
一 种 柳 述 法 . 

关于 随机 游 动 ,已 进行 过 许多 研究 , 我 们 只 介绍 它 的 两 个 最 简 
革 的 模型 . 

无 跟 制 随机 游 动 ”假定 质点 在 时 刻 0 从 原点 出 发 , 以 3。 记 它 
在 时 肇 二 一 2 时 的 位 置 ， 为 了 使 质点 在 时 刻 f=% 时 位 于 (也 可 
以 是 负 整 数 ), 必须 而 且 只 须 在 前 % 次 游 动 中身 右 游 动 的 次 数 比 向 
左 游 动 的 次 数 多 次 ， 若 以 x 记 它 在 前 名 次 游 动 中 向 省 游 动 的 次 
数 , 记 向 左 移动 的 次 数 , 则 

和 (14) 
Tw—y = 

即 #2 因为 是 整数 ,因此 必须 与 具有 相同 的 吞 钢 外， 


"和 


TE, 


事件 (8,= 忆 发生 相 当 于 要 求 在 前 于 次 游 动 中 有 8 二 次 向 布 ， 
二 次 向 左 ,利用 二 项 分 布 即 得 
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2 
当 五 与 吕 奇偶 性 相反 时 , 概率 为 0. 

一 一 .两 端 带 有 吸收 壁 的 随机 游 动 ” 假 定夺 点 在 时 刻 #0 时, 位 于 
Y 一 而 在 3 一 0 及 #9 十 8 处 各 省 一 个 吸收 辟 ， 我 们 来 求 质点 在 
二 0 被 明 收 玉 在 2 一 eTG 被 吸收 的 括 率 ， 用 的 是 差分 方程 法 . 

大 以 2B; 记 质 点 的 初始 位 置 为 5 而 随机 游 动 被 在 0 点 的 吸收 
璧 吸收 的 和 概率, | 9 记 初 始 位 性 尖 有 w 但 在 ot5 点 被 豚 收 的 概率 ， 
显 纯 
Pts C—O, dstrs—=i, 
po=1, go 一 (16) 
如 棠 某 蛙 基质 点 位 于 Y=3， 则 它 要 被 z=0 吸收 有 陋 种 方式 
来 实现 ; 一 种 是 接 下 去 一 次 移动 是 向 右 的 而 最 后 被 *==0 吸收 ; 另 
一 种 是 接 下 去 一 次 移动 是 向 左 的 而 最 后 被 YX 一 豚 了 站 .所 以 按 会 
笑 雍 公式 有 
和 一 其 * 和 4 各 "用 -1 R=1,2," +86—1 (17) 
这 样 ， 我 们 得 到 了 关于 yp。 的 一 个 有 限 莽 分 方程 (17)， 再 利用 边界 
条 企 (16) 就 可 以 求 得 pn, 二 1,2, ,a 十 5 一 1. 下 辐 我 们 来 求解 ， 
把 (17) 改 写 为 
I Pa— D1) = PD Ps) 
n=1,2,.",9+b—1 (18) 


我 们 先 就 p=4 一 计 来 解 上 而 方程 , 这 相 应 于 对 称 随机 游 动 的 


场合 。 这 财 方程 成 为 
ar ，g3 。 


Dn Pn! = Drri™ Dn 
车 设 
和 一 外 一 入 一 着 一 人 一 一 
这 里 。 是 常数 ， 由 此 可 得 


Bu 一 着 十 名 5 
因为 Pro=1, La+s=0, 页 有 
-各 
po 一 1 万 十 而 (19) 
因此 从 z=g 出 发 而 被 x 二 0 吸收 的 概率 水 
1 4 2 
Pal To a (20) 


间 样 的 方法 可 以 求 得 在 对 称 随 机 游 动 场 合 , 从 z=a 出 发 而 被 
f= 二 十 b 吸收 的 概率 为 


注意 到 Da ds =1, 外 质点 最 终 一 定 要 被 吸收 ， 加 i 
在 一 般 场 合 , 即 2 于 4 时 , 由 (I8) 得 和 


g" I {Ps— Pe-1) = pp" [I {pri— Py 
天 本 R= ] 
因此 


(pp) =p" pati 一 和 闪 二 9, 4， 2， ey ate—1 
由 416)，po 二 1， 所 以 


好 
por 一 pe=( 号) (3 一 1)，2=0,1 2 ap (22) 


因为 
如 二 +b 一 1 如 十 看 一 


一 Dr 一 Di 一 De (4) (pi1— 1) 


五 汉 乔 让 三 性 


Ss 容 训 日 


从- 的 ” 


四 一 (1 一 1 


由 (16), Pors = 0, 故 





风光 人 向 二 环 
pa 2 (DD) (23) 
-一 1 一 六 
六 2p0 王 I, 夏 #2 
1—f 
1=(1—p1) 人 (24) 
1 一 二 
Pp 
册 (23) 及 (247 这 如 得 到 


人” oe) 


因此 质点 从 z=a 出 发 , 在 z=0 被 吸收 的 破 率 为 
4 /PY 
2) ,00 
人 
用 同 梯 的 方法 可 以 求 得 从 zx=a 出 发 ,而 在 =a 十 5 被 豚 收 的 
概率 为 





1 

DT 
注意 到 ps。+44 一 1, 因此 质点 最 后 一 定 要 被 吸收 . 
另外 , 就 是 表达 式 (26) 及 (27) 当 了 =4 一 地 时 没有 意义 ， 这 时 


(27) 


" 各 了 。 


解 为 (20) 及 (21), 得 是 (20) 及 (21) 也 可 从 (26) 及 (27) 中 令 2->g 并 
用 说 必 达 法 则 得 到 . | 

外、 推广 的 贝 努 里 试验 与 多 项 分 布 

二 项 分 布 可 以 容易 地 推广 到 # 次 重复 独立 试验 旦 每 次 试验 可 . 
能 有 车 于 个 结果 的 情形 ， 把 繁 次 试验 的 可 能 结 菜 记 为 A414;,…， 
A POA}S=H, t=1;2,. 7, 

PtP p=l, P20 (28) 

当 7 二 2 上 时 , 我们 得 到 贝 努 时 试验 . 

在 这 种 推广 的 员 努 里 试验 中 , 不 难民 出 ， 存 名 次 试验 中 4 出 
更名 议 , 4 出现 而 次 ,4 出现 帮 -次 的 颖 率 为 


各 | 下， 
ER 更 9 有 7 (29) 


这 里 页: 六 0 县 下 十 站 二- 长 = 二. 
公式 (29) 称 为 凶 项 分 布 ， 因为 它 是 (pi 十 pp-F 恒 十 9.)* 的 展开 ~ 
式 的 一 般 项 ,而且 刺 (28) 知 


nn! 
a Pl 一 (30) 
st a 2! “krl 


型 然 多 项 分 布 是 二 项 分 布 的 推广 ， 二 项 分 布 中 的 许多 结果 都 
能 平行 地 推广 到 多 项 分 布 的 场合 ， 以 后 我 们 只 详细 讨论 二 项 分 布 
的 有 关 问 题 . 

在 产品 检查 中 , 车 对 产品 质量 所 用 的 标准 不 只 是 好 品 与 废品 ， 
而 是 分 得 更 细 , 例如 有 一 等 品 , 二 等 品 , 三 等 品 ， 等 外 品 四 类 ， 则 从 
中 取出 画作 , 求 一 等 唱 有 而 位, 二 等 唱 有 矶 件 ,三 等 品 有 到 件 , 务 
外 品 有 5 件 的 概率 时 便 得 到 多 项 分 布 

[ 例 5] 人 类 的 血型 分 为 0, 4, B, 4B 四 型 , 假定 基地 区 的 居 
民 中 这 四 种 血型 的 人 的 百分比 分 别 为 0.4, 0.3，0.25，0.05, 车 从 此 
地 区 居民 中 随机 地 选 出 5 人, 求 有 两 个 为 0 型 ,其 他 三 个 分 别 是 .4 


二 天 各 


孔 ,483 型 的 概率 ， 
1 解 ] 推广 的 由 努 里 试验 可 以 用 于 这 个 场合 ， 所 求 的 概率 为 


-5 yx04x03x025x005 一 0036 
马 I 工 [上 工 1 上 


也 可 以 研究 平面 上 或 空间 的 随机 游 动 ,下 看 是 简单 的 一 例 ， 
[ 例 6] 《平面 上 随机 游 动 ) 一 质点 从 平面 上 某 点 出 发 ， 等 可 
-能 地 向 上 ,下 , 左 , 右 方向 移动 , 每 次 移动 的 距离 为 1， 求 经 过 20 次 
移动 后 同 到 出 发 点 的 妊 率 . 

[ 解 ] 这 可 以 归结 为 上 壕 推广 的 由 芭 晶 试验 的 问题 ， 分 别 以 
事件 41, 42 4, 44 表示 质点 向 上 ， 下 ， 左 ， 右 移动 一 格 ， 则 pi 二 


PsP 一 Pe 一 子 ， 营 要 在 2 次 移动 后 回 到 原来 的 出 发 点 , 则 向 宇 
移动 的 次 数 与 向 右 移动 的 次 数 应 该 相等， 向 上 移动 的 次 数 与 向 下 
欧 动 的 议 数 也 应 该 相等 而 总 移动 次 数 为 24, 因 比 所 求 概率 为 


-- 2 Nw iY 
PT -Date y(t) 


=(3 3) {21) 1 |i 1 Fees 
和 tr177 之 下 区 各 一 在 )! 


-人 en 


多 三 中 


最 后 一 个 等 式 用 到 第 一 章 8$ 3 中 的 公式 . 


4， 二 项 分 布 与 普 阿 松 分布 
一 、 半 项 分 布 的 性 质 及 计算 
i， 二 项 分 布 鸭 计算 
和 在 上 一 节 引 我 们 导出 了 在 # 次 册 努 里 试验 中 正好 出 现形 次 成 
荔 的 概率 23 2); 


名 地 


beks n, P) 一 (和 je 并 一 0 1 六 (1) . 


其 中 9=1 一 p. 
pk; RD) =0,1,2,… ,9 称 为 二 项 分 布 , 在 概率 论 中 占有 很 ~ - 
重要 的 地 位 ， 由 于 在 许多 实际 问题 中 出 现 二 项 分 布 ， 并 且 要 计算 
其 数值 , 因此 讨论 二 项 分 布 的 计算 显得 非常 重要 ， 
”二 项 分 布 有 现成 的 表 可 查 ， 这 种 表 对 不 同 的 及 Zp 给 出 了 
5ck;n, 了 了 ) 的 数值 
为 了 增加 对 二 项 分 布 的 感性 认识 及 计算 的 需要 ， 我 们 选取 了 
下 列 二 项 分 布 数 值 表 . 
表 1 中 给 出 了 对 于 %=20 及 各 0.1, 天王 0.3, ps 一 0.5 的 二 项 
分 布 数 值 表 . 
二 项 分 布 天 只 对 p 专 0.5 给 出 ， 因 为 对 于 p>>0.5 的 概率 不 蕉 
经 下 式 计算 得 到 . 
bE;n, P= bn—R;n,1—p) 2) 


表 1 二 项 分 布 效 值 甫 





blks 20, p) bk: 20, p) 

" 下 一 人 四- 工 Ps= 0.8 | :二 ,5 PD 二 .1 | D1= .3 PI 三 .5 
0 0 121 有 O0008 — i1 一 0,.0120 1602 

1 ,2702 0D. O068 一 12 一 0.0039 .1201 

之 0. 2852 .D278 必 . 轿 必 0 之 13 一 0.0010 v.0739 

3 0 1DO01 .0716 D0.0011 14 一 .0002 .0370 

4 WE 1304 ,DO is 一 一 说 . 中] 总 

5 b.0319 0.1788 0. D014 18 一 -一 号， 中 证 生硬 

6 0 0089 0.191¢ 0.0370 17 -一 -一 ,Oo0ll - ， 
了 .0020 0D. :643 QT739 1 名 -一 -一 站 .D2 

2 .O004 0.1144d 0.1201 | 19 一 一 

号 ,OOL 心 065d .1687)23 局 一 一 一 — 

10 一 0.0308 1762 -一 人 

ae 

二 和 


妆 8>05 时 ,1 一 了 <0.5, 仍 能 利用 分 布 数值 圾 . 
一 为 了 对 二 项 分 布 的 变化 情况 有 个 直观 了 解 ， 我 们 把 表 1 中 的 
儿 售 分 布 用 图 1 表示 出 来 ， 


-一 b (Rs 20, PY 





Tr 2 太 
图 1 二 项 分 布 图 
从 图 中 可 以 看 出 ， 对 于 国定 的 吕 及 Jp， 当 上 增加 时 , BCE83 1 了) 
先 随 之 增加 并 达到 某 极 大 值 ， 以 后 总 下 降 ， 此 外 ， 当 概率 玫 越 与 


亏 接 近 时 , 分布 越 接近 对 称 . 


[ 例 切 一 大 批 电子 管 中 有 10 已 损坏 ， 若 我 们 从 这 批 电子 
管 中 随 机 地 选取 20 只 来 组 成 一 个 线路 ， 问 这 线路 能 正常 工作 ( 即 
所 选 的 20 个 电子 管 全 部 是 好 的 ) 的 概率 是 多 少 ? 

[ 解 ] 因为 这 批 电子 管 数量 很 大 , 因此 可 近似 地 把 选取 20 个 
管 作为 进行 独立 试验 ， 这 是 一 个 贝 努 里 概 型 问题 ， 若 把 选 得 好 电 
子 管 作为 成 功 。 其 概率 为 0.9, 则 所 求 的 铂 素 为 


B(20: 20.0.9] = (20).9 一 站 .92 


这 个 数值 可 以 利用 对 数 琢 计 算 , 但 更 方便 的 是 利用 表 1 计算 ， 


二 9 昌 


br20; 20, 0.9)=—=8{0; 20, 0.1) 

利用 表 1 知 所 求 的 概率 为 0.1216.， 

[ 例 2] ( 身 清 的 试验 》 设 在 家 畜 中 感染 基 种 闲 演 的 概 率 是 
30 驳 , 新 发 现 了 一 种 血清 可 能 对 预防 此 病 有 效 ， 为 此 对 20 只 能 诬 一 ~ 
的 动物 注射 这 种 血 尘 ， 营 注射 后 只 和 一 只 动物 受 感染 ， 我 们 应 对 
此 种 血清 的 作用 作 何 评价 ? 

假如 血清 训 无 价值 ， 那 么 注射 后 的 动物 受 感染 的 蔗 吾 还 是 
30 狗 , 则 这 20 只 动物 中 有 再 只 受 感染 的 概 农 为 6(3; 20，0.2). 

发 生 只 有 一 只 动物 受 感 染 或 更 好 的 情况 (无 动物 受 嫩 染 ) 的 概 
认为 

bt0; 20，0.3) 十 BC 20, 0.3)=0.0008 +0.0068=0.0078 
这 个 概率 相当 小 , 因此 我 们 不 能 认为 血清 弯 无 价 全 ， 

如 采 注 射 居 的 20 只 动物 中 有 4 只 受 感 染 , 我 们 是 否 各 信 此 获 “ 
血清 有 效 ? 这 个 问题 留 给 读者 思考 . 

2. 二 项 分 布 的 性 质 z 

我 们 来 考察 民生 9，2) 随 及 变化 的 稍 济 ， 从 阁 1 可 以 


首 出 , 当 允 固定 时 ,DCE nn， 多 ) 先 眶 厂 瑞 加 市 增 大 ， 于 到 其 一 极 关 
值 后 又 逐渐 下 降 ， 现 在 对 它 进行 严 赂 讨论 , 
”由 于 对 0 二 pp 过 1 


CP) nt)n, (n+ Dp 
kq 


bk— ln, pn) | 

因此 

当 E nt DPN, Bhsyn, PILE—1}n, 1) 

k= (Rt DP, bb;n, p)= h(E— 1;n, ») C4) 

k(n + 1 pt, BE: n, Pi —1:n, Dp) 

因为 (2 语 1D8 不 一 定 是 正 落 禾 ， 亲 了 理 分 太 和 前天 及 本 全 求 和 
数值 ,所 以 存在 正比 数 苔 ， 全 入 (2 二 7 一 1 二 ma(n i179, -页 生 
» 0 » 


i 


当 考 从 0 变色 名 了 时, BCE;%,}) 超 先 单调 上 开 ， 当 二 mw 时 述 到 极 大 


- 一 植 ， 后 汪 叉 音调 下 降 ， 但 洲 (8 十 1)P=w 则 这 有 Bim;%, 得 ) 一 


bm 一 1 同时 述 淹 极 天 值 , 

梧 并 本 ,2D 取 最 大 值 的 项 2Cm; Rn，2) 称 为 到 入 及) 的 中 
下 项 ， 而 各 称 为 最 可 能 成 功 次 数 ， 由 上 面 讨论 知 内 一 [(a 士 切 们 
{ 即 绍 古 (9 十 匡 的 整 儿 部 分 )， 若 名 二 1) 和 是 整数 , 则 地 一 1 式 济 


_ 蓄 可 能 成 巧 深 刍 ， 


[ 俩 3]j 说 各 i 打 中 飞 胡 的 概率 为 0.01， 和 何在 500 发 中 
打 中 飞机 的 最 可 能 次 数 基 多少? 并 求 其 相应 的 丹 率 ， 

[和 解 ] 这 是 由 妈 于 要 型 打 中 飞机 子 强 数 服 从 二 项 分 布 . 
1 二 500， 了 二 人 01，{R 二 1p 二 5.01， 上 (x 十 1)B1=5。 所 以 最 可 能 
战功 次 数 为 5， 纺 应 概 亨 为 
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地 该 注 总 , 客 Dp 守 1， 刚 当 多 信和 当天 上 时， 即便 是 最 可 能 成 
芒 次 歼 训 发 生 的 缀 卒 三 相 尘 小 ,对 于 其 他 的 五 则 B58; Rn, p》 自 然 更 
小 上 , 以 后 将 会 在 到 最 可 能 成 功 次 数 交 发 生 的 概 党 接近 于 

(3228g7 到 

( 当 邵 担当 大 时 六 因此 当 jr>o0 | 时 ,这 概率 趋 于 0. 

3.。 应 用 的 例子 

我 们 誉 一 些 应 提 的 例子 ,说明 二 项 分 布 的 重要 性 ,同时 也 委 出 
一 些 丫 症 ， 

[使 4 和 保 辽 于 开 大 拉 量 合 月 报 率 论 的 部 门 之 一 ， 保 险 公司 
为 于 低 计 企 籽 的 到 河 , 主要 于 和 作 各 种 各 样 的 概率 ,下 面 是 由 型 问题 
之 一 ， 攻 一 信 证 基 类 保险 着 里 面 鳃 个 人 死亡 的 概 京 等 于 0.005, 现 


有 10900 小 这 并 人 大 参 如 人 型 保险 ， 试 求 在 未 来 一 年 中 在 这 些 保险 


二 I 


者 里 面 , (1) 有 40 个 人 死亡 的 概率 ;2) 死亡 人 数 不 超 过 70 个 的 
概率 。 


[ 解 了 作为 初步 近 位 , 可 以 利用 贝 努 里 概 型 ，#% 王 10000， 了 二 


Ti ” 


0.005， 设 上 为 未 来 一 年 中 这 些 人 里 面 死 亡 的 人 数 ， 则 所 求 的 概率 - 


分 别 为 
(1) B40; 10000, 0.005) 

10000 

(2a 


70 
《2) PiuE70} = > bt; 10000, 0.005) 
#=0 


TD 
一 2 ooosy (0.995)!0000—4 (7) 
Pr 让 i 
直接 计算 这 些 数 值 相当 朵 难 , 要 有 更 好 的 计算 方法 ， 一 


[ 例 5] 甲 , 己 两 容器 , 容量 各 为 1 升 , 每 个 各 含 27x 1022 个 
气体 分 子 , 现 特 两 容器 接 姓 ， 经 过 相当 长 的 时 间 后 ( 即 这 时 每 个 分 


子 著 在 两 容器 中 的 插 率 各 为 去) 求 两 容器 中 分 子 数 之 差 超过 分 于 


总 数 的 100 记分 之 一 的 概率 . 

[ 解 ]】 分 子 总 数 为 5.4x10%3， 其 100 和 亿 分 之 一 {有 即 10-07 为 
5.4x 102， 设 混和 后 甲 容器 的 分 子 数 为 x， 则 乙 容器 的 分 子 数 为 
5.4x103 一 点 , 现 要 求 事件 

[天 一 《5.4x 10%— pp)| ->>5.4x 10t2 
即 事件 
[a —2.7 x 10%2|>>2,7 x 1012 (8) 
的 概率 , 出 二 项 分 布 


Pllp—2,7x10%|>-2.7 x 10:17) 
和 合作 


o.oo )40f0.99579960 《6 


一 . -mm - 


- So; 5.4 六 1022， 去) 《9) 
中 


上 上 式 和 号 对 一 切 满 是 | 一 2.7x 1022| 二 2.7 x101? 的 上 求 和 , 这 概率 
”是 无 法 直接 计算 的 . 

”从 上 面 丙 个 例子 中 可 以 看 到 , 计算 二 项 分 布 的 数 全 时 , 由 于 试 
验 次 数 % 经 常 很 天 , 因此 实际 计算 5C6; mn, 2) 及 之 (En 2) 都 很 


“” 轩 难 ,有 了 时 甚至 不 可 能 ， 例 如 (9) 中 须 算 的 项 数 有 5.4x 1012 之 多 ， 
逐 项 计算 是 不 可 能 的 . 

在 这 种 情况 下 , 寻找 更 有 效 的 计算 法 是 必要 的 , 即便 是 近似 公 
式 也 好 ， 这 可 以 利用 概率 论 中 的 极限 定理 来 实现 ， 鞭 于 极限 定理 
的 讨论 将 在 第 五 章 进 行 . 

二 、 二 项 分 布 的 普 阿 松 (poisson) 通 近 

在 很 多 应 用 问题 中 , 我 们 常常 遇 到 这 样 的 贝 努 里 试验 , 其 中 ， 
相对 地 说 ,n 大 ,了 小 , 而 乘积 4 二 np 大 小 适中 。 在 这 种 情况 下 , 有 
一 个 便于 使 用 的 近似 公式 , 下 面 我 们 来 推导 它 . 

定理 ( 普 阿 松 ) 在 贝 努 里 试验 中 , 以 Pp, 代表 事件 4 在 试验 中 
出 现 的 概率 , 它 与 试验 总 数 # 有关, 如 果 wp-> 4 则 当 z-ce 时 ， 


中 
bE 名， pn) > re C10) 


[证 明 ] 记 A 一 至 玉 ， 由 
BE; rR, PDs) =-(” " jaa 一 了 3 一 


NR 1)" Ch (2 4) (1- 加 
-二 人， 


“由 于 对 因 定 的 有 


3 


在 [ 四 了 放 ”ra 
limAt 一 人， lim Th 三 


扩 地 bec 





及 
i  - 
天 此 
limb(bsn, 2 一 天。 
定理 证 由 
了 (6 ) 二 -了 -一 0 1 2, … 称 为 营 阿 失 分 布 ，》 证 它 的 参 
数 ， 特 别 地 
pa 如) 一 如 从 ee | : {113- 
普 阿 松 分 布 基 氢 尝 论 中 很 重要 的 一 种 分 有 . 
在 应 用 中 ， 当 p 和 当 小 (一 般 当 了 <<0.1) 时 ， 我 们 用 下 面 近 侯 
公式 


blbsn, 了 EP" (12) 


[从 86] 假如 时 二 胞 肥 的 栓 率 为 1074， 求 在 100000 次 下 下 
中 , 47 0,1,2 次 生 二 及 扩 航 概率 
[ 解 ] 让 可 天 次 人 上 中 妈 里 诫 验 ; % 二 100000, p= 二 0.0C01, 所 求 
的 概 亨 直 近 计算 为 
btO; 100000,0.0901) = 0,000045378 
Bl; 100009, 0.0001)=0.00045382 
五 (2 100000，0.0001) 二 0.0022693 
这 时 也 可 用 普 网 和 松 通 过, 和 =mpD= 10, 而 ' 一- 


， 94 入 


PO 10}— 0.00004545 
P(E1, 10)- .0.0004540 
Pp(2,10)—=0.002270 





可 见 近 俱 程 度 很 伟人 请 意 . 一 一 二 项 分 布 
图 2 给 出 了 二 项 分 布 带 近 普 一 一 次 阿 共 分布 
阿 松 分 布 的 一 个 图 示 ， 雹 合 程度 
-此 好 . 
三 、 善 阿 抢 分 布 10 
在 万 史 上 普 阿 和 伦 分 布 是 作为 Pp~0h18 
二 项 向 近 们 ,于 1837 | 
二 项 分 布 的 近似 ,与 37 年 出 法 Sp 


国 数学 宗 普 阿 松 引 人 的 。 近 数 十 
年 来， 善 阿 松 分 布 日 闪电 示 其 重 。。 图 2 二 项 分 布 与 拍 网 热 分 布 
要 性 ， 成 了 概率 论 中 最 重要 的 几 个 分 布 之 一 ， 基 原因 主要 是 下 面 
两 点 . 
首先 是 已 经 发 现 许多 随机 现象 限 从 普 阿 松 分 布 ， 这 种 情况 特 
别 集 中 在 两 个 汪 蝶 中 . 一 是 社会 生活 , 半 服 务 的 各 种 更 求 ， 诸 如 电 
话 交 换 人 台中 来 到 的 呼叫 数 ， 公 共 汽 车 请 来 到 的 乘客 数 等 等 都 近 位 
地 最 共 善 阿 松 分 布 ， 四 此 在 送 筹 学 及 符 理 科学 中 普 阿 松 分 布 占 有 
复 突 型 的 地 位; 苍 … 领 占 丰 物理 学 ， 这 射 人 性 分 裂 落 到 其 区 域 的 质 
所 数 , 热电 子 的 必 时 ,好 缴 镜 下 游 在 某 区 域 中 的 是 球 或 微生物 的 数 
目 等 等 都 腹 从 蔷 阿 松 分 布 . 
二 次， 对 普 阿 松 分 布 的 深入 研究 《特别 是 通过 随机 过 程 的 研 
苍 ) 已 发 现 它 具有 许多 特殊 的 性 质 和 作用 , 打 个 不 很 褒 当 的 侠 哈 ， 
似乎 普 阿 松 分 布 恩 构造 随机 现象 的 “基本 粒子 "之 一 
图 3 是 对 于 不 同 4 依 的 普 阿 松 分 布 图 ， 为 了 了 计算 普 阿 松 分 布 
的 数值 , 有 许多 专门 的 雪 妊 可 供 查 月， 
下面 提供 两 个 有 其 的 统计 资料 作为 例子 ， 





图 3 注 辐 松 分 布 图 
『 例 了] 对 .上海 某 公共 汽车 站 的 客流 进行 调查 ， 统 计 了 蒜 天 
土 午 10:30 至 11:47 左右 每 隔 20 秒 钟 来 到 的 乘客 批 数 ( 每 批 可 能 
有 数 人 同时 来 到 ),， 共 得 230 个 记录 ,我们 分 别 计算 了 来 到 0 批 ,1 . 
批 ,2 批 , 3 批 ,4 批 及 4 批 以 上 乘客 的 了 时 间 区 间 的 疾 数 ， 结 果 列 于 ， 
天 2 中 , 其 相应 的 频率 与 4 一 0.87 的 普 阿 松 分 布 符合 得 很 好 . 
表 2 公共 汽车 客流 统计 


来 到 批 数 攻 0 :| | 





[ 例 8] 放射 性 物质 放射 出 的 & 质 点 数 是 服从 普 辣 烩 分 布 的 
有 和 名 例子 . 1910 年 卢 忆 福 (Rutherford) 等 人 的 著名 实验 揭露 了 
这 个 事实 . 


在 这 个 实验 中 ， 观 察 了 长 为 7.5 黎 的 时 间 间 几时 到 达 某 指定 


» 二 


区 域 的 质点 数 ， 共 观察 了 六 = 2608 次 ， 表 3 给 出 观察 值 与 理论 信 
_ 的 对 照 , w， 表示 在 好 次 观察 中 发 生 “ 在 7.5 秒 内 幕 到 指定 区 域 的 
质点 数 为 ”的 观 手 次 数 ,理论 值 是 NP (CE; 3.870)， 理 论 值 与 实验 
信 很 近似 . 
~ 家 3 卢 本 福 实 验 理论 值 与 实验 值 对 用 闪 0 








k Ns NP (by .B70) 
一 一 0 57 54, 399 
1 208 210. 523 
2 383 407. 361 
3 525 525. 496 
4 532 508. 418 
5 408 393.515 
GB 了 了 253.B17 
7 139 140.323 
3 45 67. 882 
9 27 29.189 
kz10 16 17. 075 
总 二 2608 2608. 000 


在 说 明了 普 阿 松 分 布 的 常见 性 之 后 ， 我 们 转 人 介绍 产生 普 阿 
松 分 布 的 和 机制， 经 过 研究 ,已 经 弄 清 了 服从 普 阿 松 分 布 的 条 件 . 为 
了 便于 理解 , 我 们 将 结合 电话 呼叫 流 来 叙述 这 个 重要 结果 . 

我 们 先 证 明 一 个 以 后 屡次 要 用 到 的 数学 分 析 结 论 . 

3 有 绎 若 f(z) 是 连续 函数 (或 单调 函数 ), 有 对 一 切 z 多 或 一 
有 转 Xw 计 9,y 广 00) 成 立 


; fr)fty)=f (r+y) (13) 
1 


fm) =a” (14) 
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— ss DF a 


其 中 a>0, 是 某 一 常数 . 
[证 明 ] 由 (13) 知 对 任 党 2 


im- = 


因此 Fz) 非 负 ， 反 莫 使 用 (13), 对 任 河 正 整数 及 实 狗 % 有 
fn) = Lf) 


在 上 式 中 取 x= 二 ,得 


-9 


记 Ge= 捧 1) 产 久 则 


因此 , 对 任 兰 正 整 数 各 及 恩 成 立 


(=A = 一 

这 样 , 我 们 已 证 得 (14) 对 一 切 有 理 儿 成立, 再 利用 连续 性 或 单 
调 性 可 以 和 证明 对 无 理 数 也 成 苹 , 从 而 证 抽 了 引 [ 理 . 

[ 普 现 松 过 程 ] 考虑 来 到 某 交 换 装置 的 电话 呼叫 数 ， 假 定 它 
具 许 下面 三 个 性 质 : 

《i》 平稳 性 在 [和 ,如 十 纪 中 来 到 的 呼叫 数 只 与 时 间 间 陋 
长 度 皇 有 其 而 与 时 间 起 氮 加 无 关 。 若 以 Pe(t) 记 在 长 度 为 的 
时 间 区 间 吊 来 到 懂 个 呼叫 的 概率 , 当然 


SPAD=1 (15) 


对 尾 全 #0 成 立 . | 
过 程 的 平稳 性 表示 了 它 的 概率 规律 不 随时 间 的 推移 而 改变 . 
《ii) 独立 增 量 性 (无 后 萄 性 ) 在 广 1, fo 十 f) 辐 来 到 天 个 蚂 

和 字 曙 


财 这 一 事件 与 时 志 二 以 前 发 上 生 的 事件 独立 。 换言之 , 在 对 时 九 如 
一 了 以 前 的 事件 发 年 铺 况 所 作 的 任何 假定 之 下 , 计算 出 业 的 在 &io, to 十 
下 罗 有 发 生 天 个 吁 叫 的 条 御 概 率 郡 等 于 同一 事件 前 无 条 件 贩 率 . 狐 
苹 增 荆 性 表明 在 互 不 相交 的 时 间 区 间 内 过 程 进 行 的 相互 独立 性 . 

kiii) 普通 性 在 充分 小 的 财 间 间 卫 中 , 最 多 米 到 一 个 呼叫 ， 
即 , 大 记 


POETPADIEPADEPAD (6) 
一 
应 有 办 (4) 二 of#), 即 





limY (0) =0 z (17) 


mo 
普通 性 吉明， 在 岂 一 呀 问 骨 间 来 阙 个 或 两 个 以 上 呼叫 实际 上 
~ 征 布 可 能 的 ， 
下 面 我 们 未 P40). 
对 At>>0， 考 碟 [0, 1 二 AD 中 来 到 天 个 呼 吗 的 颖 率 Pet 二 AD， 
由 独立 域 显 性 及 全 妖 澡 公式 
PHA) = PO PAAD TE Py DPIADT 


+ Polt) PA AE), km0 (18) 
【对 331, 假定 天 (=0.) 
特别 地 | 
Polt + At) = Po(t) Po(Ai) (19) 


Po(t) 表 孙 在 长 度 为 + 的 时 间 间 陋 中 没有 米 呼 叫 的 概率 , 因此 它 关 
于 单调 下 降 , 由 引 理 知 

Pf)=a' 
其 中 49>0, 若 & -0, 风 Pa( 作 二 0， 这 说 骨 在 不 管 怎么 短 的 时 间 章 
隔 内 都 要 玉 呼 纠 , 轩 此 在 有 有 限时 间 闻 贤 中 要 来 无 穷 多 个 呼叫 ,这 种 
__ -情形 不 在 我 们 的 考虑 之 列 ， 此 外 , 因 Po(1) 是 概率 ， 故 应 有 a<sl， 


和 


而 当 = 工时 , Po( 贡 三 1 这 表明 未 不 来 呼叫 , 也 不 是 我 们 感 兴趣 的 
情形 , 所 以 应 有 0 一 8 一 1 从 而 存在 4>0, 使 一- 

下 一 e C20) 
因此 当 At->0 时, 我 们 有 


a 一 


PKAE 一 eta 一 1 一 AAA olAt) 
PAE)=1— Po(At) — $AE) = AAMt T+ ot AE) 


D1 Ps PMD S FIPAH) YM) =oCAb) 
【m2 T= 


鼓 由 (18) 得 
PETAD= PAD AAMt) + P(E) -AM + olAt) 
k=1 
因此 


EEA TPAD aALPp, PAE]+o() ~ 


kz>1 
仿 Atl 一 0D, 得 
P(t)=ALPtt)— P(t))], £1 (21) 
有 田 于 已 知 Po 四 =e*， 故 有 PP(f)=2[e-*' 一 P(t)]， 可 解 得 
P(E) 二 Ate™"', 这 样 下 去 ,可 解 得 一 切 PC#). 
PP 站 一 人 后 k=0, 1,2, (22) 


这 下 是 普 阿 松 分 布 , 参数 为 A4. 
在 随机 过 程 部 分 ， 将 把 这 里 所 得 的 结果 及 所 用 的 方法 大 大 
推广 , 


第 二 章 小 结 
本 章 中 我 们 讨论 了 (统计 ) 独 立 性 的 概念 ， 它 是 概率 论 中 最 重 


-100 = 


一 一 一 


pt 


要 前 岂 念 之 一 独立 性 是 往 率 论 特 有 的 绛 念 ， 它 的 引进 大 大 推动 


-了 概率 论 的 发 展 ， 前 期 溉 六 论 中 最 重要 的 一 些 结果 大 都 是 在 独立 


性 的 假定 下 获得 和 的， 只 有 到 了 近代 才 开 始 研究 一 些 不 独立 但 常 在 
另 一 种 较 弦 独立 福 假 定 下 的 概率 模型 ， 读 者 能 在 本 书 的 后 面部 分 
充分 体验 到 独立 福 的 重要 . 

我 们 定义 了 事件 的 独立 性 与 试验 的 独立 性 ， 同 学 们 应 把 它们 
进行 对 比 ， 此 外 ， 两 个 事件 独立 性 的 定义 与 多 个 事件 独立 性 的 定 
闵 形 式 上 也 有 有 区别 , 应 理解 为 什么 会 发 生 这 种 情况 . 

条 件 颖 率 是 概率 论 中 另 一 重要 概念 , 它 与 者 立 性 有 密切 联系 ， 
在 不 具有 独立 性 的 场合 ， 它 将 扮 注重 要 角色 ， 条件 概率 也 是 某 种 
概率 . 

本 章 还 导出 几 个 基本 公式 ; 乘法 定理 及 其 推广 形式 , 全 概率 公 
式 , 内 时 斯 公式 , 它们 以 后 经 常 被 用 到 ， 

贝 努 里 试验 是 慨 率 论 中 最 重要 的 概 型 之 一 ， 正 是 通过 对 这 个 
概 型 的 不 断 深 入 地 研究 , 逐 浙 提出 了 概率 论 特有 的 课题 , 创造 出 相 
应 的 工具 与 方法 ， 它 对 后 来 的 发 展 有 着 不 可 估量 的 影响 ， 贝 努 里 
试验 概 型 在 应 用 上 也 很 重要 .在 第 五 童 ， 我 们 将 继续 讨论 这 个 概 
型 ,证 明 有 关 的 极限 定理 并 最 后 解决 一 些 本 章 遗 留 的 计算 问题 ， 

二 项 分 布 与 茧 阿 松 分 布 是 概率 沦 中 最 重要 的 兰 个 分 布 中 的 两 
个 , 另 一 个 分 布 一 正 态 分 布 , 将 在 下 章 出 更， 这 两 个 分 布 在 理论 
研究 和 实际 应 用 中 都 很 重要 .二 项 分 布 广泛 应 用 于 抽样 人 检查， 而 
普 阿 松 分 布 则 大 量 出 现 于 社会 生活 和 物理 现象 中 ， 普 阿 松 过 程 的 
结构 分 析 是 随机 过 程 理 论 的 最 基本 成 果 之 一 ， 

到 目前 为 止 ， 我 们 课程 的 展开 基本 上 还 是 与 概率 论 的 历史 发 
展 相 平 行 的 , 而 且 , 我 们 已 经 为 慨 率 论 另 一 重要 娄 念 一 一 随机 谈 量 
的 引入 作 了 不 少 的 准备 


a 


和 THOT 


中 题 
， 把 字 骨 ML A、XX AA,M 分 别 写 在 一 张 卡 全 民 ,充分 混和 后 重新 罪 列 ， 


二季 得 到 序 MAXAM 的 入 来 总 多 沙 ? 
2 有 三 个 孩子 的 家 庭 申 ， 已 知 有 一 个 是 女孩 ， 求 至 少 有 一 个 男 防 的 
概率 ， 


3， 若 型 件 产 品 中 电 含 闪 件 文 晴信 在 其 中 任 取 两 件 ， 慌 : (1) 已 知 取 出 
的 两 件 宙 有 一 件 是 废品 的 荣 件 下 ， 另 一 件 世 是 永昌 的 计件 鱼池 ;23 已 短 责 
件 中 有 一 件 不 是 废品 的 条 件 下 ， 昂 一 件 是 卡 品 的 茶 件 要 雍 : (3) 取 出 的 两 件 
人 

， 护 中 有 &# 只 黑 奈 , 8 只 犁 球 ， 甲 己 丙 三 人 依次 从 入 中 取出 一 球 ( 取 后 
趟 拥 》 流 分别 二 个 信任 四 到 他 人 守 n 

5。 从 40,1,2,3,4,5,6,7, 3,9 中 随机 地 取出 两 个 数字 , 求 共 和 类 于 10 
的 慨 率 。 

和， 四 并 中 太 呈 只 白 球 , 五 只 器 球 , 乙 袋 中 有 e 内 肯 妹 , 有 只 时 球 ， 苇 大 只 , 
甲 度 中 和 尾 坡 两 蒜 抽 大志 入 ， 然后 在 忆 长 中 和 任 芭 两 球 ， 问 是 后 取出 的 两 球 全 为 
握 妹 的 髓 率 是 凶 少 ? z 

7， 设 有 六 个 筑 子 ， 每 个 久子 中 装 有 a 只 法 球 , 直 残 和 白 球 ， 共 第 一 伐 中 永 
出 一 球 放 入 第 二 的 中 ,然后 从 第 三 竹中 取出 一 球 放 入 第 三 撤 中 , 如 此 下 去 , 回 
从 最 后 一 个 的 中 取出 ~- 早 球 的 概率 越久 沙 ? 

8s， 飞机 有 三 个 不 同和 的 训 分 苗 弄 射 而， 在 第 一 部 分 被 击 中 一 弹 或 第 二 部 
分 被 击 中 两 漠 , 小 党 三 邯 分 被 击 中 三 强 上 时, 飞 轴 才 能 迹 击 等, 其 作 中 裤 与 多 一 
部 分 的 三 积 成 正比 ， 设 三 个 玫 分 蘑 面 程 的 本 分 比 为 0.1,，0.2&, 0.7. 车 已 中 两 
弹 , 求 击落 飞机 的 概率 

9， 投 硬币 半 同 , 第 一 问 出 正面 的 概率 为 6, 第 二 回 帝 每 次 出 现 与 前 一 次 
厚 同 表面 的 靶 率 为 了 , 求 第 如 厢 时 出 正面 的 概 些 , 并 讨论 当 % 一 = 时 的 情况 ， 

10。， 轩 饭 两 歼 务 装 一 只 白 球 一 只 哄 球 , 从 两 得 趾 备 取 轩 一 商机 交换 坡 入 
男 一 的 中 ， 这 样 进行 了 若 王 次 ， 以 pn, qx, 7， 分居 记 在 第 加深 避 换 后 甲 伐 巾 一 
涪 二 贫 两 内 所 球 ， 一 具 听 于 一 其 时 球 ， 网 忆 过 球 的 概 深 ， 试 5 汪 Dnt+l: Trt1s 
和 tt 用 Ps do 了 二 出 的 关系 式 ， 利 角 萎 们 求 Pa ai ri 种 讨 论 当 
3 一 se 时 的 情 说 ， 

s TO2 = 


]1， 设 一 个 家 庭 中 在 名 个 外 控 襄 择 素 为 


_ DY n=] 
pw= | 
1 一 -< 站 一 中 
1 一 二 


这 里 0 二 p 志 1， 


= 








孩 为 男孩 或 式 孩 是 第 可 能 的 ， 


求证 一 全 案 庭 有 天 (CEz 个 明基 风 服 下 为 25081G- Pi, 
12， 在 上 砚 霞 定 下 : (1) 已 知 家 庭 中 至 少 有 一 个 昂 孩 ， 冰 此 家 庭 至 少 有 
证 个 男孩 的 概率 ; 12) 已 知 家 庭 中 没有 女 球 , 求 正好 有 一 个 男孩 的 概 闪 ， 
“13， 已 知 产品 中 96 锣 是 合格 的 , 现 有 一 种 简化 的 检查 方 浴 , 它 把 真正 的 
合 烙 蝇 确 认为 合格 品 的 概率 为 0.98， 而 误 认 康 史 为 合格 山 的 概率 为 0.05, 求 
以 简化 站 检 查 下 为 合格 品 的 一 个 产 电 确实 是 合 格 的 概 闪 . 

14， 摧 碾 中 , 在 距 玫 和 标 250 米 ，200 洲 ，150 米 处 射出 的 概率 分 别 为 0.1， 
0.7, 0.2, 而 在 各 该 处 射击 时 命中 目标 的 概率 分 别 沪 0.05, 0.1,0,2, 现在 已 名目 
标 息 击毁 , 求 击 毁 已 标的 雹 弹 吕 田中 月 标 250 水 处 射出 的 概率 ， 

15， 在 通讯 洪 游 中 , 可 传送 字符 AAAA,BBBB, CCCC 三 者 之 一 , 假定 
配送 这 三 者 的 概率 分 别 为 0.3, 0.4, 0.3， 由 于 通道 哄 央 犁 二 后 ,正确 接收 到 被 
传送 字 芭 的 概 尝 为 0.6， 前 接收 到 共 他 字 址 的 概率 是 032， 假定 前 后 字母 是 咨 

十 则 互 不 影响 , 莫 接 收 色 的 是 和 BC 上 ,得 被 传送 的 是 上 和 丰 各 本 的 概 鹤 ， 

16。 变 起 了 B,C 三 事件 相互 独立 , 求证 4U B, AB, 4 一 了 内 与 如 独立 ， 

17。 震 届 ,B, 口 相互 狐 立 , 则 才 琴 , 宇 订 相互 独立 ， 

18.， 还 加 ; 事件 册 ，42，…，4 相互 独 冯 的 充 要 条 件 是 下 列 2° 个 等 式 
成 站: 

PCA A A ) = PCAN POLY POA,) 
其 中 4 到 4 或 肛 ; | 

19。 蔡 4 与 BB 独 宫 ,证 明和 多 , 4, 十, 加} 中 和 性 条 一 个 贞 件 与 {5 ,BB, 5, 如 
中 任何 一 个 事件 巧 相互 独立 的 . 

20， 对 同一 用 未 进行 三 次 独立 射击 , 第 一 , 二 , 三次 射击 的 命中 颖 来 分 别 

- 为 站 4,0.5 907 试 求 (1 在 这 三 次 射击 申 恰 好 有 一 深 击 中 目标 的 概 宰 ; (21) 宙 
步 有 一 次 命 中 日 标的 概 康 ， 

3231， 谤 dd 4 相 全 独 齐 ， 放 PCAD) = po 试 求 : (1) 所 有 束 件 金 

.不 发 生 的 概率 ; (3) 诸 素 证 中 区 少 发 下 其 一 的 概率 ; 《3) 恰好 爱 生 其 一 的 概 


由 了 从 于 二 


率 . 


22.。 当 元 件 下 或 者 元 件 下 | 及 五 : 都 发 生 故 障 时 电路 断 开 ， 元 件 下 发 生 


鼓 柳 的 答 率 笔 子 0.3, 而 元 件 玉 ,， 下 。 发 生 页 入 的 慨 率 各 为 山 2， 求 电路 断 开 
的 鬼 率 ， 
23。 说明“ 重复 独 让 试验 中 , 小 概率 事件 必然 发 生 " 的 确切 意思 ， 


24， 在 第 一 各 车 末 . 上 制造 一 级 品 零 人 的 概率 等 于 0.7， 而 在 第 二 台 车 订 


上 制造 此 种 零件 的 概率 等 于 0.8 第 . 侣 硅 康 制造 了 两 个 零 剑 ,第 二 宜 制 造 了 了 
三 个 等 件 , 求 世 有 零件 多 为 一 级 醒 的 大 率 . 


25。 设 实验 室 器 上 中 产生 甲 类 细菌 与 已 类 细 蕊 的 机 会 是 相同 的 , 车 基 次 


发 现 产 生 了 29 个 细 戎 , 求 (1) 至 少 有 一 个 围 类 细 戎 的 概率 ; (2) 甲 , 乙 两 类 细 
汞 各 占 其 半 谣 概率 . 

26， 挥 硬 秆 出 现 正面 的 概率 为 p, 措 了 深 , 求 下 列 和 概率; 《10) 至 少 出 现 
一 次 正面 ; 《2 至少 出 现 两 次 正面 ， 

27， 时 忆 , 丙 三 人 进行 某 项 丝 赛 ,省 三 个 胜 短 局 的 概率 相 千 ,比赛 规定 
先 胜 三 局 者 为 整 场 比 赛 竟 优 驻 者 , 阁 甲 胜 了 第 一 .三 局 ， 乙 胜 卫 第 二 局 ， 癌 两 
成 为 整 场 比赛 优胜 者 的 概率 是 多 少 ? 


a... 


28， 围 ， 乙 均 有 w 个 硬币 ,全 部 挪 完 后 分 加 计算 印 出 的 正面 数 ， 试 求 两 


人 控 出 的 正面 数 相 等 前 概 来 . 

29， 在 扩 努 里 试验 中 ， 事 件 4 出 现 的 概率 为 g, 求 在 次 独立 试验 中 囊 
件 4 理 现 奇 数 次 的 统率 。 

30。 在 贝 努 里 试验 中 , 车 44 册 现 的 概率 为 p， 求 在 出 现 六 沈 斑 之 前 出 现 
上 次 和 4 的 概率 

31， 围 揽 中 及 一 1 只 和 白 球 和 1 只 黑 球 , 志 揽 中 有 困 只 自 球 , 每 次 从 甲 ， 
忆 两 玖 中 分 别 取出 一 只 球 并 交换 放 人 另 一 入 中 去 ,这 桩 经 过 了 % 沈 , 同 吕 球 
出 现在 甲 间 中 的 概率 是 多 少 , 并 讨论 ?一 se 时 的 情况 . 

32. 一 个 工厂 乱 产 的 产品 中 废品 率 为 0.905,， 性 高 取 来 1009 件 ， 斌 1 半 算 
下 面 概率 : 《1) 共 中 至 少 有 两 体 废 品 ! 《2) 共 中 不 粳 过 5 件 庆 上品: 《3) 能 以 
90 锣 的 概率 希望 废品 体 数 不 要 过 多 消 ; 


33， 基 交往 式 计算 机 有 20 个 终端 , 这 些 终端 法 各 单位 执 立 操作 , 使 用 率 


各 为 0.7, 求 有 有 10 个 右 更 凶 个 终端 同时 操作 前 概率 . 

34， 设 每 次 射击 打 中 目标 的 概率 等 于 0.001， 邵 果 射 击 5000 次 , 试 求 打 
中 两 弹 或 两 弹 忆 上 的 概 室 。 
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35， 某 三 长 有 7 个 顾问 , 上 定 每 个 顾问 贡献 正确 意见 的 百分比 为 0.6, 现 
”为 共事 可 行 与 否 而 个 别 征 六 各 顾问 意见 , 并 按 和 多数 人 的 意见 作出 决策 ， 求 作 
绸 正确 决策 的 概率 . 
36， 实 验 室 器 朋 中 产生 甲 , 己 两 类 细 戎 的 机 会 是 相等 的 ， 且 产生 下 个 细 
.… 获 的 拔 率 为 


= b=0,1,2, 0" 
有 一 + 1 31 


” 试 求 :，{1) 产生 了 甲 类 细菌 但 没有 乙 类 细菌 的 概率 ，(2) 在 已 知 产 生 了 细菌 
而 且 虽 有 中 类 细 蓝 的 条 件 下 , 有 2 个 乙 类 细菌 的 概率 . 

37， 假 定 大 在 一 年 365 日 中 的 任 一 自 出 生 的 骨 率 是 一 样 的 ， 在 50 个 人 
的 音 位 申 有 两 个 以 上 移入 上 生 于 元 旦 的 概率 是 和 多少? 

38， 一 本 500 页 的 书 , 共有 500 个 错字 ， 每 个 字 等 可 能 地 出 现在 餐 一 页 
上 , 试 求 在 给 定 的 一 页 上 至 少 有 三 个 错字 的 概率 . 

”39， 基 商店 中 出 伏 茶 种 商品 ,， 据 历史 记录 分 析 , 每 月 销 滨 其 服从 普 阿 按 
分 布 ,参数 为 7, 向 在 月 初 进货 时 要 库存 多 少 件 此 种 元 品 ， 才 能 以 0.999 的 概 
率 充 分 满足 顾客 的 需要 . 

40， 螺 丝 町 生产 中 诬 品 这 为 0.015， 税 一 盒 襄 装 多 少 只 才能 保证 每 例 中 
有 100 只 以 上 的 好 蛇 丝 钉 的 概率 不 小 于 80 甸 5 提示: 用 普 阿 人 疏通 近 ， 设 应 
车 了 00 十 站 只}. 

41。 幕 疫 苗 中 所 含 细菌 数 服 从 普 阿 松 分 布 , 每 1 毫升 让 平均 含有 一 个 细 
蔬 , 把 这 种 疫苗 放 入 5 只 试管 中 ， 瞩 试 管 放 2 毫升 , 试 求 :C1)5 只 试管 中 都 有 
细菌 的 概率 ; 2) 至 少 有 3 只 试管 中 有 细菌 的 入 率 . 

42， 通 过 某 交 叉 路 口 的 汽车 流 可 泻 作 兽 阿 松 过 程 , 车 在 一 分 钟 内 温 有 守 
的 肛 率 为 0.2, 或 在 2 分 钟 内 有 多 于 一 车 的 概率 . 

43。 若 每 发 产 如 个 卵 的 攻 率 服从 普 阿 松 分 布 ， 套数 为 4， 而 每 个 卵 变 为 
成 虫 的 概率 为 p, 且 各 卵 是 否 变 为 成 虫 徙 此间 设 有 关系 , 求 每 轿 养 出 并 只 小 
丢 的 概率 . 

和， 车 已 知 1=0 时, 某 分 子 与 另 一 盆子 磁 培 ， 又 知 对 任何 42z0 和 At 
0, 藻 不 管 读 分 子 在 时 刻 上 位 前 是 否 遭 受 融 撞 ， 在 (z 士 At) 中 和 遭 到 磁 撞 的 概 
率 妖 于 4&1 十 olA1), 试 求 谈 分 子 在 时 刻 t 还 没有 再 受到 态 检 的 王 率 . 

*45， 利 用 概率 论 的 想 尘 证 明 下 面 恒等式 ; 


一 ie 


石生 全 二 沁 


*46， 通 过 构造 适当 的 概率 模 型 证 明 : 从 正 误 黎 中 随机 地 选取 两 数 ， 此 
两 数 互 素 的 概率 每 陡 三 : 


47。 其 车 间 宣 称 自己 产品 的 台 格 率 超 过 99 锅 ， 究 验 入 员 陵 读 车 癌 的 
10000 件 产 战 中 和 抽查 了 100 件 ， 发 现 有 两 件 次 曲 ， 能 否 所 此 斯 定 迹 村 辣 谎 报 
合格 率 + 
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第 三 章 随机 变量 与 分 布 函 孝 My 


§ 1. 随机 变量 及 其 分 布 


一 一、 随机 变量 的 定义 

在 随机 现象 中 , 有 很 大 一 部 分 问题 与 数值 发 生 关系 , 例如 在 产 
曲 检 验 问题 中 , 我 们 关心 的 是 抽样 中 出 现 的 废品 数 ; 在 车 间 供 电 问 
题 中 我 们 关心 的 是 某 时 刻 正 在 工作 的 车 打数 ; 在 电话 问题 中 关心 
的 是 某 耻 时 间 中 的 话 务 量 ， 它 与 呼叫 的 次 数 及 各 次 坚 叫 占用 交换 
设备 的 时 间 长 短 有 关 ， 此 外 如 测量 时 的 误差 ， 气 体 分 子 运动 的 速 
诬 , 信号 接收 机 所 收 到 的 信号 (用 电压 表示 或 数字 表示 ) 的 大 小 , 也 
都 与 数值 有 关 . 

有 些 初 看 起 来 与 数值 无 关 的 随机 现象 ， 也 常常 能 联系 数值 来 
描述 , 例如 在 毛 硬 币 问 题 中 , 每 次 出 现 的 结果 为 正面 或 反面 ,与 数 
值 没有 关系 , 但 是 我 们 能 用 下 面 方法 使 它 与 数值 联系 起 来 , 当 出 现 
正面 时 对 应 数 “1”， 而 出 现 反面 时 对 应 数 "0”, 为 了 计算 n 次 投 六 中 
出 现 的 正面 数 就 只 须 计算 其 中 1” 出现 的 次 数 了 . 

一 般 地 , 如 果 4 为 某 个 随机 事件 , 则 一定 可 以 通过 如 下 示 性 辣 
数 使 它 与 数值 发 生 联系 : 

1 上 如果 发 和 
0， 如 果 4 不 发 和 

. 这些 例子 中 , 试验 的 结果 能 用 一 个 数 & 来 表示 , 这 个 数 拓 是 随 
着 试验 的 结果 的 不 同 而 变化 的 , 世 即 它 是 样本 点 的 一 个 冰 数 , 这 种 
量 以 后 称 为 随机 变量 ， 本 书 中 将 用 希腊 字母 ,5,… 等 来 表示 


” 艇 机 变量 ， 下 面 我 们 就 来 考虑 应 当 如 何 给 这 种 量 以 严格 的 数学 
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定义 . 

正如 对 随机 事件 一 样 ， 我 们 所 关心 的 不 仅 是 试验 会 出 现 什么 - 
结果 , 更 重要 的 是 要 知道 这 些 结果 将 以 怎样 的 狂 率 出 现 , 也 即 对 随 
机 变量 我 们 不 租 要 知道 它 取 什么 数值 ， 而 且 要 知道 它 取 这 些 数值 _ 
的 概率 . 

从 随机 现象 的 可 能 出 现 的 结果 来 看 ， 随 机 变量 至 少 有 两 种 不 
同 的 类 型 ， 一 种 是 试验 结果 5 所 可 能 取 的 值 为 有 限 个 或 至 多 可 列 
个 , 我 们 能 把 其 可 能 结果 一 一 列举 出 来 , 这 种 类 型 的 随机 变量 称 为 
离散 型 确 机 变量 ， 在 日 常生 活 中 经 常 磁 色 离散 型 随机 变量 ， 例 如 
诸 易 数 ， 电 话 呼 叫 数 等 等 。 前 面 讨 论 过 的 随机 现象 大 部 分 都 能 用 
离散 型 随机 变量 来 描述 ， 例 如 古典 狂 型 中 只 有 有 限 个 可 能 结果 ， 
若 对 应 于 丛 一 个 结果 用 一 个 数值 来 表征 ， 则 得 到 一 个 离散 型 随机 
变革 ， 又 如 在 # 次 贝 努 里 试验 中 , 车 以 4 记事 件 4 出 现 的 次 数 , 则 
4 可 取 值 0,1, 2, …,%, 在 呼叫 流 的 研究 中 , 车 以 红 人 记 Fo, #] 中 瑟 
-到 的 呼叫 数 , 则 下 和 可 取 值 0,1,2,…, 这 些 都 是 离散 型 随机 变量 . 

只 上 章 的 讨论 可 以 看 到 , 要 描述 这 类 随机 变量 并 不 难 , 以 次 
贝 努 里 试验 中 事件 4 出 现 的 次 数 上 4 为 简 ， 我 们 知道 它 是 样本 点 名 
的 函数 , 也 就 是 说 严格 来 讲 , 应 写作 uCw), 其 中 wE9, 它 取 的 值 是 
0, 1, 2,…,%, 并 且 知 道 4{w) 取 这 些 值 的 概 替 为 @ 


nN 
五 { 9) 一 下) 一 aj? ,=0, 1, 2 
这 里 我 们 已 经 知道 了 jC) 取 什 么 慎 , 以 及 以 什么 是 事 取 这 些 值 . 


中 ”下面 唱 现 记号 ftw) =E}, 对 于 不 右 悉 这 类 记号 的 读 壮 , 我 们 作 如 下 说 电 ， 
{Cw)= 到 是 {2; pCm)= 对 的 笠 写 ， 它 表示 具有 如 下 性 质 的 样本 点 器 的 集合 ， 在 天 
上 上 取 园 定 粗 不 一般 地 , 半 于 从 样本 空间 吕 到 数 吉 线 PR 上 的 章 值 映 曲 Ec), 基本 
是 五 的 其 一 子 侨 , 常 以 行 Co)€4} 作 为 {2 Etwm)E 4A} 的 简写 ; 用 来 表示 使 上 Cw) 之 值 
属于 4 的 那些 杆 本 点 中 的 集 侣 ， 丰 时 还 进一步 简 记 作 &-:C4) 特 姑 地 ， 储 (wo) 二 x} 
耶 为 4 乓 四) 一 so m 让 ,这 里 王 是 某 一 实数 ， 

"Os 


一 般 地 , 对 于 定义 在 梓 本 空间 如 上 的 离 救 型 随机 变量 Eo) 只 
-一 要 衣 指 出 它 取 的 值 wo 22…, zn, …) 以 及 它 取 这 些 值 的 概率 PLs(@) 
一 Zz 一 1,2,…, mo …, 就 满足 了 我 们 的 费 求 ， 显 然 要 散 到 这 一 
点 , 必须 要 求 {人 E(w) =z;] 有 概率 ， 因 为 我 们 只 对 事件 域 多 中 的 集 
合 定义 椭 率 , 所 以 必须 有 {@:5(0) 一 x1}EF. 
与 离散 型 随机 变量 不 同 ， 一 些 随 机 现象 所 出 现 的 试验 结果 
_ 丕 止 取 可 列 个 值 , 例如 测量 误差 , 分 子 运动 速度 , 候车 时 的 等 待 时 
间 , 降水 量 , 项 速 , 洪峰 值 竺 等 皆 是 ， 这 时 用 来 描述 试验 结果 的 随 
科 变 量 还 是 样本 点 四 的 函数 : 严格 写 应 是 E(w), 其 中 wE0, 但 是 
这 贿 机 变量 能 取 某 个 区 间 [e, 轨 或 (一 co, ee) 的 一 切 值 ， 

假如 想 用 描述 离散 型 随机 变量 的 方法 简单 地 罗列 所 取 的 值 
及 相应 的 概率 ) 来 描述 这 后 一 类 随机 变量 ， 则 会 嫉 到 很 大 的 困难 
一 来 是 这 类 随机 变量 所 取 的 值 不 能 一 一 列 出 ; 二 来 , 我 们 下 面 将 会 
堵 到 , 取 连 续 值 的 随机 变量 , 它 取 某 个 特定 值 的 概率 常常 是 0, 因此 . 
用 这 种 描述 方法 根本 不 行 . / 

对 于 到 连续 慎 的 随机 变量 我 们 所 关心 的 也 并 不 是 它 取 某 个 畦 
定 值 的 概率 , 三 如 在 测量 误差 的 讨论 中 , 我 们 感 兴趣 的 是 测量 误 凑 
小 于 某 个 数 的 概率 ; 在 降雨 问题 由 , 我 们 重视 的 是 雨量 在 某 一 个 量 
级 , 例如 在 100 毫米 到 120 毫米 之 间 的 冉 率 ， 总 之 ,对 于 到 连续 值 
的 随机 变量 5(@), 我 们 感 兴趣 的 是 E(w) 取 值 于 茶 个 区 章 (a, 8 的 
构 率 ， 或 取 值 于 若干 个 这 种 区 疗 的 概率 ， 因 此 应 当 要 求 {g<<&{@) 
一 好 或 个 (o) 一 好 或 一 般 地 [ED)E4y (其 中 4 是 由 区 间 经 并 ， 交 
运算 而 得 到 的 直 级 上 的 某 一 个 点 集 ) 有 概率 可 言 ;既然 只 对 概率 空 
间 (9, , 了) 的 事件 域 完 中 的 集合 才 定 义 概率 ， 因 此 我 们 自然 要 
求 上 述 集 合 属于 实 , 即 都 是 事件 . 

通过 上 面 讨 论 可 以 看 出 ， 为 了 使 我 们 感 兴趣 的 髓 率 计算 得 以 

”进行 ,我们 应 对 &Cw) 加 上 一 定 的 限制 ， 主 要 是 惨 求 {@:5(w)EB} 
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应 是 事件 ， 在 离散 型 随机 变量 的 场合 , 互 是 直线 上 的 某 一 个 点 ; 在 
取 连 续 值 场合 ，B 是 直线 上 由 区 间 经 并 ， 交 运算 而 得 到 的 茶 一 点 -一 - 
集 ， 在 概率 计算 中 有 时 要 考虑 可 列 运 党 ， 因 此 较 方便 的 是 取 轧 为 
直线 上 波 雷 尔 点 集 . 
为 此 引进 如 下 定妆 : 
定义 ” 设 E{@) 是 定义 于 概率 空间 (9, 完 , P 上 的 单 值 实 函数 ， 
如 果 对 于 直线 上 任 一 波 雷 尔 点 集 B, 有 
{oO:ECWIEB} EF (1) 二 k! 
则 称 sfo) 为 随机 灾 量 (图 1)， 而 
P{8(w)EB} 称 为 随机 变量 5(@) 的 概 
率 分 布 . 
特别 地 , 车 取 B 一 (一 oo,x), 则 有 
mtm) rER (2) . 
因此 P{#(w)<x} 有 定义 .注意 到 图 1 天 抽 变量 
Pta<E(o) 一 从 = Plo)<b}— Pilé(o)<a} (8) | 
所 以 只 要 对 一 切实 数 x 给 出 概率 P{E(w)<x}, 就 能 算出 E(w) 落 
入 某 个 区 间 [e, 到 的 概率 ， 再 利用 概率 的 性 质 还 可 以 算出 此 ao) 属 
于 某 些 相当 复 素 的 直线 点 集 《〈 璧 如 可 列 个 不 相交 的 堪 闭 右 开 区 间 
之 和 ) 的 概率 . 
定义 称 
F(z)=P{E(@) 2}, 一 co<z<<ea (4) 
为 随机 变量 ECo) 的 分 布 函数 ， 
由 (3) 立 记得 到 
Plaeé(o) 0b} =F(b) — F(a) C5Y 
在 上 面 讨 论 中 ， 我 们 根据 措 述 随机 变量 的 需要 而 给 出 了 随机 ”. 
变量 与 分 布 函数 的 定义 ， 应 该 指出 , 最 后 所 以 采用 这 种 定义 , 还 有 
数学 理论 上 的 需要 , 有 些 进一步 的 这 实 , 例如 车 (2) 成 立 则 (1) 也 成 


" 时 了 如 所 








仆 ， 由 分 布 纹 数 可 以 唯一 决定 概率 分 布 等 等 是 可 以 通过 测度 论 的 

“六 法 证 朋 的 , 这 些 已 超出 本 课程 范围 , 我 们 将 不 予 讨论 . 
概率 论 是 研究 大 蕙 随机 现象 中 的 数量 规律 的 数学 分 支 ， 研 究 

-” 押 机 变量 和 分 布 贸 数 是 它 的 重要 任务 ， 和 而 且 岂 率 论 中 所 斌 究 的 也 

大 都 局 限于 能 用 随机 变量 来 描述 的 随机 现象 .前 面 已 指出 ， 随 机 

事件 的 研究 可 道 过 示 性 阔 数 转化 为 对 随机 变量 的 研究 ， 随 机 变量 
一 一 是 取 数 慎 的 ， 国 此 可 以 对 家 进行 各 种 数学 运算 ， 研 究 起 来 就 很 
方便 . 

二 、 分 布 殉 数 的 性 质 - 

我 们 先 把 分 布 溺 数 的 最 基本 的 性 质 汇 集 于 下 列 定理 中 。 

定理 分 布 六 艇 了 (rz) 具有 下 列 性 质 : 

ti》 单调 性 : 巷 8<8, 出 F(a) 所 RC5); 

Cii) lim F(x) ~=0, lim Fw) =]; (6) 

Ciii》 左 连续 性 : F(x 一 0) 一 F(x)， 

[证 中 ji PC5) 一 Fa) 一 Piatt<b}>0. 


(i) Pl—oo<é<00)= SPingé cntl) 


四 一 一 


= > [Fln+1)—F(n)) 


= im Fin}— lm Fm)}=1 
由 于 (2) 的 单调 性 ; lim F(x) = lim Flm), lim FD) = lim Fln) 
存在 . 
一 一 因为 0 委 吕 (assT, 故 
lim F(z)=0, lim F(x)—1 
”今后 为 书写 方便 起 见 ,将 记 


* If" 


F( 一 co)= lim j(o)，B( 十 co)= lmPGzy) (7) 


(iii) 由 于 PKz) 是 单调 函数 ， 只 须 证 明 对 于 一 列 单调 上 天 的 
数 到 30 二 Tt 成 并 lim F(x。) 二 F(z) 即 可 ， 


因为 
Flr) — F(t0) = Pir r= [F(t)—F(r,1)] 
nl 


=—limF(s,) 一 到 (20) 
所 只 
F(z 一 0) =1imP(zo) 一 PKz) 
可 以 看 出 分 布 国 数 的 这 三 个 基本 性 质 ， 正 好 对 应 于 概率 的 三 
个 基本 性 质 
有 了 分 布 函 狐 ， 关 于 随机 变量 Ew) 的 许多 概 李 都 能 方 僵 咎 ， 
出 , 例如 


尼 人 KG 一直 一 站 (4G 二 0) 一 百 (G) (8) 
Pisto) ea} = F(at0) (9) 
Pls{@0)2a} =1— F(a) (10) 
Plié{@)>a} =1— F(at+0) (11) 


综 上 所 述 , 分 布 函数 是 一 种 分 析 性 质 良 好 的 函数 , 便于 处 理 ， 
而 给 定 了 分 布 国 数 就 能 算 则 各 种 事件 的 概率 ， 因 此 引进 分 布 函数 
. 使 许多 概率 论 问 题 得 以 简化 而 归结 为 函数 的 运算 ， 这 样 就 能 利用 
数学 分 析 的 许多 结果 , 这 也 是 引进 随机 变量 的 好 处 之 一 . 

可 以 证 明 广 呈 上述 定理 中 三 个 性 质 的 国 数 必 是 某 随 机 变量 的 
分 布 凌 数 , 甘于 这 点 的 讨论 将 在 第 3 节 进 行 . 

对 于 随机 变量 及 其 概率 分 布 的 研究 ， 若 接 其 分 布 苹 数 的 不 同 
类 型 分 别 讨 论 是 有 好 处 的 ,下面 我 们 将 照 此 线索 进行 ， 


* II2s" 


三 、 离 数 型 随机 变量 

”证 地 为 离散 型 中 机 变量 皇 的 所 有 可 能 值 ; 耐 pfz) 是 上 取 2 
的 概率 , 纯 
~ PiE=w} = pw t=1,2,3,. {12) 
{(zD) 一 23) 称 为 随机 变 重 上 的 概率 分 布 , 它 应 满足 下 看 

关系 : 
I DT, T=], 2 C13» 
Sip(s,) =1 C14) 


1 1 


当 给 定 了 { 人 ii 一 12) 政 人 人 一 12 …)， 我 们 就 能 很 好 地 

拉 述 随机 变量 上 因为 我 们 已 经 知道 了 它 取 什么 值 ， 以 及 以 什么 慨 

率 取 这 些 什 , 而 这 正 是 我 们 对 随机 变量 所 关心 的 问题 ， 
常用 下 面 方法 来 表 出 离 获 懂 随机 变量 的 概率 分 布 ， 


人 i "TR ) C16) 
PR) PEs) PDE), 


(15) 称 为 随机 变量 & 的 分 布 列 ， 由 分 布 列 能 一 目 了 然 地 看 出 随机 
变量 的 取 值 范围 及 取 这 些 什 的 概率 
有 了 分 布 列 , 可 以 通过 下 式 求 得 分 布 随 数 
F(2) = PlE<2) = DS prs) (16) 


显然 这 时 F(x) 是 一 个 跳跃 请 数 ， 它 在 每 个 x, 处 有 距 皮 度 pz 
当然 , 由 Fz) 也 可 唯一 决定 x 及 P(w4), 因此 用 分 布 列 或 分 布 溯 
数 都 能 描述 高 散 型 随 宙 恋 时 ， 
. ”下 面 看 一 些 高 散 型 随机 变量 及 其 概率 分 布 的 例子 。 这 些 分 布 
天 都 在 上 两 意 引 人 过 ， 
[进化 分 布 ] 大 随 机 变 景 & 只 取 常 数值 ce， 即 

网 Pia=ece}=1 

» Tl = 


这 时 分 布 函数 为 


< 一 一 
re-o) = SE (C17) 


了 T， ds 
可 以 说 , 这 样 的 @ 并 不 随机 , 但 有 时 我 们 字 区 把 它 看 作 随 机 变量 的 
怎 化 情况 更 为 方便 , 因此 称 之 为 退化 分 布 , 又 称 单 点 分 在 . 

[ 届 努 里 分 布 ] 在 一 次 试验 中 , 事件 4 出 现 的 醋 府 为 多 不 出 
现 的 概 举 为 Y=1 一 3, 若 以 8 记事 件 44 出 更 的 次 数 ， 则 六 仅 到 0, 1 
二 值 , 相应 的 分 布 列 为 

0, ) C18) 


g, P 
这 个 分 布 称 为 员 紧 里 分 布 亦 称 两 点 分 布 . 
[二 项 分 布 ] 在 % 重 贝 努 里 试验 中 , 着 以 下 记事 件 4 出 现 的 次 
数 ， 则 入 是 一 个 随机 变量 ， 下 可 能 取 的 慎 为 0, 1, 2, "1 其 对 应 的 
概率 由 二 项 分 布 给 出 -一 
总 五 二 要 一 下 
on, 8)=P lp=h) =(, )p'g 


Ek=0, 1, 2, ,Nn C19) 

关于 二 项 分 布 及 其 计算 已 在 上 章 作 过 详细 讨论 ， 这 里 不 再 重 
复 , 至 于 为 什么 称 为 分 布 , 玫 了 此 处 自然 十 分 明白 . 

顺便 指出 ， 贝 努 里 分 布 可 以 者 作 %=1 时 的 二 项 分 布 ， 这 时 相 
应 于 一 次 独立 试验 的 场合 . 

[ 超 儿 和 何 分 布 ] 对 某 托 浆 件 产品 进行 不 放 回 抽样 检查 , 著 这 批 
产品 中 有 型 件 次 品 ， 现 从 整 批 产品 中 随机 抽出 ” 件 产 品 , 则 在 这 
% 件 产品 中 出 现 的 次 唱 数 ， 是 随机 变量 ， 它 取 值 0 1, 2,…,%， 其 
概率 分 布 为 超 几 何 分 布 . 


(人 X 各 , 0 
Rs—= Pp=E} mT C20) 


C) | rE 


“一 


了 学 。 


这 个 分 布 在 第 一 悍 中 已 经 当 现 ， 我 们 还 证 明和 辽 当 忌 很 天 而 ? 较 小 
一 有 它 可 用 二 项 分 布 来 近 笋 . 
[ 普 阿 松 分 布 ] 车 随 岂 变量 上 可 取 一 切 非 负 整 数值 , 且 


而 
PE= 队 = 和 oO0b2 (21) 


其 中 4 二 0, 网 称 皇 服 共 普 阿 松 分 布 ， 
车 阿 想 分 布 是 概率 论 中 非常 重要 的 一 个 分 布 ,在 第 二 总 & 4 中 
也 对 它 进 行 过 初步 讨论 , 以 后 我 们 还 会 经 常 提 到 它 . 
[几何 分 布 ] 在 避 件 4 发 生 的 概 事 为 了 的 由 努 里 试验 中 ,车 以 
7 记 4 首次 出 现时 的 试验 次 数 , 则 为 随机 变量 , 它 可 能 取 的 值 为 
1,2,3…, 其 统率 分 布 为 几何 分 布 . 
gh, p= Pin=E}= Pp, EF=1,2,*" (22) 
”作为 一 种 等 待 分 布 , 我 们 在 前 两 掌中 已 多 次 磁 到 过 几何 分 布 ， 
,这 也 说 明了 几何 分 布 是 一 种 常见 的 概率 分 布 几何 分 布 在 往 案 论 
中 的 重要 性 , 还 在 王 它 具有 十 面 特殊 的 性 质 . 
几何 分 布 的 无 记忆 性 ”如 上 所 述 , 在 内 努 里 试验 中 , 等 待 普 次 
下 劲 的 时 间 弛 服从 几何 分 布 (422)、 现 在 假定 已 知 在 前 霹 次 添 验 中 
没有 出 现成 功 ,那么 为 了 达到 首次 成 功 所 再 需要 的 等待 时 间 丸 也 
还 是 服从 几何 分 布 (22),， 与 前 面 的 类 败 次 数 澡 无 其 ， 形象 化 地 说 ， 
就 是 犯 过 去 的 经 历 完 爹 忘 记 了 .。 国 此 无 记忆 性 是 几何 分 布 所 具有 
的 一 个 有 起 的 性 质 ， 但 是 更 加 有 起 的 是 , 在 离 黎 型 分 布 中, 也 具有 
几 笨 分 布 才 县 有 这 样 一 种 特殊 的 性 质 、 下 面 我 们 米 严 格 艇 述 并 证 
电 这 个 考 实 ， 
着 ?是 到 正 整数 值 的 随机 变量 , 并 且 , 在 已 知 92 的 条 件 下 ， 
邹 王 万 十 1 的 概 从 与 无 其, 邦和 如 服 丰 几 信 [分 -在 ， 
这 个 论断 的 证 明 拓 下; 以 了 记 上 述 条 件 赂 率 ， 并 记 gq 
二 切 一 站 及 了 Ps 一 下 过 一 下 鄞 么 Pi 一 而 一 gt 而 臣 在 已 知 一 2 
115 。 


的 条 件 下 , 9 = 十 1 的 条 件 购 率 为 二， 因此 





Pirl ,np 
fx : 
即 aa 
+! 一 1 一 
好 


注意 到 9o=1, 那么 和 = 人 1 一 p)5 因此 
Pe=(1~ Pp) "TP, 天 一 二 
这 正 是 几何 分 布 (22). 
[ 巴 斯 卡 分 布 ] 在 上 例 的 贝 努 里 试 鉴 中 ， 若 以 上 记 第 > 次 成 
功 出 现时 的 试验 次 数 ， 则 5 是 随机 变量 , 取 值 7?, * 二 1，…， 其 呈 率 
分 布 为 巴 斯 卡 分 布 


中 一 
P(E=8} =-( argrn 下 一 yy 二 1 [23 六 


这 分 布 在 上 人 党 $ 3 出 现 过 . 显然 当 * 王 1 时 , 邵 为 几何 分 布 ， 另 一 方 
徇 若 以 ?9, 记 等 待 第 i 次 成 功 的 试验 次 数 {从 第 一 1 次 成 功 之 后 
第 一 次 试验 算 起 至 第 5 次 成 功 止 ), 则 服从 几何 分 布 (22), 而 且 
6 =i 十 呈 十 攻 ; (24) 
四 、 连 续 型 随机 变量 
除了 离散 型 随机 变量 之 外 ， 还 有 一 类 重要 的 随机 变量 一 一 连 
续 型 随机 变量 .这 种 随机 变量 所 可取 某 个 区 间 [e, 拉 或 (一 ce ce) 
中 的 一 切 值 ， 而 且 其 分 布 国 数 FF(w) 是 绝对 连续 销 数 , 即 存 在 可 积 
明 数 Ztw), 使 


F(x) = | pCay (257 


入 32 为 二 | 多 分 布 ) 密 度 范 效 . 
由 分 布 图 数 的 性 质 可 知 对 Po 应 有 


了 


Doy2z0 (26) 
| prydg = 1 (27) 


| 反之， 对 于 定义 在 (一 oc; ce) 上 的 可 积 函 数 p(xz)， 车 它 满足 
”26) 及 (27), 则 由 (25) 定 义 的 函数 六 (x) 是 一 个 分 布 函 数 ， 即 它 有 
分 布 函 数 所 必须 具备 的 三 个 性 质 . 
由 (5) 立 族 担 到 
PpP{la<é<b)=F(d) F(a)= | p(x)dz (28) 


因此 给 定 密度 畏 数 , 便 可 以 算出 随机 变 其 落 人 某 一 个 区 问 的 概率 。 
正面 计算 P15 =c}, 因为 


站 全 一 中 二 已 {e<E<e 十 出 ={ pdr 
故 
上 十 下 
o<P 人 GE=oslim| n(x)ds=0 


因此 
Pi£~=0}=0 (29) 
即 连续 型 随机 变量 取 个 别 什 的 概率 为 0， 这 与 离散 型 随机 变量 裁 
然 不 同 。 因 此 用 列举 连续 型 随机 变量 取 某 个 信 的 三 率 及 描述 这 种 
随机 变量 不 但 做 不 到 , 而且 也 豪 无 意义 . 
此 外 ,上述 结 果 还 表明 , 一 个 事件 的 概率 等 于 零 ， 这 事件 并 不 


-- . -一 = 一 一 一 一 一 一 "- 一 一 


由 于 一 


pzAzm| pgady= P(r Az) PCx) (30) 


因此 密度 函数 zz)》 的 数值 反 中 了 随机 变量 取 =x 的 邻近 的 值 的 概 
_  - 束 的 大 小 ， 所 以 用 密 产 函数 描述 连续 型 随机 变量 的 概率 分 布 在 某 


" li7 + 


种 意义 上 与 离散 型 时 用 分 在 列 描 述 , 又 有 相似 之 处 . 
下 面 举 一 些 稍 列 的 连续 型 分 布 的 例子 . 
[均匀 分 布 ] 车 4, 到 为 有 限 数 ， 由 下 列 密度 国 数 定 交 的 分 布 


称 为 Le 站 上 均匀 分 布 . - - 
5 grb 
p(s) =) 0 ， 《31) 
相应 的 分 布 铺 数 为 
DO ， 区 < 二 全 
F(x}= 天， Gx (82) 
1 ， Im 


[a, 5j 上 均 句 分 布 有 时 莘 记 作 区 [e, 6]. 

者 随机 变 景 扣 服 从 [Le, 打上 均匀 分 布 ， 则 三 在 Fa, 的 中 到 值 蓝 
在 条 一 区 域内 的 概率 与 这 个 区 域 的 测度 成 正比 ， 粗 略 地 讲 就 是 ， 
# 了 到 [6, ij 中 任 一 片 的 可 能 柱 一 样 。 当 然 也 可 以 反 过 来 看 ,均匀 分 
布 正 是 把 这 种 直观 的 讲法 严格 化 . 





图 3 均匀 分 布 的 密 庭 隙 数 与 分 布 隙 笋 


到 2 画 出 了 [Le 2 上 均匀 分 布 的 密度 国 数 及 分 布 函数 ， 四 

[ 例 1] 定点 计算 中 的 合 入 误差 可 以 作为 常见 的 均 名 分布 随 
机 变量 的 便于 .假如 我 们 在 运算 中 ， 数 据 都 瞧 保 留 到 小 数 点 后 第 
五 位 ， 而 小 数 点 第 五 位 以 后 的 数字 按 四 会 五 和 人 处理。 若 以 * 表 示 
"了 78 。 


真 值 , 以 各 表示 舍 人 后 的 值 ， 则 误 闫 es=x 一 各 一 般 假 定 为 [一 05 


1075,0.5x10 习 ) 上 均 急 分 布 的 随 宙 变量 , 有 了 这 个 假定 , 就 能 对 


i 


经 过 大 明 运 算 后 的 数据 进行 误差 分 析 ， 这 种 误差 分 析 在 用 数字 计 
- - 算 机 解 题 时 是 很 必要 的 , 因为 数字 计算 机 字 长 总 是 有 限 的 ， 
[ 正 态 分 布 ] 密度 应 数 为 


PD) = ir — {33 

其 中 w>0,e 与 0 均 为 常数 ,相应 的 分 布 函 数 为 3 
l a 

F(z) = zs) eco (34) 


这 分 布 称 为 正 坊 分 布 , 简 记 为 N(a, oo). 

竺 别 当 sa 一 0, 二 1, 这 时 分 布 称 为 标准 正 态 分 布 , 记 为 N(0， 
IT)， 租 应 的 分 布 密 床 函 数 及 分 布 葬 数 分 别 记 为 Ptz) 及 二 (x) 
(图 3), 


1 3 
Pr 3 (35) 
PD Lf 襄 g 
tx) -| e Ws oT (6) 





， 图 3 正 志 密 认 函数 #(x) 





3 一 O71 3 了 全 


图 3 正太 分 市 冰雪 少 (z) 
习惯 上 把 限 从 正 汀 分 布 的 随机 变量 称 为 正 态 安 量 ， 可 以 验证 ， 医 
随机 变量 服从 正 态 分 布 No, 0) 则 睛 机 变量 9 一 - 一 < 服从， 


NCO, 1). i <- 
为 了 说 明 (33) 确实 定义 了 -个 密度 函数 ”起 要 验证 关 习 上 
{26) 及 (27), 显然 





pia} 0 
因此 剩 下 的 是 验证 (27)， 令 < 一 y, 列 
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人 


mm rm ty 
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但 是 





变换 到 和 极 坐 标 , 令 2 二 rcos0, y= 二 +sin0, 则 


= 了 站 
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从 而 完成 了 {27) 的 验证 ， 

正 态 分 布 是 概率 论 中 最 重要 的 一 种 分 布 ， 一 方面 ， 正 态 分 布 
是 自然 界 最 常见 的 一 得 分布 ， 俩 如 一 量 的 误 善 ; 炮弹 弹 落 点 的 分 
布 ; 人 的 生理 特征 的 尺寸 身长 ， 体重 等 等 农作物 的 收获 量 ; 工 
三 产 品 的 尽 寸 : 直径 , 长 度 , 宽度 ,高 度 ，…… ， 等 等 都 近似 服从 正 
态 分 布 .， 一 般 说 来 , 车 影响 基 一 数量 指 标的 随机 因素 很 多 , 而 每 个 
因素 所 起 的 作用 不 太 大 , 赔 这 个 指标 服从 正 态 分 布 ,这 点 可 以 利用 
概率 论 的 极限 定理 来 加 以 证 明 。 另 一 方面 ， 正 态 分 布 具 有 许多 和 良 
好 的 性 质 ,许多 分 布 可 用 正 坊 分 布 来 近似 , 另外 一 些 分 布 又 可 以 通 
过 正 态 分 布 来 导出 , 因此 在 理论 研究 中 , 正 态 分 布 十 分 重要 ， 

一 般 正 杰 分 布 密 论 晴 数 P(x) 的 图 形 见 图 4， 通过 图 形 或 (33) 
不 难看 出 2Xw) 在 x=6 处 述 到 极 大 ， 整个 图 形 关于 z=a 对称 . 
当 o 不 同时 , P(x) 的 形状 也 不 同 , og 越 小， 分 布 越 集中 在 z=a 附 
近 ; 当 习 越 大 时 , 分布 就 越 平坦 . 

. 由 于 正 态 分 布 在 概率 计算 中 的 重要 性 ， 已 编 各 了 了 各 种 各 冬 的 
正 态 分 布 表 , 本 书 的 附 表 中 就 有 4 一 0, og 二 1 时 的 正 坊 分 布 帘 并 浮 
数 p(w) 和 焉 态 分 布 函数 更 (z] 的 表 ， 由 于 gp( 一 2)=gp(w) 及 

一 二 1 一 砂 (w)， 所 以 表 中 只 对 下 的 4 给 出 (Cw) 及 宙 (x) 的 数 
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图 4 对 于 同一 个 a 和 不 同 的 o: 前 正太 密度 监 线 
值 . 一般 Nta,o5) 的 分 布 饼 数值 可 出 变换 而 得 


Fz) = B(* 59) 


从 表 中 可以 看 出 , 考 皇 服从 和 Co, co， 由 
PilE—al<-o}~08.27 的 
P{lé—a|<20) 95.45 的 
P{|lE—a|<30) -99.73% 





(37) 


(38) 
(C39) 
(40) 


因此 可 以 说 , 在 一 次 试验 里 , & 几乎 总 是 落 在 (6 一 30, 4 十 30) 


之 中 . 
下 例 说 明正 态 分 布 与 实测 数据 符合 得 很 好 . 


[ 例 2」 茶 王 表 厂 和 曾 对 其 生产 的 茶 个 零件 芍 重 量 收集 了 大 最 
资料 , 对 测 且 全 的 3805 个 数据 , 按 不 司 重 蚂 加 以 分 组 ,并 记录 了 不 
同 范 转 内 零件 的 个 数 (频数 )， 守 算 了 它们 的 频率 ， 结 果 如 下 表 所 . 


s T2222 于 


示 , 它们 与 4= 56.94, go 二 8.2 的 正 态 分 布 符合 得 相当 好 ， 图 5 表示 
”了 子 两 虱 符 人 台 的 情况 . 


区 间 本 了 it) 


(ee) -P(e) 


C-eo, 41.5) 125 0, O32B5 0G. 03005 














[41. 5, 43.5Y 72 D0.01892 D0.02150 
[43.5, 45.5) 124 0. 03259 0.02921 

一 [45.5 47.5) 145 0.03811 0.04431 
[47. 5， 49.5} 193 0.05072 0.055630 
[49. 5, 50.5)》 1237 自习 3 总 ,0334 
C50,5, 51.5) 131 DO.034d4 0.0398 
L861.5, 52.5) 154 0.0405 .0400 
E532,.5, 53.5} 15§6 .0410 .4 之 站 
L583.5, Sd.5} 1714 0.0457 0.0£57 
L54.5, 55.5) 146 d.0489 0. 0472 
[55.8, 56.5) 191 从 .S02 | 

. [5s6.5, $7.5) 306 加 .0541 .0486 

“ [57. 5, 58.5) 193 0,.0507 D0. 0482 
[58.5, 5 和 .51 和 如 全 ,486 0b. 0472 
[859.5, 60.5) 153 0.0409 .0454 
[G0.5, 6:.6} 176 O0469 0.0430 
[G1. 6, G2,5} 147 .0386 0. O402 
[62.5, 63.5} 144 0.0378 .0370 
[63.5, 64.5} 140 .0368 0.0331 
[64.5, 635.5) 109 0.0286 J.0299 
[65.5, 65.5) 111 .0292 0. 0282 
[86.5, G7.5) 93 0. 02444 0.02247 
[87.5, 69.5) 127 .03338 0.03553 
[89.5, 71.5) 81 0.02129 0D.02547 
[741.5, ee》 152 D. 08995 .03754 
避 者 六 二 38056 | | 


我 们 通过 下 面 例子 来 说 明正 态 分 布 的 计算 , 
[ 疯 3 ] 从 南郊 某 地 乘 车 前 往 北 区 火车 站 搭 火车 有 两 条 路 线 
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图 5 实测 歼 据 里 率 直方 图 与 正 态 密度 井 线 


可 走 , 第 一 条 路 线 尝 过 市 区 , 路 程 较 得, 但 交通 拥 贸 ， 所 和 需 时 间 { 单 
位 为 分 ) 服 从 正 态 分 布 和 N(50,100), 第 二 条 路 线 沿 环 城 公 路 走 ， 路 一 
程 较 长 , 但 意外 阻塞 较 少 , 所 需 时 间 服 从 正太 分 布 和 N(60, 16), (1》 
假如 有 70 分 钟 可 用 , 间 应 走 哪 一 条 路 线 ?(2) 若 只 有 65 分钟 可 用 ， 
马 应 走 哪 一 条 路 线 ? 

[ 解 ] 显然 应 走 在 对 许 和 的 时 间 内 有 较 大 概率 及 时 赶 到 火车 站 
的 路 线 , 若 以 7 记 行 车 时 间 , 则 有 关 概 率 如 下 : 

C1 有 70 分 钟 可 用 时 走 第 一 条 路 线 及 时 赶 到 的 概率 为 


Pir<70) = 一 夯 (2) 一 0.9772 
走 第 二 条 路 线 及 时 赶 钉 的 概率 为 
Pir<?70) = )=®(2.5) =0.9938 


因此 在 这 种 场合 , 应 走 第 二 条 路 线 . 
《2) 只 有 65 分 种 可 用 峙 走 第 一 条 路 线 及 时 赶 到 的 概率 为 
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一 


Pr<65》 -2 )= 中 (1.57 -=0.9332 


人 


走 第 二 条 路 线 及 时 赶 到 的 概 举 为 


Pfrs651= c( 全 )= PB (1.25) 一 0.8944 


因此 这 种 场合 应 走 第 一 条 路 线 . ! 
[指数 分 布 1 分 布 密 度 函 数 为 


Ae 2a, wD 
2?) = j v0 (20) 
分 布 函数 为 
1 一 26 一， 30 
Fe) = i z ci0 42) 


这 里 4 六 是 沉 数 ,这 分 布 称 为 指数 分 布 . 

指数 分 布 有 重要 应 用 , 沿用 它 来 作为 各 种 * 考 命 " 分 布 的 近似， 
例如 无 线 电 元 件 的 寿命 , 动物 的 寿命 , 电话 问题 中 的 通话 时 间 ， 随 
机 服务 系统 中 的 服务 果 间 等 都 常 假定 服从 指数 分 布 . 

指数 分 布 的 重要 性 还 表现 在 它 具 有 类 侯 于 几何 分 布 的 “无 记 
忆 性 。 设 随机 变量 上 服从 指数 分 布 (42)， 则 对 于 任意 的 8 由 
£0, | 

好 一 中 省 十 和 


已 信 >s 十 村 E> 9 一 一 站 让 一 et 





因此 
Plsrtlé>~s) = PE 1} {43} 
假如 把 解释 为 亚 命 , 则 C43) 表明 , 如 果 已 知 寿 命 长 于 s 年 ， 则 再 
活 t 年 的 几 率 与 年 令 s 无 关 , 所 以 有 时 又 风趣 地 称 指数 分 布 是 “ 永 
远 年 青 " 的 . 
下 列 素 实 也 是 正确 的 ; 指数 分 布 是 唯一 共有 性 质 (43) 的 过 续 
型 分 布 ， 


“IT25。 


我 们 来 证 明 这 个 论 办 ， 
设 £ 是 非 负 的 ,其 分 布 函 数 为 F(z), 记 | 
Gm) = Pir} 
出 由 (43) 可 以 得 到 i 
Gt G() 
对 一 切 8 这 0, t 产 0 成 立 , 因为 GL) 关于 zx 单调, 所 以 由 第 二 章 84 
3| 理 短 
Gs) 一 人 me 
用 于 GC2) 是 概率 , 故 0 一 a<1， 可 以 写成 上 =e 5 其 中 4 一 0。 又 
因为 五 ( 扫 是 连续 型 分 布 , 鼓 
Flr)=1— Gr) 一 工 一 全 7 TO0 
从 而 证 明了 结论 ， 
应 当 指 出 ,指数 分 布 与 普 阿 松 过 程 有 密切 关系 ， 阁 以 让 DD 记 
参数 为 共 的 普 阿 松 过 程 , 以 记 它 第 一 个 跳跃 发 年 的 时 刻 , 则 
Pirn>t} = PIE(1) = 0} 
因 慈 
: Pirimil=e*t 
这 说 明 + 服从 指数 分 布 (42)， 下 面 把 这 个 结果 推广 到 更 为 一 般 
的 场合 . 

上 -分布 ] 若 太 和 ) 是 参数 为 4# 的 普 阿 松 过 程 ， 以 r- 记 它 
的 第 7? 个 跳跃 发 生 的 时 划 、 事件 1 生生 发 生 表 绷 第 7 个 踊跃 出 
现在 时 刻 # 之 前 , 因此 事件 {8(2) >7r) 发 上 生 ， 期 {rf 二 C5(1) 之 
?反之 ， 若 事件 { 红 让 实 7 发 上下， 即 在 时 刻 tt 时 5&( 引 之 值 不 小 于 
r, 这 时 第 7 个 跳跃 已 经 出 现 过 , 因此 事件 {rt 二 人 科 发 生 , 即 有 {E049) 
?TCC4f: 达 他。 综 上 所 述 可 知 

{rr ={E(D 7} | (44) 

以 下 Co 记 Y 的 分 布 国 数 , 则 
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Fy= Pr t= PiS(t) 7} 


AtY (Atiy'e -24 
-A 2 -2 
因此 
p(t — P(t) 


之 ， 


下 二 个 让 二 他 
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-” 因 对 王 任 意 的 了 一 0 4 一 0， 


ee 


of (Cr) 
我 们 称 密度 羡 数 为 
用 tay 
oy 0 v0 
心 ; 汉 二 3 由 


kant 


{45) 


(46) 


的 分 布 为 工 -分 布 . 其 中 4 一 0， 7 一 0 为 参数 简 记 作 GCC4，7) 


‘图 6 ). 


前面 垃 千 说 明 普 阿 松 过 程 中 第 7 个 跳跃 发 生 的 时刻 服 从 三- 
分 布 ， 此 外 , 六 -分 布 在 概率 论 , 数理 统计 , 随机 过 程 中 还 有 不 少 应 


. 用. 


量 然 当 7? 了 二 1 村 , 站- 分布 化 为 指数 分 布 、 另 外 , 当 * 为 正 整 数 
时， 服从 站 -分 布 的 随机 变量 可 以 看 作 是 7 个 服从 指数 分 布 的 随 


“机 灾 量 之 和 , 这 个 性 质 与 巴 斯 卡 分 布 类 似 。 
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图 6 六 -分 布 密度 函数 
* 五 、 关 于 分 布 函数 的 一 些 结论 


我 们 已 经 证 明了 分 布 国 数 是 单调 量 数 ， 利 用 实 变 数 耻 数 迄 中 
尖 寺 单调 畏 数 的 一 般 结果 名 , 不 难 推出 分 布 函数 具有 如 下 和 性质 : 

《1) 分 布 销 数 至 多 具有 可 列 售 不 连续 点 ， 

《2)》 对 分 布 销 数 F(xw}) 有 得 内 格 分 解 - 

F(zr)—=e Fw) tt cofy(aw) i cesslx) (47) 

其 中 Fi(#) 是 踊跃 下 数 , 了 a(x) 是 绝对 连续 国 数 , FaCz) 是 所谓 桨 寞 
随 数 ， 它 们 都 是 分 布 畏 数 了 而 0ces 所 1, f= 二 1,2,3, 且 cit+cs 二 cs 
一 ] 

在 我 们 讨论 过 的 分 布 国 数 中 , 离散 型 分 布 因 数 是 让 跃 苦 数 , 吉 
当 于 在 (47) 中 取 5 一 I，pca 一 人 一 0 的 场合 ; 而 连续 型 分 布 昂 数 是 
绝对 连续 函数 , 相当 于 在 (47) 中 到 6; 二 1, ci 一 63 一 0 的 场合 ; 自然 
会 想到 , 也 可 以 下 cs 一 1, ce1 = 二 cs 一 0， 得 到 为 -… 类 分 布 函 数 ， 这 个 
结论 是 正确 的 ， 理 论 上 确实 存在 着 另 一 类 分 布 图 数 一 一 奇异 型 分 
布 国 数 , 它 是 连续 函数 ， 但 却 不 能 表 为 不 定 积分 ， 因 此 它 没 有 密 诬 





纹 数 .不 过 到 目前 为 止 ,党 用 的 分 布 都 是 离散 型 或 连续 型 的 , 因此 


D 大 看 复旦 大 党 数 举 系 , < 实 登 数 国 数论 与 区 函 分 析 妖 要 xf 第 二 版 )， 上 海 科技 
出 版 社 , 1963, 第 四 草 ， 
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-一 可 


我 们 不 准备 对 奇异 型 分 布 多 加 讨论 ， 以 后 证 明 结 果 或 是 对 离散 型 


进行, 或 是 对 连续 型 进行 , 或 者 对 一 般 分 布 进 行 ， 不 再 强调 三 种 类 


型 的 混合 了 。 


$2. 随机 向 量 , 随机 变量 的 独立 性 


一 、 随 机 向 最 及 其 分 布 
在 有 些 随 机 现象 中 , 每 次 试验 的 结果 不 能 只 用 一 个 数 来 描述 ， 


“而 要 同时 用 几 个 数 来 描述 , 例如 对 于 钢 的 成 份 ,需要 同时 指出 它 的 


合 碳 量 , 含 硫 量 , 含 殉 量 , 等 等 ， 这样 , 对 应 于 每 个 样本 点 m， 试 验 
的 结 东 将 是 一 个 疝 量 (5 (oo (0@), ,nt02))， 这 个 向 量 取 值 于 
% 维 欧 几 里 得 空间 五 *. 

定义 ”车 随机 变量 (6)， sa(a) ss(o) 定 义 在 同一 概率 


. 空间 (如, 窑 , 卫 ) 上 , 则 称 


二 (GD 一 人 ED E09), -= Em)) (1) 


构成 一 个 维 随 机 向 是, 亦 称 并 维 随机 变 置 ， 显 然 ， 一 维 随机 向 


基 即 为 随机 变 景 . 

部 然 可 以 对 柄 机 向 量 的 一 个 个 分 量 分 别 研 究 ， 和 但 是 我 们 马上 
就 会 看 到 , 把 它们 作为 一 个 向 量 ， 则 不 但 能 研究 各 个 分 量 的 性 质 ， 
而 且 还 可 以 演 察 它们 之 间 的 联系 ， 对 许多 问题 来 说 ， 这 是 十 分 必 
要 的 . 

对 于 个 实数 4， rzoy mo 


E810) < £2( 00) ry, ny sn) Ts} 


一 站 {éi(0) < EF {2) 


亦 即 对 于 BR" 中 的 如 维 区 间 0, 二 了 (一 oc,z,), 有 
t= 
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{EC0) EC EH 
利用 测度 论 的 方法 还 可 证 明 , 若 B, 为 BR" 上 任 一 波 雷 尔后 集 ,- 
也 有 
(E(w) EB EN C8) 


以 后 我 们 将 要 用 到 这 个 结论 {图 1 ). ~ 


类 似 于 一 维 的 场合 , 我 们 引进 如 下 定义 ， 
定 祥 称 呈 元 国 数 
可 《21 Foy < 
(4) 
为 随机 向 量 去 (@) 一 (E(a)，5a(o) ECo)) 的 【联合 ) 分 布 
函数 ， 
. 给 定 了 联合 分 布 函 数 后 ， 可 以 计算 事件 {gj 所 二); 拒 本 过 
Bn 的 概率 , 例如 当 ==2 有 . 
Pla 人 eb, Ga Eb ~ 一 
一 Fed, ba) — FE, Bo) — Fo, G2) 4 Fl &} 《57 
这 个 结果 容易 从 图 2 看 沁 ， 
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图 1 二 抢 陋 讯 向 区 图 2 注 渗 率 计 算 

类 伺 工 一 维 的 场合 ， 可 也 证 基 多 兆 分 布 函数 的 一 些 性 质 ， 例 
如 关于 每 个 次 元 单调 , 关于 每 个 变 元 左 迹 续 , 以 及 
130+ 


(TR, oe 一 se，… 人 0 一 自 (C6) 


站 下 《十 oo， 十 Rs, 二 coo) 二 1 (7) 


开外 , 利 冉 峰 训 的 非 负 性 ， 可 以 知道 45) 起 在 边 是 非 贰 的 反 
之 ， 满 足 这 些 要 求 的 一 元 遂 数 是 某 随 机 变量 的 分 布 函 数 ， 类 似 的 
结论 对 维 场 全 显然 世 成 立 . 
随机 向 量 的 分 布 立 数 也 有 离散 型 与 连 绪 型 的 分 别 ， 在 痪 散 型 
-2 坊 合 ， 概 素 分 布 集中 在 有 限 或 可 列 个 点 上 , 例如 第 二 介 $3 中 给 
出 的 多 项 分 布 ， 就 是 一 个 例子 ， 在 连续 型 场合 ， 存 在 着 非 负 和 函数 
人 


Fo 一 | pl gn) dg 8) 

这 里 的 (21, …, zu) 称 为 密度 函数 , 满足 如 下 两 个 条 件 
Dts aa (9) 
| | pe ageram=l (10) 


随机 向 量 的 概念 ， 在 各 个 基础 学 科 和 工程 技术 中 已 有 广泛 应 
用 .例如 在 量子 为 学 中 ， 粒 了 千 在 森 个 区 城 昌 的 出 现 是 通过 概率 业 
搓 述 的 ， 洲 以 攻 表 承 它 的 波 国 数 , 则 | 则 |2 且 为 密度 藤 数 ,而 

川 |p 1drayds 


就 给 出 读 粒 子 在 区 域 @ 出现 的 概率 . 

均匀 分 布 和 ?元 正 态 分 布 是 比较 常见 的 两 和 多 维 连 续 型 分 
布 . 

[均匀 分 布 车 G 为 Rr* 中 有 限 区 域 ， 其 测度 3>0; 则 由 密 
- 蓝 跑 数 


1 
Pe …， -| {x1, ECG 
0， {zu "Tn EV 


给 出 的 分 布 称 为 人 如 上 的 均匀 分 布 . 
在 第 一 章 几 何 概 率 一 节 中 , 我 们 已 看 到 壬 匀 分 布 的 各 种 例子 . - 
[多 元 正春 分 布 ] 车 吾 = (61;)) 是 nn 阶 正定 对 称 矩 阵 ，[4 BB 
一 (ri 表示 B 的 逆 阵 ; | BI 表示 B 的 行列 式 的 值 , 4 = (ci ez 
是 任意 实 值 行 向 量 , 则 由 密度 函数 
站 (ri ee En) 


放 
= 一 一 exp ro) (es— 0) | (127 
《2r)2 [如 | : b=l 


定义 的 分 布 称 为 rn 元 正 态 分 布 , 简 记 为 Nla, B). 
这 个 密谋 函数 岂可 以 改 为 如 下 向 量 形 式 : 


P(X) =——#1eXP (xB) {13) 
(2x)3 | BI 
这 里 (x 一 Q)" 表示 加 有 量 (x 一 中 的 转 置 ， ~ 


?元 正 态 分 布 是 最 重要 的 一 种 多 维 分 布 , 它 在 概率 论 , 数理 统 
计 , 随机 过 程 论 中 都 占有 重要 地 位 , 具有 许多 重要 性 质 ， 对 于 这 些 
性 质 的 叙述 和 证 明 ， 我 们 将 在 引进 了 更 有 力 的 工具 后 再 进行 ， 这 
里 我 们 将 对 它 的 特殊 场合 一 一 二 元 正 态 分 布 逐 步 直 接 导 出 这 些 性 
质 . 

二 、 边 际 分 布 

为 方便 起 见 , 讨论 将 对 二 维 场 合 进 行 , 多 维 时 这 些 结论 仍然 成 


先 讨论 高 散 型 分 布 的 场合 , 在 这 种 场合 , 有 关 概 念 特别 容易 理 


考 虚 二 维 随 机 向 量 (8,D), 设 5 取 值 zwo 3 也 值 护 , 扩 这 
PiS—Fn 9 =} = pri, yy ,j=1, 2, (14) 
PiS=2}= P(t), t=1, 2, re (15) 

“了 732， 


_ 一 


Pin=y;) = Py), j=1, 2,"" 《C163 


g(zi 所 )220， 之 ,8(zi #3)=1 C17) 
” 花 外 , 对 固定 的 二 

SY PUT,, y;)= Plé=2.}) = P(x,) (C18 
__ 面 对 国定 的 j 

之 了 (Zi yi) = P= = Ply (19) 


换 杀 话说 , 由 联合 报 率 分 布 , 对 于 固定 的 i 甘于 7 了 求 和 得 到 的 概 
素 分 布 ; 而 对 于 回 定 的 区 王 主 或 和 得 到 了 的 颖 率 分 布 . 
这 里 pz 与 92() 称 汶 P(x) 的 边际 分 布 ， 这 个 名 称 
的 含义 通过 下 询 两 倒 特 天生 很 湾 楚 , 
，， [ 例 1] 和 袋 中 装 有 2 只 白 球 及 3 愉 黑 球 ， 现 进行 有 放 回 的 揽 
球 , 定 闵 下 列 随 抽 变量 
= 第 1 深入 出 白 球 = ， 第 2 次 摸 出 白 球 
0， 第 1 次 摸 出 黑 球 0， 第 2 次 措 出 黑 球 
则 (二 人 的 联合 颖 率 分 布 与 过 际 分 布衣 表 1 给 出 ， 
[ 例 3 前 鲍 中 若 采 用 术 放 回 神 球 , 则 (#, 四 的 联合 概率 分 布 
及 岂 际 分 布 由 玫 2 给 旦 ， 
























































靶 1 有 放 园 摸 球 的 艇 率 分 布 家 2 不 放 回 换 球 的 稳 率 分 布 
2 心 1 {wi : 中 : 
n 41 Yi 1 | 1 Patys) 
0 3 | 2.3 2 0 了 .二 | 卫 .3 3 
， Ss 5 名 加 5 4 5 二 各 
5 ES 5 Ss 号 5 二 5D 4 5 
2 ea 二 
Pet) 豆 Pw | 6 
一 了 


在 上 面 殉 个 表 中 ,中间 部 分 是 (8, 们 的 联合 构 率 分 布 , 而 边沿 
部 分 是 上 及 颖 的 三 府 分 在 ， 它 们 由 联合 分 布 经 同一 行 或 同一 到 航 
相 加 而 得 昌 来 , 边际 ”一 字 即 由 上 面 双 行 表 的 外 谣 而 有 求 ， 

让 我 们 再 注 疙 一 个 重要 事实 ， 两 例 中 志 及 的 (边际 ) 分 布 是 
相同 的 ， 但 是 它们 的 联合 分 布 却 完全 不 同 ， 这 里 可 以 看 出 联合 分 
而 不 能 由 岂 际 分 布 唯一 确定 ， 也 就 征 遂 二 维 随 册 向 量 的 性 质 并 不 
能 由 它 两 个 分 芋 的 个 别 性 质 来 确定 ， 这 时 还 必须 考虑 它们 之 间 的 
联系 , 庆 也 说 明了 研究 多 维 随 机 向 量 的 作用 . 

一 般 地 , 在 他 太 是 二 维 随 机 向 基 , 其 分 布 国 数 为 F(z,y)， 我 
们 能 由 F(x, 纺 得 出 二 或 地 的 分 布 函数 . 事实 上 ， 

玉民 的 一 王 个 < 和 一 五 个 <21<ee = F(x, 十 cc) (C20) 
同 理 

Fg) = Pn = F(t+ oo, ¥) 
Ko 下 六 9) 称 为 了 F(z, 弛 的 边际 分 布 函数 . 
者 五 (z, 的 是 连续 型 分 布 畏 数 , 有 密 庶 防 数 pCx, 的 , 那 各 
一 | | zcw ydvdy 
因此 (ww?) 是 连续 型 分 布 隐 数 ,其 密谋 函数 为 
Jo 一 | po, yay (21) 
同 还 Fake 是 连续 型 分 布 国 数 , 其 密度 函数 为 
m=) pir, dz 
DCE 及 Pa(9) 称 为 p(w 的 的 边际 分 布 密度 函数 ，. 
[二 元 正 态 分 布 ] 函数 


(88)=— ex 1 1 四 
人 2rG1OAA 1—r? b 2t1—*¥:) 


和 oz 


| ol TIO 
"1348 


这 里 a 5, Ils 2, Li 为 常数 ， O10, o>0, [r+|<=1, 称 为 二 元 正 
分 布 密度 函数 (图 3). 
显然 这 是 元 正 术 分布 当 R=2 时 的 特殊 情况 , 相应 的 


人 oi dF 


= » bb d=0, 92 一 已 
TTT < 





我 们 来 求 其 边际 分 布 窗 度 函数 , 令 2 二 aw, gC. 由 (21) 


Cs 


"rh 


知 
p(w) = pl Da 


dr 1 
a xp 201 72) [W2749 + ldo 


lo | ll 
~ 21 Cl __AA2mTEL 一 和) 





Fi 27M v2 
EXD 3 一 C—O 
p 1 201—72} ! 2 
1 ys ” ] 3 3 
a 2 | a 可 一 (一 下 四 sz 一 了 la 
1 
< 一 一 上 
2 gr 
1 cE 
A 27 D (23) 


于 p(w) 是 (a, o?) 的 密 认 函数， 同 理 





_ Pa(#) = J (24) 
因此 二 元 正 态 分 布 的 边际 分 布 仍 为 正 态 分 布 ， 这 是 一 个 重要 的 结 
论 . | 
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图 3 二 和 拆 正 志 铸 度 曲 面 1 
由 (22) 定 文 的 B(z; 妃 显 然 非 负 , 区 由 于 Yl 





” | 1 i 
| | plaray=)] re "arel 


因此 我 们 已 旷 带 验 汪 了 Ptw, 四 确实 是 一 个 密度 省 数 ， 

三 ， 奈 任 和 分 布 

对 于 多 个 随机 事件 可 忆 订 论 它 们 的 苯 件 概率 , 同样 地 , 对 于 多 
个 随机 变量 也 可 以 过 论 它 们 的 和 全 分 布 , 并 由 此 得 出 重要 结果 . 

仍 革 二 纵 的 场合 和 进 行 讨 论 ， 也 还 是 先 从 离散 型 开始 ， 这 时 并 
无 多大 困难 ， 

车 已 知 上 wii (pzi>>0) 则 事件 弛 = 的 条 件 峰 率 为 


om PST N= (Ci 
Pt yslé Ti 恶人 一 公庄 加 P(x) 《25)》 


这 式 子 定义 了 随机 变量 ? 关于 随机 谈 量 的 厅 忻 分 布 ， 在 一 
般 情况 下 , 它 不 同 于 pd8;)， 这 表示 从 的 值 可 以 得 出 甘于 的 某 
二 站 了 和 二 . 


些 结 论 , 反之 亦 然 . 
对 于 一 般 贿 机 向 基 《5，77)， 我 们 也 想 定义 条 件 分 布 谓 数 


Pn<y ls =x}， 但 是 由 于 仅 出 现 PtE= 加 = 一 0， 因此 我 们 不 能 象 
《25) 那 样 简单 地 定义 . 
| 自然 会 想到 可 以 用 

Pl | =} C= Hm PU TY 


~ lim Pi 人 ET ny 
PIEr Ar}Y 


是 工 咯 纪 
EA, 9)— Fx, #) 
At ce) 一 万 (rr oo) (26) 


米 定 义 ， 
特别 是 对 于 有 连续 密度 函数 的 场 台 , 这 定义 导出 
i PU VA 


Pln<ylé=7} = lim 
sz "| | py, vdudy 


利用 中 值 定 惠 , 当 2p.(z) 六 0 阿 ， 
| Ps, ba 
< 一 一 二 " Pt{Y, 2 7 
Pln<y|# 2 PE | ey dy 


国 此 在 给 定 上 =z 的 条 件 下 ,7 的 分 布 密 论 辣 数 为 
Dr, y) 
p(y (2) (27) 


同 理 可 得 在 给 定 ?一 # 的 条 件 下 ,的 分 布 密度 了 葡 数 为 


?(z19) = 了 (28) 





- -这里 当 艇 也 要 求 p08) 寺 0. 
L 例 3 对 和 由 22) 定义 的 二 元 正 术 分 布 求 笨 件 密 度 函 煞 


Pl¥lz), 由 (27) 
"IT37 se 


一 . - 


poy 1T | 
2 引信 一 ry = 20-7) - 


| 全 )2 27(2—a)(y— 6) {Y— + 


宇 
oi TT 201 


1 一 


-Ep | ;i 
-| 2r(xz—a)(y—b) 上 (一 ll 


ot Us 





-1 。 一 
To or Pl 20— ri os on 
-ep 
AAA2reronAT 一 2 XP 202(l1—7:} 


-| 一 (5+r2a(z- | (29) 


从 这 里 我 们 看 到 , 二 元 正 态 分 布 的 条 件 分 布 仍然 是 正 态 分 布 _ 


(5+r22( 一 ao3(1 一 9 ) ) (C30) 


特别 指出 ， 这 里 m=5 二 7:(% 一 4) 是 z 的 线性 函数 ， 这 个 结 


论 在 一 些 统计 问题 中 很 重要 . 


加、 随机 变 伍 的 独立 性 

在 上 章 中 ， 我 们 看 到 随机 事件 的 独立 性 起 着 很 大 的 作用 ， 下 
面 研 究 随 机 变 基 的 独立 性 ， 引 人 如 下 定 艾 . 

定义 设 王 ,…; E54 汶 % 个 随机 变量 ， 若 对 于 任意 的 xz， wn 
成 立 

下 人 有 (31) 

则 称 &1,，…，& 是 粗 互 独立 的 . 和 

若 5; 的 分 布 限 数 为 卫 ,(2), 它们 的 联合 分 布 阔 数 汶 F(z …'， 
tn) 则 31) 等 价 二 对 一 切 z,…, zn 成立 


= IF 


Fas 820 一 页 (00 下 (oa (32) 
- -~ 一 在 这 种 场合 ， 由 每 个 随机 变量 的 (边际 ) 分 布尔 数 可 以 唯一 地 
确定 联合 分 布 函数 ， 而 且 由 (26) 可 以 看 到 ， 这 时 条 件 分 布 化 为 无 
”条 件 分 布 
z P<y|s=2) = Pp{ < (33) 
即 出 & 的 值 不 能 得 出 任何 关于 的 结论 ， 
”对 于 离散 型 随机 变量 ，(31) 等 价 于 对 任何 一 组 可 能 了 的 值 
《zs) 成 立 
P81 二 = 必 [ oy 一 必 =P{E=21}:"P{E, = 必 ,} (34) 
例 1 中 有 放 回 摸 球 时 的 8 与 7 是 相互 狼 立 的 ， 这 于 联合 分 布 
取 生 法 表 的 形式 ; 反之 , 例 2 中 的 点 与 9 不 是 独立 的 。 这 些 例子 也 
说 明 , 如 果 两 个 随机 变量 有 相同 的 分 布 , 则 它们 可 以 是 独立 的 , 也 
可 以 不 是 独立 的 ， 
! ”对 于 连续 型 随机 变量 , 条 件 (31) 的 等 价 形式 是 对 一 切 zz *…， 
za 成 六 
PR Ba) = DCT Pr os) (C35) 
这 里 2(z1,，…， zs) 是 联合 分 布 密 度 函 数 , 而 入 (zi) 是 各 随机 变量 
的 密度 函数 . 
[ 例 4] 下 (定义 的 二 天 下 考分 机 有 


Pw) gs( 拉 一 4 





必 一 一 
2T70710» xp 


(22) 比 较 可 知 ， 要 关系 式 (35) 成 立 的 充 要 条 件 是 

站 一心 (36) 
_ 即 服从 二 元 正 态 分 布 的 随机 变 基 独立 的 充 要 条 体 是 二 0, 这 于 条 
件 分 布 (29) 化 为 


一 一 下 137 六 





1 
PY Iw) = /aro 一 2ezfgD 


eI39 9 


了 本 
mn pp PE ee ep 


这 与 (33) 是 一 致 的 . 

上 面 我 们 列举 了 随机 变量 独立 性 的 各 种 表 湛 形式， A 
一 般 随 机 变量 成 立 和 的 ， 有 些 上 只 对 高 散 型 或 连续 型 才 成 并 ， 一 
来 ,这 些 条 件 比 较 易 于 验证 ,下 面 我 们 介绍 另外 一 个 条 件 ， 人 
不 易 验 证 , 但 在 理论 研究 中 有 用 . 

随机 变量 £1, 52，…， 相互 独立 的 充 要 条 件 是 对 一 茹 一 维 被 
雷 尔 所 集 瑟 Bz,*…, 五。 成立 

PIEEBI, EE Bo, , E.EB.,} | 
=PISEBI} PIE2E Bo} PIE CB} (37) 
论断 的 证 明 要 用 到 测度 论 , 己 超出 本 谋 程 范围 ， 

当然 也 可 以 建立 % 维 随机 同 量 与 澡 维 随机 向 量 和 nn 相互 独 
立 的 概念 , 这 时 要 求 成 立 

了 SGE4, WEB} 一 PEE4 PEB) 
其 中 4, 召 分 别 是 任意 一 个 4 维 及 避 维 的 波 雷 尔 点 集 . 

脖 然 看 二 与 了 独立 , 则 二 的 子 向 其 与 9 的 子 向 量 是 独立 的 . 

此 外 ， 注 意 到 若 二 ， 纪 ，…， 扣 相互 独立 ， 则 其 中 的 任意 
ff(2<y<f) 个 贿 机 变量 也 相互 独立 例如， 我们 证 明 所 ，55，…， 
5，-_1 相互 独立 ， 

下 人 1 一 Enlil! En oo} 

=P{lé1<m} PE rn JP 人 Eco 
= PER Pd m1) 

随机 变量 的 独立 性 概念 是 峰 率 论 中 最 基本 的 犹 念 之 一 ， 也 是 
景 重要 的 概念 之 一 ， 关 于 独立 随 初 变量 的 研究 构 蕊 了 概率 论 的 重 
要 课题 , 我 们 将 在 第 五 章 中 介绍 一 些 基 本 结果 . 

有 了 独立 性 的 狗 念 ， 可 以 介绍 一 个 导出 正 崔 分 布 的 条 件 ， 死 
证 明 一 个 分 析 引 理 ， 

引 理 大 拟人 及 多 的 《zz30，8220) 是 不 恒 和 输 于 0 的 过 续 葬 
-I 


数 , 而 上 且 对 一 切 非 负 实数 2 及 # 成 立 
一 一 ~ flv)oty) =BhCr tity) {38) 
出 z 
fx) =ka’, 20 (39) 
这 里 大 及 主 是 常数 ,620. 
[证 明 ] 首先 证 明了 (0) 才 90. 用 反 证 法 ， 假 定 了 (0)=0， 则 
(9) 三 0, 由 于 9(9) 不 恒 为 0, 有 一 个 入 使 9(90) 二 0 因此 了 2) = 
Mat 40) 0, 这 与 f(x) 不 得 为 0 的 条 件 了 矛盾, 因此 (0) 二 0. 同 再 


可 证 90) 寺 0. 
其 次 在 t38) 中 令 3 一 2 8 一 0 得 并 2380) = 有 (a), 又 在 (38) 中 
令 2 一 0,9 二 得 了 C0)g(z)=h(z)}, 因此 
: f(z)9(0) =f(0)9(2) =&(2) 
7 两边 除 以 了 (0)9(0) 并 记得 到 的 比值 为 pC2), 则 得 
f(s)_ gz)_ Rlz) 











ft0)™ 900) Fog 7?) (40) 

代 估 (C38) 得 
Px} PY) = DEE+ {41 
利用 第 二 姆 8 4 引 理 知 
Pa) = 
因此 
fr) = fC0)a 

引 ] 理 得 证 ， 


了 工 身 证 踢 落 所 分 奋 ] 在 火器 射击 问题 中 ， 假 如 过 射击 目标 中 

心 作 直 前 伐 标 输 衬 轴 及 了 和 轴 ， 每 次 射击 弹 落 点 由 于 随机 因 如 影响 

盆 偏 离 日 标 , 它 的 坐标 (5, 人 是 一 个 二 维 随 机 变量 ， 假 定 它 满足 下 
列 条 件 

四 了 


(1) 5 与 9 具有 连续 的 密度 孙 数 ,分 别 记 为 pC2) 及 Ps(9)》 

(2) 与 相互 独 广 ; 

《33《E, 1 的 密 诬 函数 在 (%，8) 点 的 慎 仅 与 它 到 原点 的 距离 
Y 一 A/i2 十 欠 有 关 。 则 二 与 了 均 服 从 正 坊 分 布 . 一 - 

[证 明 ] 记 仁 ，07 的 密度 函数 为 zz, 拉 ， 由 人 恨 定 (3) 知 
2faz 扔 一 go 十 所), 再 由 假定 (1), (2) 知 

PFI PY = A + ) C42) 
因为 p(w2) 及 Pp2( 引 是 密度 函数 ， 当 然 不 能 恒 仁 于 0, 故 可 利用 
引 理 [把 pikz) 看 作 fz%?)，pa(9) 看 作 9(8), 9Cw 和 十 拓 ) 看 作 
A 十)j， 得 治 
nw) =ka* 

由 于 Pi(2) 是 (一 o0, cc) 上 的 密 诬 函数， 因此 必须 有 0<a<1， 记 


-to 1 
a=e ,其 中 gi>0, 利用 | Bi(z)az 一 1， 可 知 丰 一 737TT 
这 样 一 米 ， 


一 ia 
因此 上 最 从 正 杰 分布 ， 同 理 可 证 了 也 服从 正 坊 分 布 ， 


8 3 ， 随 机变 是 的 函数 及 其 分 布 
一 、 波 填 尔 函数 与 随机 变量 的 函数 
在 许多 问题 中 需要 计算 随机 变量 的 函数 的 分 布 律 ， 例 如 在 无 
线 电 接收 中 , 某 时 刻 收 到 的 信号 是 一 个 随机 变量 车 我 们 把 这 个 
信号 通过 平方 检 波 器 , 则 输出 的 信号 为 = 多， 这 时 我 们 需要 求 9 
的 分 布 律 。 又 如 在 统计 物理 中 , 已 知 分 子 适 动 速度 择 的 分 布 , 要 求 
其 动能 ?一 去 mm 全 的 分 布 律 ， 这 类 问题 既 普 遍 而 又 重要 , 接 下 来 我 


= 工人 2 。 


们 就 要 讨论 它 , 


~、 这 类 问题 较为 一 般 的 提 法 是: 若 § 是 随机 变量 , 求 二 g(5) 的 


一 一 此 


一 


分 布 律 

为 了 使 放 右 分 布 律 可 言 ,当然 要 求 了 是 随机 谈 量 , 因此 对 函数 
# 一 8( 鸭 也 必须 有 一 定 的 要 求 , 为 此 我 们 提出 如 下 定义 . 

定义 设 #=8Kz) 是 Ri 到 及! 上 的 一 个 映照 , 车 对 于 一 杞 型 


中 的 波 雷 尔 点 业 互 均 有 

rir) EBINED)I {1) 
其 中 织 |! 为 RI 上 小 雷 尔 0- 域 ， 则 称 9{x) 是 一 元 波 名 尔 《可 测 ) 
饼 数 . 


波 雷 尔 函数 是 很 广泛 的 一 类 函数 ， 我 们 所 磁 到 的 大 部 分 落 数 


都 是 波 需 尔 函 数 , 特别 地 , 已 知 所 有 的 连续 启 数 及 单调 涵 数 都 是 波 


雷 尔 函数 . 
若是 概率 空间 (QQ, 家 , 已) 上 的 随机 变量 ， 而 glw} 是 一 元 波 
填 尔 函数 ， 则 98( 是 (如 ， 移 ,已 ) 上 的 随机 变量 ， 事实 上 ， 对 一 切 
BE 和 | 有 
wg EB} (OS) Eg (BN)}EF {2) 
这 里 六 六 BD) 二 {7:9(2)EB1), 由 (1) 知 它 是 一 维 波 雷 尔 点 华 , 再 根 
揭 随 机 变量 定 闵 中 的 (1, 1) 式 即 得 (2)， 
有 时 , 我 们 述 要 考 虑 随 抽 向 量 的 函数， 例如 7 一 丘 十 后 就 是 随 
机 向 量 (é&1, 62) 的 隙 数 , 一 般 地 , 变 研 究 77=g(&1，…， awj) 及 其 分 布 , 
这 时 对 元 限 数 二 9(T4 zw) 出 要 有 相应 的 要 求 , 
定义 设 y=9(z0…, zw%) 是 如 到 R! 上 的 一 个 映照 , 车 对 一 
切 BR! 中 的 波 雷 尔 点 集 B81 均 有 
| {C81 oy Ca) D1 ,PE BINET. (3) 
其 中 密 , 为 RE" 上 波 雷 尔 0- 威 ， 则 称 多 xz，…，z) 为 产 元 波 雷 尔 
《可 测 ) 函 数 . 


-一 


sa 了 3。 


同样 地 ， EF "gy 上 是 (全 , 殉 ,已 ) 上 上 的 随机 辐 草 ， 而 gr, hi 
zs) 是 中 元 波 雷 尔 函 数 ， 则 gC， 0) 是 (CQ, 家 ,， P) 上 的 随机 
变量 ， 


这 个 事实 证 明 如 下 : i 
作品 :人 二 人) ss Sn) EB 
一 《DIE ,Sno Eg UB)EF (4) 


其 中 g-'(B) 是 (3) 中 点 集 , 它 是 1 维 波 雷 尔 点 集 , 而 按 (2, 3) 妓 得 
最 后 的 关系 式 . 

更 一 般 地 ， 还 村 研 究 % 维 随机 向 景 ( 瑟 ，…，&。) 的 rk 个 函数 
9 这 里 9 …, gm 元 波 吉尔 区 
数 , 这 是 一 个 m 维 随机 向 量 , 需要 求 出 它们 的 分 布 ， 

一 般 地 来 说 , 对 于 离散 型 随机 变量 , 求 它 的 函数 的 分 布 并 不 很 
困难 。 例 如 : 若 皇 的 分 布 列 为 

人 To oo ) 
Dis Prey , Pr 
则 wl2) 的 分 布 列 可 由 下 法 得 到 , 列 出 
(i Pp Ta , PTa), 0 
Pis Pa 加 = ) 
当然 这 里 可 能 有 茶 些 p(zi) 相 等 , 把 它们 作 适 当 并 项 即 可 ， 

[离散 福 积 公式 ] 车 & 与 9 是 相互 独立 的 随机 变量 ， 它 们 都 
取 非 负 整 数值 , 其 狂 率 分 布 分 别 为 fo)} 及 全 中 ,下面 我 们 来 计算 随 
机 变量 = 十 1 的 概率 分 布 。 因 为 

{E=r}={£=0,7=7)+ {=1,9=7—1}+ .+ {6=7, n=0} 
利用 独立 性 的 假定 得 到 _ 
cr— Pie=7}=a0br +t ab 1 tabo, ?=0,1,2,.. (5) 
这 就 是 求 独立 随机 变量 和 的 分 布 的 公式 一 -离散 搜 积 公式 ， 亦 称 
离散 卷 积 公式 ， z 
se 于 本 可 


一 





i 


下 面 的 讨论 主要 对 迄 续 型 随机 变 关 进行 我们 将 由 莘 到 繁 逐 
”于 识 人 . 

二 、 单 个 随机 变量 的 函数 的 分 布 律 
-党 从 两 个 简单 的 例子 开始 

[ 例 1」 老 苦 机 变量 点 有 密 庶 力 搜 人 #5), 而 7 二 a8 十 b, 这 里 

4 二 0， 求 9 的 密 认 了 数 82). 
-aa 于 解 」 分 别 记 5 与 7 的 分 布 还 数 为 (2) 点 QCD), 显然 有 
Gy = Pliny = Plas tito-y} 


站 = RE)， 攻 ob 





C6 
PI#>0 = 1 P(e), 车 a<<0 
因此 
~ 1 /yb 
2 . 一 了 4 叶 4 0 
g(¥) = 与 《7) 
一 )， 车 a<0 
1 gC— 
gD) = C8) 


把 例 1 的 结果 应 用 到 正太 分 布 的 场合 ， 游 所 服 队 W(a,，o7)， 
则 ?一 和 :4 的 密 诬 函数 


| EC 
9(#) =0 "Fg exp ;= oe - != Le 
起 人 人, 1 这 是 我 作 量 已 提 到 过 的 . 
AS 列 3」 才 5 为 产 续 型 随机 次 量 , 其 分 布 窗 庭 为 P(x), 求 7= 


为 分 布 。 | 、 
pe 和) 4 








[ 解 ] 记 G{)=P{sinE 过 办， 当 y 所 一 1 时 ，G 9) = 二 0 当 

y>] 时, GC) 二 1， 当 一 1 之 y 拟 1 时 ( 赂 1)， ， 
GH) = Pl! sin E<y) 

= SP{2kr 一 (r 十 sin-iy} E22k7 | sin iy TT 


B= 一 


= | Co (9 





图 1 了 = sinE 的 分 布 


一 般 地 ， 若 二 为 连续 型 随机 变量 ， 其 密 庆 国 数 为 p(w), -本 
了 二 了 》， 我 们 对 下 雷 两 种 情形 进行 讨论 ， 

(1) 车 fx) 严格 单调 ， 其 反 销 数 了 1(y) 有 连续 导 国 数 ， 出 
9 二 了 (8) 是 具有 密度 阔 数 外 

pf JE gg) I)| (10) 

的 连续 型 随机 变量 . 

[证 明 j 对 于 性 一 实数 4， 记 使 zw) 过 a 成 立 的 4% 的 值 的 范 
围 为 C9), 出 


Pln<a} —P{f(E) <a)} =P(EEB(0)) 
=| ?Cndr=| BEF)IIE 9D)T ay 


这 里 用 了 积分 的 变数 代 换 。 由 上 式 知 道 5 为 连续 型 随机 蕉 一 
密度 阔 数 为 (10)， ， 地 


学 
WD 这 里 和 下 面 都 约定 ,对 使 反 函 数 苑 意义 的 y, 密度 函数 定义 为 0，. 
= 了 和 在。 


1 利用 这 个 结果 直接 计算 例 工 中 的 密度 函数 。 下 面 是 另 


» 3 
[ 例 3] 车 4 服从 | 一 卫 ,各 | 的 均 句 分布,$==tg9, 试 求 风 的 
~ 度 函 数 g(y)， 


[ 解 ] 记 y=tg%, 则 2 二 t8- 雪 ,学 = 了 zr 因此 由 (10) 知 


1 1 
= 一 eh Ey 11 
gy) i Ti < (11) 


了) 定义 的 分 布 称 为 柯 西 分 布 , 它 是 概率 论 中 有 各 的 分 布 之 一 
(2) 沙 于 0 在 不 相 重 释 的 区 闻 五 ，Is，…* 上 逐 段 严格 单调 ， 
其 反 冰 数 分 别 为 各 CD), ho(9)，*， 而 且 (9) 如 (9),… 均 为 连续 
时 数 , 那么 1 一半 是 连续 型 随机 变量 , 其 密度 函数 为 
PRCg) J Ay) | 十 PLR Rg) T+: (12) 
[证 明 」 痊 定 实数 a,] 以 召 :(9) 记 了 中 使 了 x)<a 成 立 的 x 的 
关 合 , 显然 诸 吾 (o) 不 相交 ， 而 


Pin<a) =P(f(D<a} =P{EE DB) = pds 
: + 让 
= pr Clay 


= (Epc) lac) lay 


因此 是 具有 窗 认 消 数 (12) 的 连续 型 随 抽 挛 量 ， 

这 结果 包含 了 单调 的 场 全 (10), 此 外 , 例 2 也 是 其 特殊 场合 . 
再 看 下 面 例子 . 
[人 鲍 47 车 皇 服 从 (0,1), 计算 六 = 皇 的 密度 函数 . 

[ 解 ] y=f(x) 一 22， 分 段 章 调 ， 在 (一 co，07 市 反 国 数 4 一 
《8 一 一 w 而 在 [0, oo) 中 反 函 数 为 z= 如 (8) 二 VT, 因此 根 


» 了 学 7 。 


所 (12) 知 间 的 密度 阔 数 汶 
gy) = 9(— -V7)| -zy 2 了 | +9/ Ta 


-了 地 
二 3 局 2， #0 《13) 


顺 怀 指出 , (13) 是 下 列 分 布 当 1 = 工时 的 特例 。 

[Lx 分 布 ] 具有 密度 函数 
一 一 一 e 2, Xd 人 0 《1? 
207 3) 
的 分 布 称 为 具有 自由 度 ? 的 2 分布. 

3 分 布 在 获 理 统计 中 市 重要 应 用 。 与 (1. 46) 中 的 六 -分布 比 


较 , 我们 可 以 知道 z2 分 布 是 它 的 特例 , 其 中 取 4= 志 ,7 一 多, 即 为 


1 六 
G( 雪 ' 委 ) 


这 里 , 我们 过 再 提 和 到 一 个 有 有 趣 而 重要 的 事实 . 
上 均 纯 分 布 的 特殊 地 位 ] 老 随 机 变 基 二 的 分 布 国 数 为 Flw)， 
因为 中 xz) 是 非 降 欧 数 , 对 任意 0<y 志 1, 可 定义 
Flicy)=inf {rz: Fr) >y) CL 
作为 POz) 的 反 函 数 . . 
下 面 考 女 随 机 变 芍 9 了 (6) 的 分 布 ， 这 里 (x) 是 连续 函数 . 
对 Dx], 


P(X) = 


Ed 


Pid<r} = PI{P(E) x) 
= PIE) 一 下 (机 -Ho 一 入 (16) 
即 8 二 卫 ( 如 服从 [0,1j 纺 杀 分 布 ， 这 个 结论 在 党 计 中 起 重要 作用 . 
到 之 ,在 日 服 具 [0, 1 多 与 分 布 ,对 任 癌 分 布 国 数 Flw), 仿 ” 
£=: Pt(0) {17) 


+» X42" 


Pl£<<r— PF iN 一 一下 一 五 fr 
… 一 个 此 是 服从 分 布 函 数 (x) 的 随机 变量 . 
这 样 ， 只 要 我 们 能 产生 [0，1] 中 均匀 分 布 的 随机 变量 的 子 社 
_ ，《 竟 给 值 )， 那么 我 们 也 就 能 通过 (17) 产 生 分 布 函数 为 F(x) 的 随机 
变量 的 子 样 ， 这 结论 在 蒙特 卡 治 方法 中 具有 基本 的 重要 性 ， 通 党 
的 散 法 是 利用 数学 或 物理 的 方法 产生 [0，1] 中 均匀 分 布 随 机 变量 
“的 子 样 ( 称 为 均 勾 分 布 随机 数 )， 再 利用 变换 (17) 得 到 任意 分 布 的 
随机 数 ， 
* 随 机 变量 的 存在 性 定理 “利用 上 述 结果 , 我 们 可 以 给 下 面 定 
理 一 个 构造 性 的 证 明 . 
定理 若 (x) 是 左 连续 的 单调 不 减 函 数 ， 且 F( 一 oo)=0,， 
(十 2) =1, 则 存在 一 个 将 率 空 间 (Q， 守 ,， P) 及 其 上 的 随机 变量 
。 (中), 使 帮 w) 的 分 布 函数 正好 是 了 F(z). 
[ 远 填 ] 取 避 =[0,1], 再 取 家 为 [0, 1] 中 波 雷 尔 点 集 全 体 ， 
而 己 取 为 直线 上 的 勒 贝 格 测度 ( 它 是 长 度 概 念 的 推广 , 但 对 一 切 波 
雷 尔 点 集 都 有 定义 )， 定 义 96(@) =o, 则 go) 是 (9, FF, P) 上 的 随 
机 谈 量 , 又 对 一 切 0 起 x 志 1， 
Pidto)})<r} =P{oEL0, 2£)}=2 
回 此 9(w) 服 从 [0, 1] 上 均匀 分 布 . 
再 利用 (15) 定 义 了 ~1(y)， 当 然 它 也 是 单调 函数 , 从 而 是 波 和 前 
尔 函 数 , 令 
E(0)=F-'(0(%)) 
则 E(o) 是 (9, 萝 , P) 上 的 随 抽 变 量 ,而且 由 上 段 讨 论 可 知 , 它 的 分 
布 函 数 正好 是 F(z). 
三 、 随 机 向 最 的 函数 的 分 布 律 
车 了 一 了 (0 …， ,而 (81 ;1) 的 密度 函数 为 P(r4 ea)， 
“一 则 同上 面 一 样 寺 论 可 以 得 到 


a 二 


GY) =P = {| PR TAdTL dr (C18) 


. Fe 
“* 我 们 看 一 些 例子 . 

[和 的 分 布 ] 车 1 王后 十 名 而 人 9) 的 密度 国 数 为 Hb oj， 一 一 
则 


Fl#)=PH<#} = | | PTL Ta dT ds 


正二 站， 世 六 
- 一 、 
= 人 (per zdridr, (19) 


特别 当 5H，53 相互 独立 时， 有 p(w，2) = 二 P(A)ps(x2)， 这 里 
Dw) 为 5&1 的 密度 函数 ，Pa(%2) 为 52 的 密度 国 数 ， 代 入 (19) 得 


F(y)= | a | po } Par2 Ja 


-| dn pce) psoas 和 
= [| p(s) p(s—s dr lis 
因此 的 密度 聊 数 为 
Px) =| pil) ps—u)du 《20) 
也 可 写 为 
pGD) 一 | pie—u) plu) du (21) 


《20) 或 (21) 称 为 褐 积 公式 (或 卷 积 公 式 ), 在 概率 论 中 相当 重要 ， 
[ 商 的 分 布 ] 车 41 一色 ， 各 (5 E) 的 害 度 函数 为 六 (za za); 则 - 
Ge) = P19 =P 生 <zl=| | Pm wads dr 


ETE Th 


* 30 


一 “一 ma 一 - 


妖 的 密度 悄 数 为 
一 .- gry =| p(n, 2dz 一 | P20,8) 2d 


= pC)0ydz+ | pa)aodz (2 


=|- | z | pilzr,2)} ds (23) 


*E 关 于 顺序 统计 量 的 若干 分 布 ] 消 后 ; ,5&1 是 相互 独立 
的 随机 变量 , 具有 相同 的 分 布 ， 这 里 的 寻 及 绎 相当 于 把 1，#,， 
”2s 按 大 小 顺序 重新 排列 为 - 
Ef (24) 
的 末 项 及 首 项 ， 它 们 在 非 参 数 统计 中 有 重要 应 用 。 下 面 讨 论 几 种 
_。 与 它们 有 关 的 分 布 ， 
首先 求 绎 的 分 布 国 数 ， 
PiEr<r} = Plmax(El, Ex》 
— PS 二 < 
=P{é<2): Pla) (Eis) 
一 [Bo ]” (25) 
其 次 求 红 的 分 布尔 数 . 注意 到 
PlEtm2} = Plmin(, £2 0 6) 2) 
=Pitir, Et, + Er} 


PlEl>T} PSE mtr} {En 1 
一 [1 一 下 (oz)]， 。 
- 因此 


已 { 寻 一 cy =1 一 [1 一 下 (ay]s (26) 
进一步 ,讨论 ( 君 , 如) 的 联合 分 布 ， : 


记 G(r, y) = PE iY, EF), 


车 zz>9, 则 
Ol%, 8) = PEt <r, ty) 
= P(E<y) =[LF()Y (27)-* 
若 z<y， 则 


Ur, #1) = PEt iL, EY 
= Plér < )— Pllr yp, Er<iy) 


=LFOy))"— L(Y) — FOr) (28) 
其 联合 密度 函数 为 
0, Ty 
一 29 
gb, y) Dep pe af Fer Ty (29) 


最 后 , 我 们 来 求 报 台 忆 = 于 一 此 的 分 布 密度 函数 fol7?), 好 名 
对 也 0, 了 a(7) 二 0, 若 7r 汪 0, 则 _ 


~ 一 
P{R<r}= | | g(x, ydrdy 


=|[_[[ gw, ydy ar 
= [{ gc, s+ a)de ds 


=| [| s (TX, 和 +a)dz |az 
因此 
fa(7)=|_ gl, wr 


n(n 1) | [PCztr) Fy] 四 
“rf (s+ rd (30) 

四 、 陆 机 向 量 的 变换 
若 (， 人 “的 密度 国 数 为 Ppl, wi Xr), 求 9 =f{é, iF 


» 152 。 


En), ry nm fms ~ 4 的 分 布 . 这 时 有 
| Gy, "ey mn) = PUN < 本 和 


(ee 


FP 


于 [en 
显然， 这 是 最 一 般 的 筷 合 ， 当 rr 二 1 时 便 是 随机 向 量 的 函数 
-一 的 情形 ， 当 六 =# 一 1 时 得 到 单个 随机 变量 的 函数 的 情形 ， 下 面 考 
席 另 一 个 重要 的 特殊 情形 , 即 当 (EL … E00 与 C4 ,7mn) 有 一 一 对 
应 变换 关系 时 , 当然 这 时 一 m 必须 成 立 . 
车 对 二 了 (Wz) 存在 唯一 的 有 反 国 数 x ( 0， 各) 一 2 
人 一 1 3 有 (7 的 密 话 国 数 为 9 Ya)) 那么 


Go 90) = a ee, aa an (32) 
比较 (31) 与 (32) 可 知 1 


(Ys 0 Yn) 
= me, EF |2 |， 党 (C1 i zy 小 属于 fi ny 了 的 慎 域 








0 让 他 33) 
其 中 为 坐标 变换 的 雅 可 比 行列 式 
Xl Dirn 
oy ol 
=| (34) 
or ..。3zn 
dn oy 


“这 里, 我 们 假定 上 述 偏 导数 存在 而 且 连 续 . 
公式 (33) 对 应 于 单 变量 场合 的 公式 (107， 也 可 以 导出 对 应 于 
会 式 (12) 的 多 变量 场合 的 公式 , 这 留 给 读者 作为 练习 。 


LL 


[5 例 5] 若 (E,E) 的 密度 图 数 为 2(gr oahb 而 -人 














1 =aé.+ dE (35) 
人 3 £6 ds 本 
» Yo. 
这 里 A= : | 关 0, 试 来 (m1, y) 的 密度 函数 4(91, 加 )， 
[和 解 ] 在 这 个 钢 中 
#1= fw ta) 一 不 2 drs, y2— fT, Xi) er tadra ' 
因此 
4 = 人 一 Ry 2 = 十 到 3 
陋 
王 五 
7 bb A|j_al-be__ 1 
加 履 三 A: 一 可 一 
“A A 
最 启 得 到 
局 b c 1 
. DI — oe — 1 + #2 
. 1 2 


lad—be| (36) 


[全 6€] 省 5 #1 为 独立 随机 变 黄 , 昌 具 有 相同 的 指数 分 布 密 
谋 请 数 


ee TD 
Co) =: 0， zt 


试 求 a 一 f+ 与 P= 二 的 密 府 隐 数 gw, 9). 


[ 解 ] 对 xz0, oz0 作 变 换 & 二 x 十 y= 也 ,因此 w= -到 
| 了 十 弥 
lv 


a 站 本 村 » 





# 











ds 1 1 
lav a2) [1 zl 和 
ar oy | | oy 
一 括 腑 
A 
; 一 二 队 -一 下 
CIA dA ee 
= Wert (C37) 


意外 的 是 , 这 盟 的 a 导 甩 是 独立 的 ,分 别 基 有 密度 we 太 
五 、 随 机 变量 的 涵 数 的 独立 性 





1 
{19 


”首先 证 明 一 个 定理 . 


定理 车 后 ， …， 尔 是 相互 独立 的 随机 变 基 , 则 六 (二 )》， 
ftE4) 也 是 相互 独立 的 , 这 里 了 .C3==1, 避 8) 是 任意 的 一 元 波 雷 尔 
活 数 ， 
证明 j 对 任意 的 一 扒 波 荔 尔 氮 梨 好 如 有 
P{fi(E EB, 1 f,(E) EB,) 
= PIé&.Efr1 (CBD, :", &nEfr! CB )} 
= PSE CBD} PE,Efa' (B.))} 
=PUf(E)EB} PU (CE)ED,} 
定 奸 的 结论 在 站 现下 是 明显 的 ， 和 担 在 定理 的 证 明 中 却 要 两 次 
用 到 未 证明 的 论 斯 (2.37?， 其 中 第 一 次 用 来 指明 对 上 有 的 有 


活 概 率 可 以 化 为 乘积 的 形式 ， 另 一 次 用 来 说 明 最 后 前 等 式 表 明 


fi(é1), “3 fn Er) 是 相互 独立 的 ， 且 第 一 次 是 难以 避免 的 . 
例 说 是 ， 即使 筷 相 同 的 随机 癌 量 构成 的 不 同 邱 数 也 可 能 是 


”独立 的 , 这 种 情况 在 概率 论 与 数理 统计 中 相当 重要 , 下面 再 讨论 一 


三 轩 全 


些 例子 . 
[ 例 7] 车 5 与 9 是 相互 独立 的 随机 变量 , 均 服从 (0, 1) 


试 证 p= 本 二 屯 及 9p 一 tg 人 (时) 是 相互 独立 的 ， 
[ 解 ] 采用 极 坐 标 ,z=recos0,y 一 rein0, 因此 7 一 VR 六 
8 二 tg -二 ,因为 (纪念 的 密度 冰 数 为 


_ 一 (让 2 十 革 全 
站 31 一 Dm Y 














询 
3 Cos —rsing 
一 一 一 竹 
Ay oy . 
ar 3 si 入 Feosd 
故 (p, o) 的 密度 国 数 为 


1 


gr, 0) e'sts /3.p 
一 1 eh 全 
一 元 7e 1 ?0 0 27 (38) 


即 p 一 ww 后 十 开 的 密度 函数 为 
re ro 
如 (六 一 0, < 从 
这 个 分 布 称 为 瑞 利 (Rayleigh) 分 布 . 
而 p= 48 一 二 服从 [0，2z] 中 的 均匀 分 布 ， 而 且 它 们 是 独 
了 的 . 
这 个 结果 常 斌 用 来 产生 服从 正 坊 分 布 的 随机 教 ， 秘 法 如 下 ; 
产生 相互 独立 的 [0, 1 均匀 分 布 的 随机 数 DFT。 仿 
E 一 《一 21n0 cos2nU, 
=(— 2n0,) sin2rt, 


《39) 


(40) 


* 半 了 看 所 


则 二 与 六 是 相互 独立 的 六 (0, 1) 随 宙 数 ， 
一 -、 这样 微 洗 的 理由 让 读者 自行 论证 . 

[ 秽 8j 若 (后 ，E) 服从 二 元 正 态 分 布 (3.22)， 其 中 必 一 由 
5 一 0， 令 
四 一 上 ros 作 十 此 :3in gy Ta = Esinat facosg (41) 
这 组 0sCs27r， 是 某 个 角度 我们 来 求 《nl，may 的 密 庶 霄 数 
Cs 1), 
这 里 可 直接 用 例 5 的 结果 ， 共 中 =1, 因此 


du, 5) = PHeosa — Vsing, Wsing + ooor) 


-1 vd | 
= KP! gr (A —2Buv + Ov’) 


{42) 
其 中 


cn:2e rosmoindg , sinia 
1 TiO oa 
Bosoina psin’a eos a cosasing 
ot Ta C3 
= 里 “ 全 
sin:er coasasing eos 
C= 十 27 一 一 一 一 一 有 一 
oy vio CT 


由 (42) 可 看 出 由 二 维 正 志 变 最 (51,52) 经 坐标 旋转 而 得 的 随机 向 量 
(C73, 1 还 是 服从 正 态 分 布 ， 进一步 ， 者 迁 使 得 


152c = (43) 
oi— os 
则 至 =0， 因 此 六 与 和 ;独立 ， 这 说 明 二 元 正 态 分 布 可 经 适当 的 坐 
全 话 转 化 为 两 个 用 立正 分 布 之 各 
- 第 三 章 小 结 


本 章 中 我 们 详细 地 研究 了 随机 变量 . 用 随机 变量 描述 随机 现 
象 是 近代 概率 论 中 最 重要 的 方 浴 ， 以 后 我 们 所 讨论 的 随机 事件 几 
2138s 


平 没 有 例外 的 都 用 随机 变量 来 描述 ， 

我 们 给 出 了 随机 变量 的 严格 定义 , 按照 这 种 观点 ， 随机 变量 是 
定义 在 样本 空间 上 的 具有 某 种 可 测 性 的 实 值 六 数 ， 只 是 出 于 历 餐 
的 原因 , 才 煞 用 “变量 * 二 字 ， 

对 于 贿 机 粥 量 ， 重 要 的 是 要 知道 它 取 哪 一 些 什 以 及 以 怎 入 的 
概率 取 这 些 值 ， 从 这 个 角度 讲 , 分 布 函 数 洁 整地 描述 了 随机 变星 
同时 , 分布 卫 数 具有 良好 的 分 析 性 质 , 很 便于 研究 , 它 是 研究 随机 
变量 的 重要 工具 . 

离散 型 随机 变量 与 过 续 型 随机 变量 是 最 重要 的 两 类 随机 变 
量 , 下 于 它们 的 取 值 范围 不 同 , 因此 对 它们 的 描述 及 处 理 方法 都 有 
很 大 不 同 , 应 该 进行 对 比 , 从 和 而 加深 理解 . 

”我 们 还 介绍 了 多 种 分 布 函数 ， 而 且 比 较 注 重 各 种 分 布 函数 的 
特征 性 质 ， 这 些 分 布 函数 在 不 同 的 理论 和 实际 向 题 中 扮演 着 重要 
角色 ， 本 

正 态 分 布 是 袜 率 论 中 最 重要 的 分布 ， 在 应 用 中 及 理论 研究 中 
目 有 头等 重要 的 地 位 ， 它 与 二 项 分 布 太 普 阿 松 分 布 是 概率 论 中 最 
重要 的 三 种 分 布 。 判 断 一 种 分 布 重要 性 的 标准 是 (1) 在 实际 工 
作 中 经 常 磁 到 ; (2) 在 理论 研究 中 重要 ,具有 较 好 的 性质 ; (3) 用 它 
能 导出 许多 重要 分 布 。 以 上 三 种 分 布 都 满足 这 些 要 隶 。 

把 几 个 随机 变量 放 在 一 起 研究 时 不 但 需要 研究 各 个 分 量 个 别 
的 性 质 ， 而 且 要 考虑 它们 之 间 的 联系 ， 从 而 大 大 丰富 了 研究 的 内 
容 , 条 件 分 布 及 独立 性 概念 也 随 之 出 现 , 它们 是 条 件 概 率 及 事件 独 
立 性 娄 念 在 随机 变量 场合 的 具体 化 , 在 今后 研究 中 很 重要 , 

随机 变量 的 函数 的 分 布 律 的 推导 ， 在 数理 统计 中 及 在 概 素 论 
的 许多 应 用 中 相当 重要 .我 们 这 里 分 三 种 类 型 介绍 了 最 基本 的 处 
理 方 法 .这 部 分 内 容 ， 只 有 通过 动手 多 作 练习 才能 中 国 窜 所 


二 了 学 由 二 


一 习 ”是 


-二 直线 上 有 一 质点 , 每 经 一 个 单位 时 间 ， 它 分 别 以 概率 p 及 1 一 g 疯 右 
或 向 左 移动 一 档 ， 车 该 质点 在 时 刻 0 从 原点 出 发 ,而且 和 经 次 人 移动 是 相互 独立 
“试用 随机 变 基 来 描 运 这 质点 的 运动 (以 5 内 示 时 刻 时 质 芝 的 位 置 ). 
`， 设 上 为 幢 努 里 试验 中 第 一 个 游程 (连续 有 的 成 功 或 类 败 ) 的 长 ， 试 求 
大 率 分 布 。 
3， 2 应 取 何 值 才能 使 下 列国 数 成 为 概率 分 布 : 


71) f(b) = b=1,2, 1 NW (2) f(b) = O00, b=el, 2 Ac 


。 .证 珊 久 数 
eh 


fm) = el, vee 


到 。f 个 密 座 函数 . 
5， 洲 上 的 分 布 函 数 为 (10, 4 求 主 落 在 下 列 范围 的 概率 ， (176, 39) 
7 12) C3)(13, 15). 
6。 洁 上 5 的 分 布 国 数 为 Ni60, 9), 潜 分 点 训 ， go da 4 使 上 落 在 (一 o0， 
的 概 于 之 比 洛 7 了 :24:38:21:7， 
?。 才 上 的 分 布 冰 数 为 入 (5.4)， 求 9 使; (1)P{E<q) =0.90; (2}P1|# 
-5a =0.01, 
8。 设 了 (Tz) = 了 三 x ， 试 证 F(z) 具有 下 列 性 质 ; (1) 非 阶 ; (3) 市 连 
续 ，(3)F( 一 o0)=0, F{ 十 o0) 三 1. 
9， 试 证 : 车 Pl 和 z1} 宕 1 一 8， Pl 写 1-a, 则 Pir 和 Eer, 1 
一 (& 士 后)， 
”10。 设 随机 变量 二 取 慎 于 [9，1]， 若 了 fp<s 一 疗 只 与 长 度 y 一 x* 有关 
(对 一 其 0 三 #<<#<<1), 试 证 ££ 服从 [0,1] 均 匀 分 布 ， 
“ii1。 若 存在 合 上 的 实 值 函数 Q( 四 及 五 (8 以 及 全 (zy 及 芋 (x)， 全 
je (同一 总 XDA 人 (有人 (2) + DO TST) 
- 贡 区 (4fo, 8 人 是 一 个 单 参数 的 指数 艾 ， 证 明 51) 正 坊 分 布 丰 (fp 0) 已 知 
于 参数 ci 《2) 正 态 分 布 丸 fm 0i)， 蔬 知 ro 关于 参数 oj 【3) 普 阿 挫 
(如) 关于 41 是 一 个 单 套数 的 指数 族 . 
是 [0, 0 上 均匀 分 布 , 关于 晴 不 是 一 个 单 参数 的 指数 族 . 


* 1 


T123、 完 迪 二 元 痪 数 四 
1, w+ty = 
Fw, D=! 7 一 
婴 ， 天 十 站 < 站 


验证 此 上 散 数 对 每 个 变 元 非 降 , 左 连 续 ， 且 满足 (2.6) 及 (3.7), 但 无 社 局 (2.5) 


保持 非 筑 ， ” 


I3。 试 证 zz， 殷 = 瑟 east+55 2 为 癌 度 牙 数 前 充 阳 条 件 为 af 
tO, 再 2 一 可 < 人 Ki br. 


14、 洪 fw), fa) 为 分 布 密 论 , 求 为 符 站 x 3) 一 了 (zx) 了) 二 klz, #8) 
成 为 密度 函数 ,8(z, 幻 必 须 而 且 只 须 广 足 竺 么 条 件 。 

15。 寺 (所 放 ) 的 密度 函数 为 

fx n= 下 0， 闻 庆 各 
0, 其 他 

试 求 : (1) 当 数 4 《2)P{<2, 和 < 让，(3)& 的 边际 分 布 ; (4)P 始 十 < 
{SIFftr ly C6 PSL2 nl}. 
16。 若 (5 7) 服从 二 元 正太 分布 , 参数 a, b, oji o4, mr， 以 D(X) 记 下 再 
厨 的 内 部 


{ 一 2 og) (yb) 1 
了 


ot CFD 3 
试 汞 PAE, 7)ED(A)). 
17。 证 明 允 项 分 布 的 边际 分布 仍 为 多 项 分 布 . 
18- 设 二 维 随机 变量 (5&, 力 ) 的 腾 溃 帘 府 为 


Px, = Tyr) ios 
d 


1 
Tiwik,) 
hh>0, 0 试 求 二 与 7 的 边际 分 布 ， 

19， 车 的 是 对 应 于 分 布 函 数 Pr) RCz)，F(Cz) 的 窗 


底 孙 数 ， 证 明 凋 寺 一 切 at 一 1 开交 <1), 下 列 函 炽 是 密度 函数 ， 且 具有 相同 的 
边际 密度 随 数 flr), fi tr), fa tr): 


fa Ta, Ha) 
= rf zfs) {1 al2h (sg) — 112F (re) ~ 112F, a) 
20. 设 5 与 有 所 可 了 瑟 独 立 的 随 顷 变量 , 均 服 从 几何 分 布 
gk, p=9 1 k=1, 2,.. 
= THO 


令 P=maxtt, 9), 城 求人 1 有) 的 联 全 分布; 31 的 分 布 ，53)E 美 于 的 
条 人 性 分 布 ， 
1 1》 著 导 人 的 联 有 密谋 的 数 为 


fm 有 = 与 9 是否 相 所 独立 
0， 其 他 
(2》 若 (#, 人 的 联合 密度 函数 为 g(z 的 = 和 MY, OEY 
0， 共 他 
与 9 是 否 相互 独立 7 
22 设 (和 六 纺 的 联合 密度 函数 为 
站 < 守卫 区 
sl — nvainysina) 当 02X 时 
P{r, H, z) -) E27 
0， 其 他 


试 证 去 着 两 两 独立 , 但 未 相 百 独立 。 
23。 设 (所 引 具 有 联合 密 庶 困 孝 =- 


1 二 11 3 


0, 其 他 
试 证 点 与 ? 不 独立 ,但 晤 与 9 是 相互 独立 的 . 

24.， 车 所 与 和 是 独立 随机 变量 , 均 职 从 普 阿 松 和 分布， 大 数 为 4 及 4,， 
试 直接 证 明 

(1)》 各 二 E 具有 普 阿 讼 分 布 , 参数 为 1 十 hs 


(2 Phtlats = (rr) (rr) 
25， 沿 < 媳 粗 互 狸 立 且 第 以 概率 却 政 什 十 1 及 一 1, 令 上 = 与 , 试 证 所 


办 ,二 隐 两 独立 供 不 相互 独立 ， 
25， 者 上 服从 普 阿 险 分 布 , 参数 为 1， 试 求 (1)7 aE 十 名 及 (2)0 一 让 的 
分 布 . 
27. 设 吉 的 密语 函数 为 a(z), 床下 列 随 机 变量 的 分 布 函数 :(I]7 一 6-1; 
这 里 P= 二 0; (2)n=tgE; {37n = 12). 
28。， 对 名 的 直入 作 近 侯 度量 , 设 其 值 均 多 分 布 于 (e 本 因 , 试 求 加 面积 的 
-- 全 » 161* 


分 布 密 度 ， 
29。 若 二 ?7 为 相互 独 六 的 分 别 服 从 [0.1] 均 杀 分布 的 随机 变量 ， 试 求 _ 
= 上 十 力 的 分 布 窗 府 函数 ， 


30， 设 所 9 相互 独立 ,分 别 服从 取 (0, 1), 试 求 5 -二 的 密度 函数 ， 


31.、 车 & 7 是 独立 随机 变量 , 均 服 检 困 (0,1), 斌 来 UE 十 ,VV 一 
的 联合 帘 度 函数， 

32。 车 于， 寺 ，…， 如 相互 独 韶 ， 且 皆 服 从 指数 分 布 ， 浴 数 分 别 为 儿 ， 
/2 4, 试 求人 =minfe 5 的 分 布 ， 

33- 在 (0, 4) 线段 上 随机 投 拨 两 点 , 试 求 西 点 同 距 亢 的 分 布 函数 ， 

34- 著 气 体 分 子 的 速度 是 随和 机 向 量 = (X, 了 , 多)， 各 分 量 相 互 独立 , 且 
均 了 服从 加 (0,o0), 试 证 3 一 三 ?十 巡 十 下 服从 马 袖 斯 三 泵 分布 


f(y) -V2 exp(- 吉 :} 5 
35.。 设 扣 3 为 琴 个 独立 随机 变量 ,三 服 具 站 人 0 1 六 服 其 自由 魔 为 目的 
x 分 布 (3.14), 令 4= 和 /WY/ 卫 , 试 证 + 的 密度 函数 为 ~ 


站 二 1 
pa (x) Ts 人 1} : 
VarT( 本 ) * i 
这 分 布 称 为 具有 自由 度 n 的 :~ 分布, 在 数理 统计 中 十 分 重要 
36。 设 所 9 有 联合 密 庶 函数 
dt1 二 2 十 g 二 277 当 >0, #0,2>0 时 
0, 其 他 
试 求 避 =&+n7 十 E 的 密 雇 函数 ， 
37。 车 名 7 独立 ， 且 均 服 从 不 (0，1)， 试 证 可 = 关 十 9 与 v= 和 
立 的 . 
38， 求 证 , 如果 与 独立, 县 分别 服从 厂 -分 布 8(4, 7 和 GCA,7), 期 - 
+ 要 与 三 也 独立 . 
39。 设 息 立 随机 变 明 5, 均 了 服从 


和 


fiz ot 


是 独 


地 - 


sr 


pr) = 其 但 


一 mm- 一 


四 
向 和 二 于 本 二 二 有 是 否 强 并? 


40， 若 个 7) 服 从 二 元 正大 分 布 (3. 23), 试 找 出 2 二 +4 与 上 一 相 堪 独立 
的 充 要 条 件 ， 
41。 对 二 元 正太 密度 函数 


= L(t ys 22x—14 65) ) 
Pir, 的 二 exp】 FT 十 近 士 2 和 一 227 y+65) 


{1 把 它 化 为 标准 形式 (2.22); (2) 指 加 9,8, gy ow7 人 3) 求 P2105) 人 由 求 
Psl). 


7 3 2 
a2。， 设 == 人 0 ee(: 4 :) 试 号 出 分 布 窗 座 届 ,12), 并 求 出 (2£,， 
2 1 3 . 


上 5.) 的 边际 密度 函数 ， 
“43， 设 上 与 3 是 丰 互 独立 相同 分 布 的 随机 变量 ， 其 密度 函数 不 棕 于 0 


- 且 有 二 阶 寻 数 , 试 证 车 点 十 了 与 一 3 相互 独立 , 出 兄 机 变量 扣 略 二 十 他 起 一作 
” 均 服 类 正 态 分 布 . 


*44。 科 用 随机 变量 分 布 解 环 贝 畦 请 奇 论 ， 
*45。 荐 了 是 吕 上 上 单 值 实 函 数 ， 对 BR', 记 和 1(8) = (tocQ :ok 礁 ; 
试 证 逆 映 照 广 : 具有 如 下 性 质 : 
《17 于 (Bm Uf B)s 


2) 六 人) 站 六 (Bi 
要 看 -日 | 


(3) 于 (五 ) = f°1(B). 
*46， 证 明 : 点 是 一 个 随机 变量 当 且 人 羽 当 对 任何 ze 如 5 算 立 

{a:E(o 一时 E 踊 
[提示 : 必要 性 是 显然 的 ， 为 证 充分 性 ， 记 m= {4:A4SR!，(E(m7€4) 


E31}, 验 还 名 是 0- 域 ,又 名 包含 金 体形 如 (oo，w) 的 区 闻 ， 放 加 包 含 
gD 


和 


第 四 章 ” 数 字符 征 与 特征 函数 


§ 1， 数 学 期 望 , 方丈 , 矩 


一 、 数 学 期 望 
丫 射 手 乙 射 手 . 
= 中 下 | 各 | 9 ] 10 过 中 下 | | | 9 ] 10 
概 率 Db,3 0.1 ; 松 于 .2 | 站 , 具 0.3 


试问 哪 一 个 射手 本 领 较 好 ? z 

这 个 问题 的 答案 不 是 一 眼看 得 出 的 ，、 这 说 明了 分 布 列 虽 然 穹 ” 
整地 描述 了 随机 变量 , 但 是 却 不 够 “集中 ?地 反映 出 它 的 变化 情况 . 
因此 我 们 有 必要 找 出 一 些 量 来 更 集中 ,更 报 括 地 描述 随机 变量 , 这 
些 量 多 是 某 种 平均 值 . 

在 上 面 问题 中 , 者 使 两 个 射手 各 射 丈 枪 , 剂 他 们 打 中 的 环 数 大 
约 是 : 

四 : 号 X 0.35 二 日 <0I 站 十 10xT6 9.3 

to BxXO2N+OxOSNTIOx03N=I1N. 
平均 起 来 甲 每 枪 射 中 9.3 环 , 乙 射 中 9.1 环 , 因此 甲 射手 的 本 领 要 
好 些 . z 

. 受 上 面 问题 启发 ， 对 一 般 离散 型 随机 变量 ， 我 们 可 引进 各 下 

定义 . | 

定义 ” 设 上 为 一 高 散 型 随机 变量 , 它 取 值 zu za za， 对 应 
的 概率 为 Bi pa Da 如果 级 数 


| 





Sw,n, 1) 


= 二 


绝对 收 化, 则 把 它 称 为 & 的 数学 期 望 或 均值 , 记 作 有 
当世 Iz,19; 发 散 时 , 则 说 的 数学 期 望 不 存在 


定义 中 对 级 数 要 求 绝对 收敛 是 为 了 数学 处 理 的 方便 。 从 直观 

__ 北 米 证 ; 它 也 是 合理 的 :因为 诸 x; 的 顺序 对 随机 变量 并 不 是 本 质 

的 , 因而 在 数学 期 望 的 定义 中 就 应 允许 任意 改变 x; 的 次 序 而 不 影 

哆 其 收 化 性 及 其 和 值 ， 这 在 数学 上 就 相当 于 要 求 级 数 (1) 绝对 收 
化. 

显然 数学 期 望 由 概率 分 布 唯一 确定 ， 以 后 我 们 也 称 为 某 概 率 

分 布 的 数学 期 副 ， 下 面 来 计算 一 些 重要 的 离散 型 分 布 的 期 望 值 


. 摔 
四 [ 例 1] 二 项 分 布 p= (7 jae t=0,1,2,.", 7 


Spp, = > jee” 


王权 全 
一 -和 执 芒 三 ( jz Flgn-» 
El] 
=%ptP+ "1=RD (2) 
[ 例 2] 普 阿 松 分 布 Ps, =0, I, 2 Wiis 


A a . 
Dtp,= She = Ae Ses 


Ed £m1 . . 
- 一 4e "eA (3) 
由 此 看 出 普 阿 松 分 布 的 参数 4 就 是 它 的 期 望 值 . 
[ 讽 3] 几何 分 布 种 一双 -PP， 形 一 1 2 
-和 


Sp p= P1293 十 …) 
Bh Pi i 
好 + 


=P(g+g ti") = (1 





， 
二 (4) 
[便条 随机 变量 和 取 值 2 一 (一 1 一 1 2,… 对 庶 的 概 


率 为 号 一 走 , 则 由 于 p>0; 于 也 一 1 因此 它 是 概率 分 布 , 而且 
El - 


> tipy= SI —1)* 二 = —1n2 


k= Eel 


但 由 于 


— 


Si lslp= T= 
二 1 Fe | 
因此 的 数学 期 望 不 存在 ， 

从 上 面 例 子 看 出 , 几 种 重要 的 高 散 型 分 布 , 其 参数 都 可 由 数学 
勒 望 算 得 ， 因 此 数学 期 望 是 一 个 重要 的 概念 。 下 面 例子 说 表 数 学 
` 期 望 概念 是 非常 有 用 的 . 

[ 例 5] (一 种 验 血 新 技术 ) 在 一 个 大 数 很 多 的 单位 中 半 查 某 
种 疾病 ， 交 个 人 去 验 血 、 对 这 些 人 的 血 的 化 验 可 以 腹 两 种 办 法 进 
行 . 1) 每 个 人 的 血 分别 化 验 , 这 时 需要 化 验 叉 次 ; (2) 把 个 人 的 
血 混在 一 起 进行 化 验 ， 如 果 结 果 是 阳性 的 ， 那 么 对 这 个 人 只 作 
一 次 检验 就 够 了 ;如果 结 果 是 阳性 的 , 那么 必须 对 这 上 个 人 再 逐 本 
分 别 化 验 , 这 时 对 这 万 个 人 共 需 作 尖 十 1 次 化 验 ， 报 定 对 所 有 的 人 
来 说 ， 化 验 是 阳性 反应 的 概率 都 是 3， 而 且 这 些 人 的 反应 是 独立 
‘ji 


的 。 我们 来 说 明 用 办 法 (2] 能 减少 化 验 的 次 数 . 

一 一 -~ 车 记 g=1 一 中 则 个 人 的 混血 旦 阳性 反应 的 概率 为 1 一 9"， 
用 (2? 的 方法 验 血 时 ， 每 个 人 的 血 需要 化 验 的 次 数 扣 是 随机 变量 ， 
站 分 布 列 为 


- 冰 此 
本 一 关 : 加 二 (1 二 去 XI 一 下 ?一 1 一 名 十 填 


个 人 要 的 化 有 次数 的 和 时 为 N(L 上 到) 当 秋 一 天 >0 
时 , 就 能 减少 验 血 次 数 . 例如 当 ?= 0.1 时 , 取 二 4, 则 做 一 五 二 0.4, 
一 .用 (2) 法 平均 能 减少 40 锡 的 工作 量 、 显 然 了 您 小 用 这 种 方法 愈 有 
利 ， 当 了 已 知 时 , 还 可 以 选 定 整数 bo， 使 EE 达到 最 小 , 把 如 个 人 
分 为 一 组 就 最 能 节省 化 验 次 数 . 
下 面 我 们 转 入 考虑 连续 型 随机 变量 的 数学 期 望 ， 设 随机 变量 
二 有 密度 图 数 ZCx), 取 很 密 的 分 点 x0 二 4 二 二 … 二 zn， 则 落 在 
[zzisD 中 的 概率 近似 地 等 于 P(x) (zi41 一 21)， 因 此 与 以 艇 率 
P(zi) (zi 一 2) 取 值 <; 的 离散 型 随机 变量 近似 ， 而 这 离散 型 随机 
变量 的 数学 期 望 为 


PE (Fit1 CO— wi) 


上 式 是 积分 | zp(z)dzx 的 渐 近 和 式 , 这 个 直观 的 考虑 启发 我 们 引 
和 进 如 下 定义 : 

定义 、 设 为 具有 密度 函数 p(x) 的 连续 型 随机 变量 ， 当 积分 
| _zp(z)az 绝 对 收敛 时 ， 我 们 称 它 为 挟 的 数学 期 望 (或 均值)， 记 


s JET 


作 Bs, 即 
本 = | zp(w)ds (55 
显然 这 里 定义 的 数学 期 望 也 只 与 分 布 有 关 ， 下 面 计算 一 些 重 


[ 俩 86] 正 态 分 布 久 (a,o), 





ei 





| (azta)e "dz 


Ci = -7 ed 9 


可 见 丈 (oa, 0?) 中 的 参数 e 正 是 它 的 数学 期 望 ， 
[网 7] 指数 分 布 nz) = ez 0， 


| vAe-*dz=—| zde | 和 一 1 (7) 
0 0 


q A 
[ 例 8] 向 西 分 布 B22) 二 上 .一 





x 1+22 
由 于 
| | TF 
因此 柯 西 分 在 的 数学 期 望 不 存在 


我 们 已 经 对 离散 型 随机 变量 及 连续 型 随机 变量 分 别 定 闵 了 数 
学 期 望 , 现在 自然 荐 望 找到 一 种 能 适合 一 切 随 机 变量 的 数学 期 望 
定义 , 并 把 上 上 述 丙 种 情况 作为 特例 ， 为 了 做 到 这 点 ,需要 利用 斯 攻 
了 (stieltjes) 积 分 名 ， 


中 加 果 读 者 不 热血 斯 蒂 阶 积分 而 又 铬 望 对 它 有 所 了 解 ， 可 居 着 复旦 大 学 数学 
系 ,* 实 变数 功 数 论 与 泛 明 分 折 捍 可 >( 第 二 在), 上 海 科 技 山 版 社 , 1963, 第 汝 意 . 

不 过 , 为 读 慌 本 书 其 佘 部分， 只 要 承认 后 面 所 还 的 少数 事实 就 可 以 了 。 
里 了 本 可 < 


车 随机 变量 £ 的 分 布 阅 数 为 天 (2)， 类 似 于 连续 型 随机 变量 
一 -前 场 合 ， 作 很 窗 的 分 审 9 二 Xz 二 各 三 二 zn; 则 总 落 在 East 
于 的 概率 每 于 天 (wi40) 一 了 (zi) 因 琵 世 与 以 概 举 Flix — Flr,) 
-到 值 wi 的 离散 型 随机 变量 近似 , 而 后 者 的 数学 期 望 为 
wlP(lasr) — PCR) 
4 
一 笑 意 到 上 式 是 斯 蒂 阶 积分 | zdF(z) 的 渐 近 和 式 , 这 启发 我 们 引 
进 如 下 定义 : 
定义 阁 芋 的 分 布 国 数 为 下 (x), 则 定义 
BE 一 | wa PF (w) (8) 
为 所 的 数学 期 望 ， 这 星 我 们 还 是 要 求 上 述 积分 绝对 收 比 ,否则 数 - 
学 期 望 不 存在 . 
美 于 斯 蒂 阶 积分 
1=| gC)ar (se) C3) 
我 们 航 列 举 它 的 如 下 性 质 : 
Ci) 当 了 P(z) 为 胱 跃 函 数 , 在 c(i=1,2,…) 其 有 暑 度 D 肝 ， 
上 面积 分 化 为 无 穷 级 数 
工 一 之 .9 (2 }p; 
i) 当 FP(z) 存 在 导数 Pr(z) 一 pz) 时 ， 积 分 (9) 化 为 普 道 
积分 2 
1=|_ gz) p(w)as 
Ciii) 络 性 必 E 
1 Lagi(w) +bga(2) Ja FC) 


s IO" 


=o| g(xsYdF (2) + 下 go)aF (Cs) (10) 


(iY) | gCw)afaF Cw) +bFo(e)] 
=a| gaP (2) +6| godFAr) (1) 
OV) | 9c)aF sy)= | odaP Cs) + { 9g)dF Cz) 


(gesb) (12)° 
(Vi 若 9g(2) 守 0, (wz) 单调 不 碱 ,58>>a, 则 
| go)dF (x)0 (13) 
从 前 两 个 性 质 , 我 们 知道 定 关 式 (8) 的 确 能 包含 (C1) 及 C5) 作为 
畦 出， 
下 面 讨论 随机 变量 的 项 数 9 一 8) 的 数学 期 望 的 定义 ， 这 里 _ 
9tw) 是 一 元 波 雷 尔 隧 数 , 从 上 党 83 的 讨论 已 知 #7 是 随机 变量. 
通过 类 亿 于 引进 (8) 的 推理 , 似 应 定 交 8 的 的 数学 期 望 为 
Bg(8)=|{ gw)aF lw) (14) 
这 里 当 热 还 是 要 求 这 个 积分 绝对 收 就 . 
三 区 2 则 按 一 般 随 机 变 莉 数学 其 望 的 定 义 f8) 叉 旋 有 
Bn=|_ yaF,(y) (15) 
因此 , 这 两 个 积分 应 该 相等 。 事实 上 , 这 两 个 积分 的 确 相 等 , 我 们 
把 这 个 查实 写成 定理 的 形式 . 
定理 1 若 y(w) 是 一 元 波 雷 尔 函 数 , 而 7 二 g(E), 则 


| rap (=| gap ks) (16) 


即 这 两 个 积分 中 , 车 有 一 个 存在 , 则 另 一 个 也 存在 , 而 且 两 者 相等 . 
机 了 7 下 


这 个 定理 的 证 明 要 用 到 积分 论 ， 超 出 了 本 课程 范围 。 我 们 只 
-一 静 列 出 结论 ， 并 指出 它 的 重要 性 : 一 方面 ， 它 消除 了 随机 变量 的 
数学 期 望 定 允 中 所 出 现 的 表面 矛盾 ; 另 一 方面 在 计算 随机 变量 函 
数 的 数学 期 望 时 也 带 来 很 天 的 方便 ,我们 无 须 先 计算 的 分 布 
函数 王 ,(z) 再 求 其 数学 期 鹿 , 而 可 以 直接 从 所 的 分 布 函数 下 (2) 出 
发 利用 (14) 来 计算 . 
最 重要 的 特殊 情况 , 当然 是 5 具有 密度 议 数 p(w) 的 场合 ,此 
En=Bg(s)=| gC) pr) (17) 
这 个 结论 经 常用 到 , 下 面 是 一 个 例子 , 这 个 例子 还 顺带 说 明 可 以 利 
用 随和 机 变量 的 期 望 值 来 作出 茶 种 最 优 决 策 . 
[ 例 9] 假定 在 国际 市 场 上 每 年 对 我 国 基 种 出 口 商品 的 句 求 
一 熏 是 随机 变 基 三 《单位 吨 ), 它 服从 [2000, 4000] 均 勾 分 布设 每 上 
“出 这 种 商品 一 吨 , 可 为 国家 挣 得 外 汇 3 万 元 , 但 般 如 销售 不 出 而 屯 
积 于 仓库 , 则 每 吨 需 浪费 保养 费 1 万 元 , 问题 是 要 确定 应 组 织 多 少 
货源 , 才能 使 国家 的 收益 最 大 . 
” 洪 以 # 记 预备 茶 年 出 口 的 引种 商品 量 (显然 可 以 只 考 虚 2000 
<y<4000 的 情况 ), 则 收益 (单位 ; 万 元 ) 
3y, 当 gy 时 
人 -ls 当 上 << 时 
为 了 求 得 吾 p， 利 用 公式 (17) 


和 40 站 
n | (Cw)dr 2000),,, H(ir)ar 


1 r (4 yds | 1 4000 。 1 
2000)J%00 ~ 二 5060| ， 机 


1 - sa 6 
一 下 60[ y+7000g—4x105] 


a FF 


此 式 当 3 一 3500 时 过 到 最 大 , 因此 组 织 3500 吨 此 种 商品 是 最 好 的 
决策 . 
可 以 把 上 面 结果 推广 到 随机 向 量 的 场 台 , 祥 ({ 人 9 7 的 分 
布 诸 数 为 下 (zzb 和 )) 而 上 (V7, 2 ) 为 ne 汇流 雷 尔 滑 数 ,由 
BFg(E 一 | | gon sd Pv ez) (18) 
特别 地 ， : 
EE. -| …| mA RL Wn) 一 (__siari(e) 
其 中 六 (xi) 是 所 的 分 布 函数 ， 一 般 地 ,引进 如 下 定义 
”定义 随 砚 向 量 (8&1 如, …, 厨 ) 的 数学 期 望 为 (B81, Es, *…:， 
五 5.), 其 中 
E&=|_ 二 全 wRF Ts ,wT) = | rePice 19) 
这 里 ;lz1) 是 的 分 布 阔 数 ， 区 
国 此 二 元 正 赤 分布 (43.2. 22) 中 的 参数 {a， 5) 正 是 随机 商量 的 
- 数学 期 土 . 
数学 期 望 的 基本 性 质 
性 质 1 车 a 所 EB, 则 ga 所 BESD. 特别 地 Bc 二 ec, 这 里 a,b， 
¢ 十 常数 . 
性 质 2 线性 性 :对 任意 常数 61,1 二 1,…,w, 及 5, 有 


EC otth) = DoBétb C20) 
t=1 t=1 


这 两 个 性 质 的 证 明 是 明显 的 ， 性 质 2 对 数学 期 望 的 计算 很 有 
好 处 ， 
人 和 此 一 蜡 ) 
[ 例 10] 求 超 几何 分 布 pm= 一 个 的,le 
”) 
“eI72e 


的 数 尝 期 望 . 


———-- 


当然 可 以 用 2%p, 家 接 求 出 , 但 也 可 用 下 面 方法 米 计算 。 
此 了 由 


人 ~ 想 一 个 相应 的 不 故 回 扫 样 , 令 
,= 了 和 :次 博得 朗 品 
” (0， 第 i 次 抽 得 好 品 
好 P(E=1} 一 入 ,因此 26,= 尖 ,而 5= 线 十 … 二 天 示 % 次 抽样 
中 抽出 前 废品 数 , 它 服 从 超 几何 分 布 ,利用 性 质 2 得 到 
BE 一 BE 二 一 (21) 


二 、 方 关 
数学 期 望 是 随机 变量 的 重要 数字 特征 , 它 表示 了 随机 变量 的 
这 均值 ， 另 一 个 重要 的 数字 特征 是 方 盖 ， 
定义 车 也 (E 一 BE)? 存在 , 则 称 它 为 随机 变量 的 方差 ,并 
记 为 D5, 而 称 V DE 为 & 的 根 方 装 或 棕 准 着 . 
“利用 (16) 及 (10)， 


Dg=|_ (s— BE)AP(s) =| [2:—228Et (EE) AC) 

一 | wdFi(s) ~ 2E8| zdp,(w) + (EE) =BE (Ee) 

(22) 

方差 描述 了 随和 视 变 量 对 于 基数 学 期 涓 和 的 离散 程度 ,在 购 率 论 

和 数理 统计 中 十 分 重 紧 ， 例 刻本 节 开 头 讨 论 的 甲乙 两 调和 手 , 趾 的 

-方差 大 , 即 技术 不 够 “稳定 "而 乙 射 手 方 闭 小 , 较 * 稳 定 ", 这 与 习惯 

普法 是 一 致 的 . 

当然 方差 也 由 概率 分 布 完 全 确定 。 于 而 计算 一 些 蛋 要 分 布 的 . 

方差 , 为 书写 方便 , 一 律 假定 相应 的 随机 变量 为 志 


» Jr3e. 


[ 例 11 二 项 分 布 
大 给 二 Sp 访 下 全 一 页 十 邓 及 
之 (en 和 了 和 十 2 入 


DE=—Et— (BE)?=—np+np—mp 一 822 《323 
[全 12] 普 阿 松 分 布 
和 


2 一 2 2 ee-i 一 A 
Fé Sp p= er 和 = Dh Tt 


el 


一 So 
产 一 用 





DE—BE— (BEBE:S=A+A— A:=A (24) 
[全 13] 均匀 分 布 UU[a,5] 
由 1 _#+a 
Bé=| Bde = 5 CQ 


pe [sr lav= tabto 
a ba 号 


ka 和 十 GD 十 人 十 一 
一 一 (有 一人 《26) 


[ 例 14] 正 态 分 布 Way 2) 





Dé=| (2—0) em /dy 
_ rs 








ee ei 
这 样 , 我 们 痢 明 了 正念 分 布 中 第 二 个 参数 o 的 概率 意义 , 它 就 是 标 
准 差 ; 而 正 态 分 布 也 由 它 的 数学 期 望 及 标准 差 唯一 确定 。 


@ 了 学 


下 面 讨论 有 关 方 益 的 一 些 性 质 . 
一 性质 1 DéE=0 的 充 要 条 件 是 了 P=0) 一 1]， 这 里 0 是 常数 . 
性 质 2 D(C5) 一 02Dé&, 这 里 0 是 常数 . 


性 质 3 若 CBE 则 DE<ECE-C2 (28) 
[证 明 ] 因为 
了 6 一 五 (一 FE) = ES-0)— (0 BE) (29) 


-- 信 ”对 于 随机 变量 二 ,车 它 的 数学 期 望 6 及 方差 D§ 都 存在 , 而 
再 D#>>0, 有 时 要 考虑 标准 化 了 的 随机 变量 
sw EEé 
VDE 
显然 E+ 一 0, D#+ 一 1, 这 正 是 称 $+ 为 标准 化 随机 变量 的 理由 . 
三 、 相 关系 数 
| 对 干 随机 向 量 &== (58450; 546), 定 浆 它 的 方 上 束 为 (D5 DE,, 
"Dé.). 
方差 反映 了 随机 向 量 各 个 分 统 对 于 各 自 的 数学 期 望 的 离散 程 
度 ， 它 对 于 了 解 随机 向 量 的 分 布 有 一 定 帮助 ， 但 对 于 随机 向 攻 ， 
我 们 除了 关心 它 的 每 个 分 量 的 情况 外 , 还 希望 知道 各 个 分 量 之 间 
的 联系 , 这 光 靠 数学 期 望 与 方差 是 办 不 到 的 ， 下 面 引进 的 县 则 能 
起 这 个 作用 , 它 称 为 $, 与 5 的 协 方 闫 . 
bis—cov(éi, £7) = EB(é,— BEE) (Es— BED), i, j=1, 2, ,8 





(30) 
显然 B= 二 D5i, 年 谋 
Bu Da a bn 
bat Bo ee bon 
一 - B=| GD 
Bb, bra bn 


称 为 € 的 协 方 束 矩阵 , 简 记 作 D&, 显然 这 是 一 个 对 称 和 矩阵 . 
» IrFs 


“ 一 


此 外 , 对 任何 实数 到 (一 1 23,…,%) 有 
[上 2 二 
站 ee 了 (2 ee tn) Dubintste 0 (32) 
因此 B 是 一 个 非 负 定 答 阵 , 所 以 车 以 |B| 记 B 的 行列 式 , 则 有 .- 


1Bi 守 0 C33) 

更 常用 的 是 如 下 “标准 化 "了 的 协 方 益 ， 
TT _ COE ET 人 _. 

tj ~ ADE 个、 


它 称 为 5; 与 &; 的 相关 系数 ， 这 里 当然 要 求 DE; 与 DE 不 为 零 . 
相关 系数 也 就 是 aa 7 jE 与 7 的 协 
方 盖 . 
”现在 讨论 相关 系数 的 性 质 . 因为 相关 系数 只 与 两 个 随机 变星 
有 关 , 下 面 讨论 将 假定 这 两 个 随机 变 曙 是 与 7, 它们 的 相关 系 凡 
所 为 7. 
先 证 明 一 条 党 用 的 定理 ， 
定理 2 ( 柯 西 - 许 丽 兹 不 等 式 ) 对 任 演 随机 变量 5 与 都 有 
1Eénl? < BE. By (35) 





等 式 成 立 当 且 仅 当 
Pin=t0€}=1 (36) 
这 里 如 是 某 一 个 常数 ， 

[证 明 ] 对 任意 实数 1， 定 多 w(1)=B(1E 一 Dj)? 一 #2182 一 
24BE9 十 也 WP, 溃 然 对 一 切 t,x(1) 这 0, 因此 二 次 方程 (1) 二 0 或 省 
没有 实 根 或 者 有 一 个 重 根 ， 所 以 

[BEN — EE?. En<<0 
这 正 是 (35). 此 外 , 方 哥 (1) = “0 一 个 重要 和， 看 在 的 充 下 条 件 是 
[EBénl— EEP=0 


* J * 


这 时 妈 (4 中 一 人 2 一 0 因此 
一 Ptliok~—n=0}=1 

这 就 是 (36) 式 .定理 证 毕 . 

-出 定理 2 立即 可 以 推出 , 若 两 随机 变量 的 方 莽 存在 , 则 它们 的 

协 方差 也 存在 . 

把 定理 2 应 用 到 随机 变量 -部 及? -上 ， 可 以 得 到 相关 系 

-六 的 如 下 重要 性 质 . 
入 许 质 1 对 相关 系数 7, 成立 





jri 1 (37) 
并 且 7 二 1 当 且 权 当 . 
= 一 一下 一 可 他 
?} DE p= -1 (38) 





?1 (9) 
性 质 1 开明, 当 *+= 土 1 时 , 与 7 在 在 着 线性 关系 ,这 时 如 时 
欠 定 一 个 随机 变量 之 值 , 太一 个 随机 变量 的 值 便 完 金 问 年， 
有 线性 关系 是 一 个 极 凋 , 为 一 个 极端 是 一 0 的 场合 . 为 此 我 
们 3 引进 : 
定义 ” 阁 随 机 变量 5 与 的 相关 系数 ==0， 则 我 们 多 与 7 
不 相关 . 
竹 质 2 对 泗 机 变量 2 与 9 下 面 事实 是 等 价 的 ; 
(5OYCE =0; 
(ii) 与 7 不 相关 ; 
(iii) BEnN=— EEEnm 
iY) DIUs+n) = DE Dn. 
[证 明 ] 显然 (i) 与 i) 是 等 价 的 ， 由 于 





Tea 


人 


gOv(E,1) = EB(E— HE(n—ED=EEn— EE'By 《40) f 

因此 (i) 与 (iii) 等 价 、 又 由 于 

DI(ETMD= BE Ettn— En =—DEtDi2covs,n) (41) 1 
因此 (i) 与 (iY) 等 价 . : 

独立 性 和 不 相关 性 都 是 随机 变量 间 联 系 * 薄 弱 ” 的 一 种 反映 ， 
自然 要 求知 道 这 两 个 概念 之 间 的 联系 ， 首 先 , 我 们 有 

性 质 3 若 与 独立, 则 与 1 不 相关 . 

[证 明 ] 我 们 只 对 连续 型 随机 变量 给 出 证 明 。 } 

因为 上 与 ?独立 , 故 其 密度 国 数 P(x,9) 一 P14(w)p2(9), 因此 1 


cov(&,D=|_ | kz 一 可)G 一 色 )p(e ydrdy 


=|- {xz— EE Dr. | 《着 一 EN) pty) dy 一 


结合 性 质 2 及 性 质 3， 可 以 得 到 ， 若 与 7 独立， 则 Bn 
BE.Bn 及 DD(5+ 四 一 DE+DDn 成 立 ， 同 样 的 论证 可 以 证 明 这 个 大 
论 在 nn 个 随机 变量 的 场合 也 成 立 , 即 车 拟 ， 纪 , …, 5 是 相互 独立 的 
随机 变量 , 则 ， 
Blbs'bs = HEBE2 HE, (42) 上 
D(E1t+éat és) 一 万 后 十 万 5 十 十 下 5 (43) 
由 独立 性 可 以 推出 不 相关 性 , 但 是 反 过 来 是 不 成 立 的 ,试看 中 
下 例 ， : 
[ 例 15] 设 9 服 从 [0,2z] 均 匀 分 布 , 寺 一 cosb 9 一 coa(g 赴 证 
4)， 这 里 4 是 定数 ， 我 们 有 - 





dr . , 
BE=- 二 | costdt =0, En = -| cos(t +q)di=0 E 
J p 之 江 由 
1 1z: 1 1 [2 - 
FFA? 2 一 3 一 2 二 
< 5 | COs2 CE 5 ,En Dr | cos(# +aldt : 


1 _1 
EEn 一 2 | cos tcos tt tia) dat 一 二 cos9 


因此 


a 


"一 


TT 二 Cos 


. 当 好 一 人 时 ,了 一 1 上 一 六 
当 = 时 ,7 一 一 1 有 一 一 人 ‘在 在 线性 关系 


但 是 ， 当 a= 也 或 3 汪 时 ,7 一 0, 这 时 与 不 相关 .不 过 ,这 时 却 有 
和 十 学 二 1 国 此 所 与 好 不 独立 . 

这 个 例子 给 我 们 : (1 提供 了 = 二 1 之 例 ; 2) 提供 7=0 之 
列 ; (3) 锐 明 不 能 由 不 相关 性 推出 独立 性 ;(4) 说 明 即 鸽 所 与 妆 不 相 
关 , 它们 之 间 也 还 是 可 能 存在 函数 关系 ， 事 实 上 , 相关 系数 只 是 
与 攻 闻 线 任 关系 程度 的 一 种 量度 . 

不 过 ,在 一 种 重要 的 特殊 场合 一 一 正 坊 分 布 , 独立 性 与 不 相关 
生存 是 一 致 的 。 我们 先 对 二 维 的 场合 来 讨论 这 个 素 实 ， 

为 此 ， 我 们 先 求 二 元 正 态 分 布 (3.2,22) 的 相关 系数 ， 


5 一 | | Ce-a)(y 0) pr, ydvdy 


] Em ， ， 7] 
2 | er 人 ay| (z—a) 
1 Xx jh\? 
四 —b 人 . 
Cybexp) ~ aes( Fr ) he 











1 一 下 . y—b 一 
作 变 数 变 换 + 2 
1 Us 

1 和 “uh FE 2 
b= 太 -| | (oro lo—r tg roort ye 4 2dasdt 
YO ™ 中 rr2 人 gap TIO 1—r? 
= | teat ed 二 SEY 


‘im mm 
“| teadt | 26 2 2 roy 
一 师 一 De - 


时 7 


Bia 


CT1C2 
这 样 说 明了 原来 + 是 二 元 正 态 分 布 的 相关 系数 ， 
至 此 , 我 们 已 经 完全 搞 清 了 二 元 正 态 分 布 中 各个 参数 的 含义 ， 
4,5 分 别 是 两 个 边际 分 布 的 数学 期 望 ,而 cy 0, 7 则 以 下 列 形式 
构成 它 的 协 方差 矩阵 : 


时 
( ot TCO C48) 
站 1 何 cr 


另外 ,在 上 章 §2 例 4 中 已 指出 , 一 元 正 态 分 布 场合 , 独立 的 
充 要 条 件 是 7 二 0, 这 表明 ; 

性 质 4 对 于 二 元 正 坊 分 布 , 不 相关 性 与 独立 性 是 等 价 的 。 

在 8 5 中 , 我 们 将 把 这 个 结果 推广 到 多 元 的 场合 ， 

下 面 ， 我 们 给 出 一 个 边际 分 布 是 正 态 分布 而 联合 分 布 不 是 多 
元 正 杰 分 布 的 例子 . - 


[ 例 16] 令 p(w)= J to0, 


ris 一 





一 人 《44) 





) = | | <x 
个 2 一 0, Is| x 
px SPP) Fe "gog 一 co< go0 


关于 Pt 9, 不 难 验 证 : (1) 是 二 元 密度 葬 数 ; (2) 边 际 分 布 都 是 正 
态 分 布 ; !3) 相 关系 数 为 0; (4) 不 独立 ; (5) 不 是 二 元 正 坊 密度 了 欧 
数 。 这些 留 给 读者 作为 练习 . 

* 四 、 条 件数 学 期 望 , 最 佳 线性 预测 z 

在 第 三 章 8 2 我 们 曾经 引进 了 条 件 分 布 函 数 的 概念 ,现在 要 
要 应 地 引进 条 件数 党 期 望 的 和 概念 , 并 说 明 它 的 应 用 ， 

为 方便 起 见 , 我 们 讨论 两 个 随机 变量 与 7 的 场合 , 假定 它们 
:有 密度 国 数 PP 扑 , 并 以 了 Cy|z) 记 已 知 5=z 的 条 件 下 ,7 的 基 
人 


件 刻 诬 落 数 , 以 P(x) 记 的 窗 座 函数 . 
“定义 在 =z 的 条 件 下 ， ?的 条 件数 学 期 望 定义 为 


Enlé=z}=|_ yrs)dy (46) 
F 例 171] 车 人 ,人间 服 从 二 元 正 坊 分 布 , 则 由 (3.2. 29) 知 
1 全 
Pg) TP (a ry 
| 一人 +r2ec-o)| 


这 是 正 坊 分 布 N(B+792(2—0), o3 (1—r)), 因此 


Blnlt=s}=b tr Tie~a) {47) 


值得 提醒 的 是 : 这 时 条 件数 学 期 望 Btn!8 一 中 是 = 的 线性 函数 ， 
条 件数 学 期 望 在 预测 问题 中 起 重要 作用 、 问 题 这 样 提出 :着 
,了 是 相依 的 随机 变量 ， 我 们 要 找 扣 与 的 函数 关系 ， 设 这 个 关 
系 是 y=&(x), 如 果 092 及 [6C5)]?' 都 存在 , 我 们 的 目的 是 找 函 
数 h(w), 使 9 与 (8)* 尽 可 能 靠近 ”, 这 里 的 “靠近 "需要 一 个 标准 ， 
景 常用 的 是 所 谓 “ 最 小 二 乘法 ”这 时 要 求 使 
ELln—h(é)] (48) 
达到 最 小 ， 因 为 
Bn T=| | yi) Pplr,y)ardy 
= po ym pyls)aylde 49) 


由 (28) 知 道 , 当 h(z) 一 Btnj8=z) 时 ,| [y 一 hw)J2pCy1z)ady 达 
到 最 水 ,从 而 使 (49) 达 到 最 小 ， 即 当 我 们 观察 到 二 zs 时, Btn|& 
=) 是 一 切 对 9 的 信 什 中 均 方 误 差 景 小 的 一 个 ， 

今后 我 们 将 称 y= 吾 {n1$ 一} 是 关于 的 回归 
sa 了 是 了 


TH Ti rp re pp ne re -. 。 


通常 , (#5, 的 联合 分 布 冰 数 是 不 知道 的 , 或 者 虽然 知道 但 是 
却 不 易 算出 召 妇 | 二 2。 假定 已 知 上 与 ?的 数学 期 望 Au po 标 
准 盖 rt cz 及 相关 系数 7, 这 时 可 以 降低 一 点 要 求 ， 改 为 求 最 佳 线 
性 了 预测， 也 就 是 说, 把 及 2) 限 定 为 x 的 线性 函数 L(x) =a 十 bx， 
求 s,8 使 


ea,b) = En (at5é) C50) 
达到 最 小 . 
把 eCq,5) 对 4&5 求 偏 导 数 并 令 它 们 等 于 0, 得 到 
2F[n— (tbé£}1=0 (51) 
2E[{n— {ot+65))£]=0 
整理 后 变 有 成 
ot+bn= ks (52) 
四 onurt op = Et 
因此 解 得 
a—= Ha— br bm 《83) 
最 佳 线 性 玩 测 为 
Le) = ttre— pa) (54) 


我 们 称 (54) 为 #7 关于 的 线性 回归 ， 这 个 结果 与 如 141 一 寻 一 般 
是 店 同 的 , 但 是 在 té, 0) 是 二 元 正 态 分 布 的 场合 ， 由 (47) 知 两 者 是 
重合 的 , 所 以 在 正 态 分 布 场合 ， 最 佳 预 测 是 线性 预测 ,这 是 一 个 十 
分 重要 的 绪 果 . 
进一步 ,我们 还 可 以 计算 最 佳 线性 预 负 的 均 方 误 问 ， 
Ely—L(ET = Eu bE 41] 
一 Ga +bot —2bcov(E, 1) 


号 


* THE. 


i 


因 有 是 瑚 测 误 差 同 4 的 方差 有 闫 , 也 辐 才 与 9 的 相关 系数 有 关 , 特别 


~ 当 半 一 1 时 (这 时 与 9 有 线性 关系 ), 预测 误差 为 0 也 就 是 说 ， 


可 ! 院 全 准 风 地 进行 线性 预测 ， 从 这 个 讨论 再 次 看 由 ， 相 关系 数 
友 映 7 与 9 线性 天 系 的 程度 . 
车 以 吾 iw| 丰 记 随 机 变量 的 如 下 荡 数 ; 当 5=z 时 ， 它 取 值 
瑟 D|E=z}， 这 样 定义 的 BB{n| 让 是 随机 变量 , 对 它 可 以 求 数学 其 
-< 望 , 间 有 下 列 关 系 式 


En=—ELE‘n|e}] (56) 
这 是 条 件数 学 期 望 的 一 个 极端 重要 的 性 质 , 有 广泛 应 用 , 在 离散 型 
及 连续 型 随机 变 基 的 场合 , 读者 不 难 对 它 加 了 专 证 盟 . 
五 、 齿 
数学 期 理 ， 方 差 ， 雪 方 若是 随机 变量 最 常用 的 数字 特征 ， 它 
们 都 是 某 种 矩 . 抢 是 最 广泛 的 一 种 数字 特征 ， 在 概率 论 和 教理 统 
计 中 圳 有 重要 地 位 ， 最 常用 的 矩 有 两 种 ， 一 种 是 原点 攀 ， 对 正 整 
数 大， 
mi — EE* (57) 
称 为 天 阶 原 点 矩 ， 数 学 期 望 是 一 防 原 点 拢 。 
另 一 种 是 中 心 所 ,对 正 整数 天 称 
cs= BE— BEBE) (58) 
为 阶 中 心 炬 .方差 是 2 阶 中 心算 . 
由 于 


z ,， 
os= Bs—Ee):— >( )(— BE pe 
i 三 让 . 


=>(° 站 一 91 (59) 


Dl 


» 33 


故 中 心 怎 可 通过 原 岂 怎 来 表达 ， 反之 ， 
m= BE =E(E—m) + nj 


->(; ， JE 一 mo = )orm (60) 


因此 当 饭 知 数学 期 望 之 后 , 原点 矩 也 可 以 通过 中 心 撼 给 出 
此 外 对 正 数 加 还 可 以 定义 了 阶 原点 绝对 短 1&1? 及 zp 阶 中 心 
绝对 抢 |5 一 砍 |?， 它 们 较 少 使 用 . 
[ 例 18] 设 & 为 正 术 随机 变量 ,其 密 座 冰 数 为 





Be 


p(D) = 了 7 去- 
因此 BE==0, 故 _ 
ma 一 人 一 于 一 | te ds 
加 为 奇数 C01) 
or 一 1 一 3)-…3:1， 玉 为 侦 数 
对 于 多 维和 分 布 , 可 以 定 交 各 种 混合 奸 , 最 重要 的 是 协 方差 。 我 
们 不 一 一 装 述 了 ， 





2 灶 与 信息 ? 
一 、 不 肯定 性 与 粮 
随机 试验 的 主要 特征 是 在 试验 之 前 无 法 肯定 地 知道 娜 一 个 结 
灯 将 会 出 现 ， 即 随机 试验 共有 一 种 不 肯定 性 ， 但 是 对 于 不 同 的 随 
机 试验 , 这 种 不 肯定 性 的 程度 却 可 雇 有 很 大 的 差别 ， 辟 如 , 以 射击 
为 例 , 车 有 两 个 射手 , 他 们 的 射击 情况 分 别 以 下 列 两 个 随机 试验 来 


描述 : _ 
和) 全 
* \0.5, 0.5 “0.99，0.01 


加 上 比 节 内 容 与 古书 其 余部 分 基本 上 独 袜 ,初学 时 可 角 过 . 
由 下 认 村 


这 里 4 表示 射 中 目标 , 和 4 表示 未 射 中 目标 , 下 一 行 是 相应 的 松 率 . 
一 旺 然 这 两 个 试验 的 不 肯定 性 程 庭 很 不 相同 ， 畔 的 不 肯定 性 要 大 得 
多 .假如 还 有 第 三 个 射 于 , 用 来 播 述 其 射击 水 平 的 随 轴 试验 为 ， 


凡 ， 本 
入 : (人 0 ) 
显然 应 认为 此 试验 的 不 肯定 性 程度 介 于 上 述 二 者 之 间 . 

四 因此 有 必要 从 数值 上 估计 各 种 各 样 随机 试验 的 不 肯定 柱 程 
度 , 针 我 们 项 望 找到 一 个 量 , 表 它 可 所 合理 地 作为 不 肯定 性 程度 的 
度量 。 这样 的 一 个 量 已 经 被 美国 数学 家 申 农 (Shannon) 找 到 . 

假定 我 们 珀 究 的 随机 试验 e 只 有 有 限 个 不 相 容 的 结果 沁 ， 
丰 ，…*， 4,， 它们 相应 的 概率 为 PC41)，ZDC4),， ,PCA,)， 福 足 


Zp(4)=1, 简写 如 下 ; 


o. ( 4， 4， ，， 二。 ) 
~ \PDEAD, RECA), 04, PCAs) 

我 们 希望 找到 一 个 量 了 H(a) 来 度量 a 的 不 肯定 性 程度 ， 这 个 
量 当 然 依 赖 于 PC41)，pC42),…，2(4,)， 因此 亦 记 为 H(p(C41)， 
PAs), 1, PEAY). 

为 了 具体 定 出 五 (a) 的 表达 式 , 我 们 先 考 次 一 下 ,到 六 HCa) 
应 满足 什么 要 求 ， 

首先 , 我 们 要 求 

(i) 五 是 pC4,) 的 连续 函数 : z | 

这 个 要 求 相当 日 然 , 一 方面 2(4)) 的 微小 变化 当然 不 应 引起 
-五 -的 巨大 变化 , 同时 也 只 有 连续 函数 才 恒 于 数学 上 处 理 ， 

其 次 ,我 们 考虑 一 种 等 殊 的 随机 试验 ， 这 种 试验 有 个 结果 ， 


且 各 个 结果 出 现 的 概率 均 为 二 ， 以 后 简称 为 有 ?个 等 栋 结 果 的 斌 


了 站 网 


验 、 在 这 种 特殊 试验 中 , 太 当然 应 该 只 是 % 的 函数 ,并 且 当 s 增 大 


时 , 也 即 试验 有 更 多 可 能 的 结果 时 , 其 相应 的 不 肯定 性 程度 也 随 之 ” 


增加 . 

因此 , 我 们 对 豆 提 出 要 求 ; 

(ii) 对 有 ?# 个 等 概 结果 的 试验 , 豆 是 扣 的 单调 上 升 国 数 ; 

对 瑟 (e) 的 第 三 个 要 求 比较 复杂 ， 它 牵涉 到 把 一 个 试 难 分 为 
相反 的 责 个 试验 我 们 通过 简单 的 例子 来 师 述 其 含 广 。 

考虑 有 三 个 结果 的 试验 

(0 有 4, 全 ) 
: 
Di, Ps:, Ps 

这 个 试验 的 不 肯定 性 程度 五 (g)= 吾 (p1,，8o， 8s)。 为 了 确定 到 底 
是 哪 一 个 结果 出 现 , 我 们 也 可 以 进行 这 样 相继 的 两 个 试验 ; 在 第 一 
个 试验 中 , 先 确 定 到 底 是 4; 出 现 , 还 是 4s 或 4s 出 现 , 即 进行 下 列 


试验 ; 
人) 
由 者 遇 
Pl, Pa Pa 


显然 了 Lai) = 瑟 (Dp ps 十 Pa)， 如 果 4; 出 现 ( 其 概率 为 p1), 则 试验 
结果 已 完全 宵 定 ， 无须 再 作 进一步 的 试验 ; 但 是 如 果 是 8B 出 现 ( 其 


概率 为 pp 十 pa), 则 尚 顷 进 行 如 下 试验 , 才能 最 后 确定 试验 结果 ， 


A ds 
a | Pe Ps ) 
Ps+pa’” jstpa 
这 个 试验 的 不 肯定 性 程度 为 万 (as) 一 到 (~ 外 ,= 全) 
Ps+ ps’” Pz ps 


可 以 直接 进行 试验 a， 以 确定 4 4s, 4s 中 哪 一 个 结果 出 现 ; 
但 是 若 先 进行 试验 qj， 然后 有 必要 时 (概率 ps 十 ps) 再 进行 az, 世 
可 达到 同样 的 自 的 ， 因此， 我 们 自然 地 认为 这 两 组 试验 所 售 的 不 
肯定 性 程度 是 一 样 的 , 即 
和 








HA 


(pu po pg) 一 再 (ph prt ps) + (pst+ pH( Ta 


这 些 考 忠 启 发 我 们 对 吾 提 出 下 列 要 求 : 
《iiiy 一 个 试验 分 成 相继 的 两 个 试验 时 , 未 分 之 前 的 五 是 妓 分 


Er 和 十 二 


”之 后 的 吾 的 吉 权 和 . 


.i 一 


条 件 导 (Gi) 已 完全 确定 五 的 形式 ,下 面 简 记 pt( 4d/) 坟 pio 
_ 定理 { 申 农 ) 唯一 满足 (iD)、(ii)、( 道 ) 三 个 条 仁 的 五 共有 上 列 
形式 


并 二 —O blogn 《1) 


sk | 
其 中 心 基 正常 数 .。 

为 证 明 这 个 定理 , 要 用 到 下 述 分 析 引 理 ， 

引 理 i 车 f(%) 是 7 的 单调 上 升 隔 数 , 有 对 一 切 正 整数 和 
成 这 

fimn) =f(m) -+ fn) (2) 
则 
fn)=C1logn 
其 中 心 是 一 个 正常 数 . 

[证 期 ] 出 《2) 可 得 所 1=0， 所 以 对 其 贷 正 整数 吉 ， 有 
fm) 一 0。 另 一 方面 ， : : 
fn) = 了 (nn) 二 下) =27(n) 
| fm) = 了 (n+ fn) = 2370n) 

一 般 地 
fim) =2f (rn) (3) 

荐 mm， 业 是 两 个 性 章 的 正 整 数 ， 启 夭 1) 妹 任意 大 的 正 整 娄 ， 再 也 

下 整数 i, 使 

mt +l C4). 


» IH a 


由 函数 的 单调 性 
fim fn ) fm tt) 








由 (3) 得 z 
Um) RF) (+ 1m) 
因此 
1 fn) i+1 
天 和 FT 
对 (4) 取 对 数 得 
tlogn<rlognh< (li1)logm 
因此 也 有 
or i 二 i 
logm ~ 
这 样 一 来 


Fn) logn 1. 
fim) logm “ 斑 
上 式 对 任意 天 的 都 成 立 , 因此 


f{n) _ logn 
foam) logm 


出 于 2x, 7 的 任意 性 即 知 














fn)}=0Clogn 
其 中 是 常数 ,再 由 了 (nm) 是 4% 的 上 升 芍 数 , 可 知 0 是 正 的 . 

现在 可 以 来 证 明定 理 了 . 

[证 明 ] 首先 , 记 到 (二 ,去 ,…, 广 ) 一 fm)， 按 条 件 ( 直 ) 知 
fw) 是 nn 的 单调 上 升 函 数 ， 对 有 mn 个 等 概 结果 的 试验 ， 可 以 把 
它 分 解 为 个 有 2 个 等 概 结 困 的 试验 , 因此 由 条 件 (ii) 知 

fCmn) =f Cm) me fn) =f (Cm) fn) 
利用 引 理 1 立刻 得 到 


» 1BF 


1 


HH 工 二 Clogn 





其 次 ， 当 Di: Pas ***, Pn 是 有 理 数 时 ， 术 妨 记 人 一 四 3 考虑 一 


Sr. 


irl 
个 有 Bm 个 等 概 结 果 的 试验 ， 而 这 个 试验 又 可 以 看 作 丙 个 相继 


的 试验 ， 其 中 第 一 个 试验 以 概率 入 出 现 结果 4;; 而 第 二 个 试验 ， 
划 是 在 出 现 结果 4, 的 基础 上 上， 考察 它 是 出 现 六 个 等 概 结果 中 的 
哪 一 个 , 因此 接 条 件 (iii 应 有 


Clog 人 > ti 一 HOp', 2, ws Py) 十 CY plogn | 
- Rr] iml i 
于 是 
n 首 
Hi{p, Da ***, 有 =Cllog > 一 Siogn | 
f= i=l 


-=o[ Ep.(iog Be, ~106n)] 


一 一 ce logP! 


最 后 , 对 任意 的 pu ps,，…, Pr, 可 用 有 理 数 来 还 近 它 ， 但 按 条 伯 
《1 知 豆 是 各 自 变量 的 连续 阔 数 ， 因 此 上 述 琢 达 式 仍然 成 立 ， 从 而 
完成 了 定理 证 果 ， | 

定理 中 的 系数 口 , 可 以 根据 方便 选 返 , 它 农 决 于 度量 单位 ， 常 
用 的 度量 单 位 有 一 进 制 单位 及 十 进 制 单位 ， 前 者 对 数 的 底 取 为 2， 
后 者 用 常用 对 数 . 

在 (1) 中 , 若 f= 二 0, 则 相应 的 项 pilogP; 定义 为 零 ， 因此 在 试 

: 验 中 增 减 夫妇 率 结果 不 影响 不 肯定 性 , 这 是 很 自然 的 。 


-和 


以 后 将 称 
百 (wJ 一 一 Srp(4i)logp(4) (5) 
看 sm 
为 试验 a 的 炳 . 


从 下 面 例 子 可 以 看 出 , 丧 确 实 可 以 度量 试 们 的 不 肯定 性 程度 ， 


[ 例 1] 计算 本 节 开 始 时 射击 例子 中 射手 里 , 乙 ， 两 射击 试验 
相应 的 业 ， 


Id 1i1, 1 
二 -一 -一 i = 了 二 必 ,301 必 
He 1g S18 E22 


Hze=—0.99lg0.99—0.011g0.01 = 0.0243 
Hw=—0.71g0.7—0.31g0.3=0.2653 
这 里 均 用 十 进 制 单位 ， 甲 的 埔 最 大 , 乙 最 小 ， 再 介 于 其 中 , 与 直观 
元 全 符合 ， 
[ 例 2] 英文 字母 出 现 的 精 ， 
入 的 概念 的 引入 与 通信 理论 的 发 展 密切 相关 ， 后 者 需要 解决 
最 有 效 而 无 错误 地 传递 消息 这 一 任务 、 用 文字 给 出 的 消息 通常 经 
过 编码 变 成 其 种 信号 ,经 信道 传输 , 到 达 接 收 地 点 , 再 经 详 码 还 原 ， 
当然 编码 的 优 劣 将 直接 影响 通信 的 效率 ， 最 简单 的 办 法 是 把 每 一 
个 字母 都 转换 成 相同 长 度 的 码 子 ， 但 正如 本 书 一 开头 就 看 到 的 那 
样 ， 在 英文 中 不 同 字母 出 现 的 频率 很 不 相同 ， 因 此 更 有 效 的 办 法 
当 状 是 把 最 常 出 现 的 字母 编 成 较 短 的 码 子 ， 而 把 不 常 出 现 的 省 母 
绢 成 较 长 的 码 子 ， 这 个 问题 与 英文 字母 出 现 的 精 有 直接 关系 . 
”， 根 如 把 26 个 字母 连同 分 隔 用 的 空格 共 27 个 符号 ， 看 作 是 等 
可 能 出 现 的 ， 则 相应 的 试验 (接收 到 一 个 符号 , 要 判断 它 是 哪个 字 
母 或 空格 ?的 焕 为 | 
Ho= lg27=1.4314 
但 是 接收 到 一 个 符号 ， 它 是 空格 的 可 能 性 比 是 z 的 可 能 性 要 大 200 


二 


说 , 也 即 不 误 让 性 套 度 似乎 不 应 该 有 这 么 大 ， 事 实 上 , 如 果 我 们 考 
_ 卡 到 不 局 字母 及 空格 的 出 现 梳 率 (数值 见 第 一 章 $ 1)， 则 


旦 灾 
Hi=— 3p.lgp = 1.213 
ff 二 二 


出 就 是 说 不 肯定 性 要 小 不 少 . 当然 如 果 再 注音 到 英文 中 前 后 字母 
间 的 联系 , 例如 4g 总 是 接着 #, 则 这 种 不 肯定 性 还 要 小 得 多 。 
一 二、 站 的 项 本 性 质 
下 面 讨 论 用 (5) 定 六 的 燃 的 若干 基本 性 质 , 通过 这 些 研 究 将 进 
一 步 看 到 塘 作 为 不 肯定 性 程度 度 甘 的 合理 性. 
首先 考察 一 下 国 数 Ya) 二 一 之 logz 的 性 质 , 显然 对 于 x 汪 0， 
均 有 tw) 一 ,因此 p(x) 是 00, oo) 上 的 凸 次 数 ， 即 对 于 任意 的 
?0,9>>0, 且 了 D 十 9 二 1 不等式 
~ DPT Fos) p(T + Ir2) (6) 
”对 一 切 0<z#1 过 x 过 oo 有 成立， 
一 般 地 , 不 难 用 归纳 法 证 明 如 下 分 析 3 引 理 . 
引 i 理 2(Jensen 不 等 式 ) 设 wlr) 是 [a, 8] 上 的 上 此 阔 数 , 而 
克 i72 tn 古 Le 2 中 的 芷 意 点 ,4 41,，…，4s, 十 和 为 1 的 正 数 ， 
则 


Piple)< 7 (Th) / Wb 


等 号 成 立 当 且 仅 当 诸 x 相等 ， 
ed 
， 当 且 人 充当 P(A4,), i 二 1, 2, ,3% 之 中 的 一 个 等 和 于 1 时 , 情 
五 一 0, 其 他 情况 下 , 入 恒 为 正 . 
2 在 有 如 个 可 能 结果 的 试验 中 ， 等 概 试 验 具 有 最 大 灯 ， 其 值 
为 logn. 


s TI-* 


- 


[证 明 ] 在 引 理 2 中 取 p(2) = 一 vlog%, 四 一 P(40， 因 一 天 
代入 (7) 式 ， 得 到 


一 于 
3 





=15p4, J)logplA;) < 


Lik | 


log 二 


H(AD), BA)) logn=H(T, ,Tt) 四 
下 面 游 风 两 个 试验 = 及 B, 设 它们 的 结果 及 没 率 如 下 
( Al, “ys 区 ) ( B,, "ys B, ) 
他 月 : 
PLA), "yy D(A) Tt Bi), “*"y p(B,) | 
又 以 26 记 这 两 个 试验 联合 起 来 所 构成 的 新 试验 , 于 是 试验 a 的 


可 能 结果 为 ALB,, FE=1, 2, *ah Tt, t=1, 2, "和 相应 的 概率 为 
P(A4B:)。， 按 定 交 


Hlof)=— > P(AB)Nogp( dB,) (3) 
”3. 阁 试 验 a 与 试验 户 独 立 , 则 
Hlaf)= Hx)}+ HB) {9) 


[证 明 ] 在 这 种 场合 P(A45B1) 一 pC4)p(B,)》, 因此 
H(apB)=— >_P(A)PB)logp(A)P(B.) 
[3 . 


=— > pA PCB, Yogp(A) + logp(B)] 
,+ 


=H(la)t+ H(A) 
三 、 素 忻 精 与 信息 基 
为 了 进一步 研究 坑 的 性 质 , 需要 引进 条 件 炳 的 概念 ， 旭 a, 8 
是 前 述 两 个 试验 , 以 2(Bi| ADD 记 试验 a 出现 结果 4; 的 条 件 下 , 试 
验 问 出 现 结果 五 的 概率 , 则 


2 ee. 


五 4 及) 一 ~ Ein(B {ADlogpCB,1 A.) (10) 


是 在 试验 a 出 现 4, 的 条 件 下 , 试 格 月 的 炳 ， 
我 们 称 平均 值 


BHAA pANHLB)Y (11) 
下 二 二 


一 为 在 试验 a 实现 的 条 件 下 试验 5 的 条 件 烦 . 
下 面 指 出 了 .(B) 的 某 些 重要 特质 . / 
i. Hl(aB)=H(a)t H(A). ' (12) 


[证 硼 ] H(ta8)= 一 PAB ) logp(AB) 


pA)P(B, IALlogp(A) + logp( Bj A) 
Rit. 


=—— > plA)ogp( dA) > p(B LAL) 


P(A) D>_ PBI| A ogP(B., | A,) 
=Hte) + HABA) 


特别 当 立 与 月 独立 了 时, 瑟 :A8)=H( 育 , 此 时 (12) 化 为 (9) 式 . 
: 辣 理 ， 


HioeB)y= H(A)- Ht{a) 


这 个 性 质 称 为 精 的 加 法 法 则 . 推导 篇 的 克 达 式 时 的 条 体 (ii)， 
事实 上 是 动 法 法 则 的 另 一 种 表述 . 


2。 昌 8) 十 非 负 的 ， 允 车 所 有 的 Pd 由 则 当 且 仅 当 


HA)=003 二 1 RW) 寺 ,加 (8B) =0 才 成 立 , 此 时 还 有 H(ap) 
=Ht{a), 


这 些 以 质 用 条 件 焙 的 定义 章 即 得 到 后 后 一 结论 说 明 , 只 有 当 试 
验 “ 的 任何 结果 都 使 试验 月 的 不 肯定 性 完全 应 除 有 时 ,, 才 有 五 。(B) 


二 了 局 了 电 


三 小 此 时 a 的 结 昌 和 洛 全 决定 了 及 的 结果 。 
3. BHAA)EH(A)., (13) = 
[证 明 ] 在 引 理 2 中 , 取 ptzw)= 二 一 zilogz，Ai 一 P(A， 家 二 

p(B|4,), 则 


— Sip(4) p(B A Vlogp( BA) 
==l 


<—[ SC4 p(B 4A) jog[ SpA)p(B,1 A) ] 
rm i 


= p(B)logp(B,) 
两 壕 对 才 求 和 即 得 


~— SpA) SL PCBs|4)logp(B | AN < ~ SIp(B Nogp(B,) 
im] Em 于] 


砂 即 
HA) <I(A) 
此 外 , 显然 有 
HH{aB)= Hla) + HAAISEH(a) + H(A) 

关系 式 (13) 的 注 义 不 难 理解 , 因为 进行 试 监 a 之 后 , 一 般 对 试 
验 的 结果 会 增加 了 解 , 从 而 消除 了 部 分 不 肯定 性 , 只 有 当 & 与 户 
独立 时 , Ha( 记 = 二 旦 (此 时 a 的 结果 无 有 巧 于 减少 的 不 肯定 性 . 
因此 最 了 (8) 一 H.(B8) 是 作 了 辅助 试验 a 之 后 试验 有 不 肯定 性 的 
减少 其 , 即 是 再 于 试验 a 的 进行 而 得 到 的 有 关 试 验 的 信息 . 

记 

la, B=H(6)— HA) C14) 

并 称 之 为 含 在 试验 a 中 的 有 关 试 验 8 的 信息 是 ， 

因为 

HlaB})=H(a}+ HA(B)= H(A + Hera) 
= 1IA 


Hla)— Hea) =H(6)— HAB) 


iB,a)=Ita, BY) 
-因此 户 中 含有 a 的 信息 县 与 a 中 含有 用 的 信息 量 各 等 ， 
显然 
. oITa, BEBH(a), OIta, A)<EHIA) (15) 
” 当 且 仅 当 e 与 独立 时 , 才 有 了 (a, 8) 一 0, 此 时 一 个 试验 不 含有 另 
一 个 试验 的 任何 信息 量 。 另 一 个 极端 情形 是 当 a 的 结果 完全 决定 
.站 的 结果 , 此 时 五 (58) 一口 从 而 工 C, 月 )= 二 五 (8), 特别 地 , 1(P, 甩 ) 
二 碌 (), 这 就 是 说 ,包含 在 试验 中 有 关 试 验 户 的 信息 其 等 于 记 
:的 焙 , 因而 粹 也 是 信息 量 ， 
四 、 连 续 型 分 在 的 惊 
和 圳 于 具有 密度 了 图表 的 连续 型 分 布 ， 可 以 类 但 地 定义 它 的 精 . 
说 随机 变量 e 及 万 的 审 度 图 数 分 别 为 Bo 及 9, 它们 的 联合 密 
度 因 数 为 扰 瑟 所 ,一 种 比较 显然 的 定 光 精 的 办 法 是 仿照 离散 型 场 
合 , 定义 


H(ta)= 一 | Pleog 了 (zz)Gz (16) 
H(ap)= ~ | [fc y)log flzx, y)dzdy (17) 
和 
Hp)=— {| fc, Slogl odady 18) 
He(a)= -中 fr, og Yandy (19) 


这 样 定义 的 灶 及 条 件 嫌 具有 许多 高 散 型 分 布 的 炉 的 性 质 ， 简 单 罗 
列 如 下 : 
和 


1. 车 ec 限制 在 中 变化 , 则 六 中 的 均匀 分 布 有 最 大 粹 ， 共 值 
等 于 log|IFij， 此 处 |7| 是 下 的 测度 ， 
2, H(ap)=H(a) tHA(B)=H(B) + Ha). 
而 且 
HAA<H(B) ,. 
因而 
H(laB)< Ha} H(A) 
这 两 个 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 a 与 上 8 独立. 
第 一 个 性 质 说 明 ， 从 壤 的 观点 看 ,均匀 分 布 具有 转 殊 地 位 . 他 
人 惊 亲 的 是 , 当 见 的 另外 两 个 分 布 一 一 正 坊 分 布 与 指数 分 布 , 从 迷 
的 观点 看 , 也 具有 特殊 地 位 
3. 设 p(z) 是 一 维 密度 函数 ， 共 标 准 莽 为 0 则 当 PK 为 正六 
分 布 时 其 粮 最 天， 其 值 等 于 logw 2re o( 对 数 以 e 为 底 )， 
[征明 ] 不 失 一 般 性 , 设 其 数学 期 望 为 怜 ， 这 时 要 求 BfKz) 应 
十 约束 条 件 
|zCoaz=i 
及 
oj 一 pz)az 
又 使 
H(z)= ~ |p(r)iog p(x)adz 
达到 最 大 ， 根 据 变 分 法 , 这 相当 于 要 求 
上 -zolog PC 二 ap(z) 十 pzzp(z)]a 


达到 极 大 , 有 其 ~ 
一 1 一 log P(r)+A+ nur:=0 “ 

选取 常数 使 其 请 足 约束 条 件 ， 即 得 

“ 电 用 过 相 由 


间 


1 电 LL] 
PI ar 


“此 时 


3 
Ht{x) 一 3 了 e-: be [1o8 A7 2 s+ Els 


一 1og /2 十 豆 =logw3zea 


| 在 # 维 场合 , 假定 分 布 的 协 方 差 赴 阵 国 定 为 B=(54y), 则 


er 


1 1 _ 
站 (人 一 一 一 一 一 TeXb I— sxB ix t,xER" 
(25)" | 至] 上 ; 
达到 最 天 玉 log(2xe)"2|B13, 这 里 |B[ 为 B 的 行列 式 值 ， 

4， 若 密度 函数 pC(2) 当 x 志 0 时 签 于 0, 并且 其 均值 为 gq, 则 指 
数 分 布 


p(n) = 2/a 


“这 到 最 大 入 其 值 为 iog ea. 

证 蜡 方 法 与 推导 正 恋 分 布 时 完全 一 样 , 不 再 写 出 

连续 炉 的 性 夸 示 有 与 襄 散 炉 不 同和 的 ， 特 别 是 它 的 数值 会 因 维 
标 系 的 改变 而 改变 ,因此 还 存在 着 别 种 关于 连续 填 购 定义 , 不 过 这 
撕 不 准备 再 深入 讨论 本 ， 

精 是 一 门 新 兴学 科 一 一 信息 论 中 的 基本 概念 、 它 的 引入 使 得 
人 们 能 半 随 机 现 浓 的 不 骨 定 性 进行 度量 ， 是 具有 重大 意义 的 . 


“$3. 儒 函数 
一 、 整 值 落 机 变量 与 终 函 数 的 定义 
在 离散 型 随机 变 最 中 ， 那 些 只 了 珍 非 负 整 数值 0 1 2 … 的 占有 
重要 前 地 位 ， 事 实 上 , 我 们 所 允 到 的 离散 型 分 布 如 二 项 分 布 , 超 几 


” 柯 分 布 , 将 罚 松 分 布 , 几何 分 布 等 都 有 已 取 非 负 整数 值 的 . 


* 7 放 


我 们 称 取 非 负 整数 值 的 随机 变量 为 整 值 随机 变量 ， 对 于 整 值 
随机 变量 , 有 一 种 处 理 方法 很 便于 应 用 , 这 就 是 母 范 数 法 ， 7 
若 随 机 变量 £ 取 非 负 整数 值 , 且 相 应 的 分 布 列 为 


( 0，1，2， ) Cy 
Do Pi Pay **r 


PO)= Sips 《2) 


下 一峰 


出 


称 为 二 的 母 函 数 , 即 
Pla)— Es! (3) 
因为 母国 数 由 分 布 列 完全 淡定， 困 此 亦 称 它 为 该 概率 分 布 的 
匡 国 数 ， 由 于 


Sp,=1 Cd). 
ky 
由 只 级 数 的 收 氏 性 先 道 了 了 (s) 至 少 在 is| 拟 1 一 致 牧 敦 且 绝 对 收敛 ， 
国 此 母国 数 对 任何 葬 值 确 机 变量 都 存在 . 


对 于 任 一 数列 {9， } 也 可 定义 之 ans" 为 其 母国 数 , 但 我 们 以 后 
只 讨论 概率 分 布 对 应 的 母国 数 . 

母 函 数 在 十 九 世纪 初 被 拉 普 拉 斯 引进 ， 它 是 在 概率 论 中 第 一 
个 被 系统 地 应 用 的 变换 法 ， 对 后 来 在 概率 论 中 引进 其 凶 更 有 用 的 
变换 一 一 如 下 地 要 介绍 的 特征 函数 一 有 启发 作用 ， 本 书 把 变换 
法 的 重点 放 在 特征 函数 法 上 , 至 于 为 什么 要 单独 介绍 母国 数 , 首先 
是 出 于 它 比 较 简 单 , 在 整 值 随机 变量 场合 很 有 用 , 可 以 作为 特征 函 
数 的 前 导 ; 其 次 , 在 随机 过 程 中 驳 用 到 有 关 结 果 ; 最 后 还 由 于 从 母 
函数 落 发 展 起 来 的 各 变换 法 已 成 为 解决 许多 问题 的 重要 工具 ， 但 
是 ， 跳 过 本 节 母 函数 的 内 容 , 并 不 太 影 响 本 书 以 后 章节 的 学 可 。 





下 面 求 几 种 分 布 的 诬 冰 数 . 
[从 1] 二 项 分 布 


P(s)= >( ee! = (g++ p83)" (5) 
大 三 由 
[ 例 2] 超 见 何 分 布 
se 人。 
P(s)= Se ie (6) 
Gs) 
这 是 超 几 何 级 数 , 是 一 种 特区 函数 , 处 理 起 来 不 大 方便 , 在 概 


率 论 中 也 很 少 用 , 由 于 超 开 何 分 布 的 名 称 来 自 于 它 , 因此 我 们 顺便 
提 及 . 


tL 例 33 普 辣 松 分 布 
Pils)= Detat et. 一 C7) 


Lot 


[ 询 4 几何 分 布 





Pt(s)= Ee 1pa" = ps D1 (gs) -一 7 (8) 


k= 一 和 3 

二 、 母 函数 的 性 质 

1， 叭 一 性 ， 由 分 布 列 (1) 用 (2) 定 义 母 函数 , 这 显然 是 唯一 确 
定 的 :下面 证 明 , 由 母 铺 数 也 能 唯一 确定 分 布 列 ， 

设 概率 分 布 (pi} 及 (gi 分 别 具 有 和 母 蜀 数 P(s) 及 @(s), 且 Pls) 
二 所 (85)， 因 为 Ps 及 QCs) 都 是 宫 级 数 ， 且 当 |s| 委 工 时 以 化 ， 对 
P08) 及 昌 (8) 求 导 玉 次 ,并 邻 8 一 0, 则 得 

Elp— PNO0) = (0) =—pig, 
因此 2 一 和光 二 01 2 好 两 个 概率 分 布 一 样 ， 
这 样 一 来 , 概率 分 布 与 母国 数 是 一 一 对 应 的 , 因而 对 于 概 闪 分 


" i99 浊 


布 揭 许 多 研究 可 以 化 为 对 所 对 应 的 母国 数 的 研究 ， 因 为 母 函 数 是 


大 级 煞 , 具有 许多 民 好 的 人 性质 , 鲁 于 处 理 , 所 以 母 蚊 数 是 研究 整 舍 


随机 变量 的 有 效 工 具 . 


2， 羡 国 数 与 数字 特征 ， 母 萌 数 的 应 用 之 一 是 利用 它 能 求 租 . 


概率 分 布 的 数字 特征 ， 若 
PC3) Spes? 
Em 
山 ] 
P'(8)= > Epst-!, P"(8)=- > kb-—1) ps*-2 
六 = 一] 五 三 对 


这 两 个 级 数 至 少 在 |s| 二 1 是 收 误 的 ， 
当 数 学 期 望 之 5p; 在 在 时 ， 
Ei 


P(1)— SD Eps— BE 


k=1 
当 数 学 期 望 人 > p= oo 于 ， limP’(s) 一 cc， 
kl 日- 二 
同样 ， 当 方差 DE 存在 时 ， 


BTECGE--1)] 一 WE_1)2 一 Engl) 
点 一 当 
族 


一 ~— (EE)=P"(1) +P() CPC) 


公式 (10) 及 (12) 是 计算 数学 期 望 及 方差 的 简便 公式 ， 
[ 例 5 二 项 分 布 : 母国 数 为 P(g) 一 (g 十 wsjm。 
Ee=P(1)=n(9 Pe)" ip|,1—np 
P(AD=n(n ~ 1) (9+ ps)"-2p2),., =n(n—1)p? 
> 200 。 


{9) 


(C10) 


(11) 


(12) 


一 


DE=~nip—np 十 区 太一 其 2 的 2 一 入 入 全 
- -这 结果 在 31 曾 直接 计算 过 . 

[信人 普 阿 松 分 布 : 母 苹 数 为 已 (5) 一 后。 
BE=P(1)=e DA) = 
Bf1) 一 extsD A = A 

DE = A 二 一 A 二 1 
这 结果 在 1 也 直接 计算 过 , 这 里 葛 计 算 较 方便 ， 
、 狸 立 随 机 变 重 和 的 母 函 数 
基 随 机 变量 与 3 引力 相 互 独 立 , 它们 都 是 整 值 荫 机 变量 , 概率 分 
布 分 别 为 ta 及 1 而 相应 的 母国 数 为 A(s) 及 BC(s), 下 面 计算 
随机 变量 = 和 十 ! 的 概率 分 布 . 显然 ”也 是 整 值 随 林 变 唱 ， 若 记 
c: 一 王 忆 一 7 WW 


6.—00b, ToD, 二 by (13) 
这 就 是 离散 裙 积 公式 (3. 3.5). 
记 
OK(s) 一 全)037 (14) 


天 下 站 


利用 母 函数 在 1sl <I 的 一 至 收敛 性 及 绝对 履 钱 性 ， 
A(8)B(8) 一 Sa, gts .Si pst 一 二 ad 二 


ta 


Fat “heO 于 王 才 


因此 
| Os)= A(s] Bls) C15Y 
甚 黄 个 独 放 随机 变量 之 和 的 母 消 数 是 这 两 个 随机 变量 的 母 消 数 交 
范 积 ， 这 是 一 个 相当 重要 的 性 质 , 由 于 母 函数 具有 这 个 性 质 , 因此 
= ZO1* 


在 研究 独立 随机 变量 和 的 问题 时 , 母 范 数 很 适用 . 
容易 把 上 面 结 果 推 广 到 % 个 独立 整 值 随和 视 变 量 之 和 的 场合 ， 
若 随 机 变量 ,52,…, 弓 丰 互 独立 ， 它 们 的 母 函数 分 别 为 Pi(s)， 


Py(8) ,Ps), 则 7 一 二 十 大 十 … 十 上 的 母国 数 为 人 
忆 (3) 一 已 1(s)Pa(s) P,(s) (16) 
特别 当 专 有 相同 概率 分 布 的 场合 , P;(s)= Pi(s), 这 册 
P(s) 一 [PICs)] (17) 


E 例 7] 二 项 分 布 的 母国 数 : 在 成 功 概 率 为 ?的 芭 次 贝 努 里 试 
验 中 , 若 令 


1 、 ， 
5 在 第 守 次 试验 中 44 出 规 (18) 


0， 在 第 i 次 试验 中 4 不 出 现 
册 ,2 EE, 胡 百 独立 , 而且 二 十 十 于: 十 服从 二 项 分 布 . 
所 的 母 请 数 为 (4 十 ps), 由 (17),9 的 县 函数 为 _ 

P(s)=(g+ ps)" oo 
这 与 例 1 直接 计算 的 结果 相同 . 
[ 例 8] 以 装 有 号 码 为 1,2,3,4,5,6 的 小 球 的 袋 中 有 才 回 地 
取 5 个 小 球 , 求 所 得 号 码 数 益 和 为 15 的 概率 . 


[ 解 ] 车 以 5 记 第 次 揽 得 的 数字 , 则 总 和 1 一 二 十 号 十 十 
és 的 母 困 数 为 


Pi(s) 一 去 (8 十 型 十 88 十 到 十 85 十 上 ) 
显然 ,52,…, és 是 相互 独立 的 , 因此 当 的 母 函 数 为 
P(3)—B (st s+ .te) 
所 求 的 概率 Ptn=15} 是 P(8) 展 开 式 中 s 项 的 系数 ， 由 于 


3 Er md 
POO)= slts tt ) os 于 ) 





襄 5 
一 (1 一) (1 一 8) 


一 入 (IT 一 586 十 10822 十 … 一 s329) [三 人 一 


[| 


a ~ 5 十 形 一 IN s 
-05+ z } 1) s+ | 


kr 


85 ”十 并 
= 六 15st ( 起 
6 人 


14 8 
P{n=15) = 雪 |1 x (10)-s x -和 


中、 了 跑 机 个 随机 变量 之 和 的 母 函 数 
车 上 &2, "ry, Gn … 是 一 串 灾 互 独 这 具有 相同 概率 分 布 的 整 值 
随机 变量 ， PlE,=1}=f, 其 母国 数 为 


下 人) = pi 
Et 
随机 变量 > 是 取 正 整数 值 的 , 号 Pty=n} = gh, 其 母国 数 为 
G(s) = Sg," 
n= 


车 (Ent 与 $+ 独立, 首 虐 和 1 一 志士 针 十 …… 二 二， 记 
Pun=i}=h, 
我 们 来 求 有 的 侠 函 数 


He) = Phe 
刊 半 全 硫 率 公式 开放 "| 与 $» 的 儿 立 性 
= PH 二 让 -P= n}PIn=ily=n} 
= SPly = P(E TE i 
胡 曙 二 ， 
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= Ply=R} P(E +E+ 十 5 二 拉 


由 于 后 十 上 十 ”十 后 为 个 相互 独立 相同 分 布 的 随机 变量 之 
和 , 训 其 母 函 数 -一 


PP{E+ "En 二}ei=[F(e)1" 
让 四 站 


因此 
H()= hs = BI Py-n) DPE Ei 
= Sg,tF(s)T =GLP(s)] (19) 
及 一 下 


从 (19) 可 以 在 到 ， 随 机 个 相互 独立 相同 分 布 的 随机 变量 之 和 的 母 
函数 是 原来 两 个 县 函数 的 复合 
由 于 
有 (es) 一 GTP(e)], P's) 
因此 当 6; 及 By 存在 时 , 在 上 式 中 令 1, 得 到 
En=Ey "Fé, (20) 
这 个 公式 有 不 少 用 处 ， 
[复合 普 阿 松 分 布 ] 在 上 述 讨论 中 ， 车 ”服从 参数 为 4 的 普 
阿 松 分 布 , 则 
Gls) = el 
因此 = 二 二 十 十 5&, 的 母 昭 数 汶 
H(s}— er (21) 
以 (21) 为 母 函 数 的 概率 分 布 称 为 复合 普 阿 松 分 布 ， 这 种 分 布 也 很 
有 用 . 
特别 当 F(a) 二 4 十 ps 时 ， 
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再 (6 一 esperb (22) 

- 一-[ 例 9] 观察 资料 表明 , 天 空 由 星体 服从 普 阿 松 分 布 ,其 参数 
为 4, 这 里 了 是 被 观察 区 域 的 体积 。 若 每 个 星球 上 有 生命 存在 的 
概率 为 p， 则 在 体积 为 了 的 字 宙 空间 中 有 生命 存在 的 星球 数 服 从 
参数 为 4p 的 普 阿 松 分 布 . 


4 $4. 特征 函数 


一 、 定 义 
数字 特征 只 反映 了 概率 分 布 的 菜 些 侧 面 ， 一 般 并 不 衣 道 过 它 
们 来 完 爹 确 定 分 布 函 数 , 本 节 将 要 引进 的 特征 国 数 , 既 能 完全 决定 
分 布 函数 而 叉 具有 良好 的 分 析 性 质 . 
为 了 定义 特征 函数 , 我 们 需要 稍 许 拓 广 一 下 随机 变量 的 抠 念 ， 
.引进 复 随 机 变量 ， 
定义 如 果 & 与 都 是 概率 空间 ( 介 , 灾 ,P) 上 的 实 值 随机 变 
量 , 则 称 £ 二 5 十 iy 为 复 随机 变量 . 
从 定义 知道 ， 对 复 随机 变量 的 研究 本 质 上 是 对 二 维 随 机 向 量 
的 研究 ， 这 里 举 一 个 例子 : 如果 二 维 周 量 (#,， 站 与 1 04) 是 独立 
的 ， 财 我 们 称 复 随机 变 莉 1 = £1 in 与 &2=#2 十 Zn 是 独立 的 。 
定义 一 个 复 随机 变量 上 = 十字 的 数学 期 望 为 
Ee= BEtih 
对 复 随 机 变量 世 可 以 平行 于 实 随 机 变量 建立 起 一 系列 结果 ， 
例如 , 车 E152，…, Es。 是 相 王 独 立 的 , 则 
Bet2ren— EE hE EE, 
又 如 ,车 g(x) 是 一 个 一 元 波 雷 尔 可 测 国 数 ,而 7 二 9(6)， 
出 
ef 一 下 en 一 | ermdp(r) (1) 
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这 里 8 二 eos #7 十 1 sin tn 
以 后 将 随时 引用 这 类 结果 而 不 再 加 以 说 明 . 
直面 引 进 随 机 变量 上 的 特征 函数 . 
定义 ” 考 随 机 变量 去 的 分 布 函数 为 Petz), 则 称 


f=Bert=| e'saF,(z) (2) 


为 上 的 特征 函数 . 


特征 函数 是 一 个 实 变量 的 复 值 滔 数 , 由 于 |e'“*1 = 二 1, 所 以 它 对 
一 切实 数 都 有 定义 . 

显然 特征 函数 只 与 分 布 函数 有 关 ， 因 此 亦 称 某 一 分 布 函数 的 
特征 函数 ， 

对 于 离散 型 随机 变量, 若 其 分 布 列 为 


- 


村 2 ) 所 
1s Pr, we Pe: 时 由 | 


(的 = pe (3) 
了 一 卫 
特别 地 ， 对 于 整 值 随机 变量 ， 若 其 母 润 数 为 PCs)， 则 了 (8)= 
P(re''). 


对 二 过 续 型 随机 变量 , 若 其 分 布 密度 函数 为 p(x)， 则 其 特征 
销 数 为 


则 其 特征 水 数 为 


f=| ei*p(e)ds (4) 
这 时 , 特征 函数 是 密度 国 数 p(xz) 的 富 利 埃 (Fourier) 变 搞 


Th 


一 般 情况 下 的 特征 函数 可 以 看 作 是 这 种 定 利 埃 变 换 的 推广 . 
帘 利 埃 分 析 是 数学 中 一 种 非常 有 力 的 工具 ， 它 在 许多 数学 分 支 中 


都 起 了 重大 作用 , 以 后 我 们 将 会 看 到 , 它 在 概率 论 中 也 占有 突出 的 
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地 位 . z 
一 一 下面 指 出 一 些 重要 分 布 的 特征 函数 ， 
[ 例 1] 退化 分 布 I(z 一 疏 的 特征 销 数 为 


f(t) =e' (5) 
[ 例 2] 二 项 分 布 5C6Ww 了 了 ) 的 特征 销 数 为 
f(D) =(per tq (6) 
-4 [ 例 31 普 阿 松 分 布 的 特征 喇 数 为 
: f (8) =ere rp (7) 
[ 例 4] 正 坊 分 布 卫 (a, 2) 的 特征 函数 为 
f(D) -is) ed 





_ 1 mir 
= ] bi 
a 2 i 


: 一 8 (3) 
例 工 的 计算 是 显然 的 ， 例 2 及 例 3 可 以 直接 计算 也 可 以 用 母国 数 
的 相应 公式 得 出 , 8) 的 计算 要 用 国道 积分 。 

二 ， 性 质 

了 下 面 分 绍 特征 图 数 的 一 些 基本 性 质 。 

性 质 1 特征 户 数 (1) 有 如 下 性 质 ; 


fi0)=1 (9) 
I | jf0) (10) 
(一 划一 于 本 《11) 


[证 明 ] f0)=| 14F(2)=1 
HGCDIs| lerslaPe) =1=f00) 
(一 个 = 人 esa) 


1 


一 | e'sdF(e) 一 人 . 
性 质 多 特征 函数 在 (一 =, 2) 上 一 致 连续 , 
[证 明 」 因为 
(ftt th)— foty] =|| (eittthr eiir yd F(x) | 
< le -larc)<2| ,aPC)+ | ec 一 1aP(， 


2| ns) +2| 证 





sin Ear Ca) 


注意 上 式 有 边 已 与 + 无关; 可 选 足够 大 的 4 使 | dF(z) 任 意 


i | 芋 
小 , 然后 选 充分 小 的 15| 可 使 第 二 个 积分 也 任意 小 , 从 而 证 明了 结 
论 ， - 
性 质 3 ”对 于 任意 的 正 整 数 % 及 任意 实数 二, f2，…, fs 及 算 一 
数 1 1 …， Ms 成 吝 


会 下 有 一 熙 JAD (12) 
£=1 j=1 
[证 明 ] 
人 ,之 了 (下 一 1) ANy 
下 =]1 j=1 
-5 > er dp (Ak 
EF=1 jul “7™ 
=| > Se 4k dare) - 
-TE=l j=1 


-Eee 


于 一 站 
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.=| | Soerr, dP(z)20 
D3 | 


这 个 性 质 称 为 非 负 定性 , 以 后 我 们 将 会 看 到 , 这 是 特征 函数 最 本 质 
”的 性 质 之 一 . 
性 质 4 ”两 个 相互 部 立 的 随机 变量 之 和 的 特征 函数 等 二 它们 
的 特征 函数 之 积 . 
-人 [证明 ] 设 扣 与 4。 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量， 击 9 一 后 
二 8&2， 由 所 与 红 的 独立 性 不 难 推 得 复 随 机 变量 e0e 与 ef 也 是 
独立 的 , 因此 
Bei's— Weiiltitty)— Feith, Foitts 
手 质 4 可 推广 到 nn 个 独立 随机 变量 之 和 的 场合 ， 
应 当 着 重 指 出 , 正 是 山 于 人 性质 4, 才 使 特征 函数 在 概率 论 中 占 
.~ 博 重 要 地 位 ， 由 于 这 个 性 硅 ， 独 立 随机 变量 和 的 特征 函数 可 以 方 
硬 地 用 各 个 特征 函数 相 磁 来 求 得 ， 而 独立 和 的 分 布 函数 要 通过 禄 
积 这 种 复杂 的 运算 才能 得 到 , 相 比 之 下 , 用 特征 函数 来 处 理 独立 和 
问题 就 有 力 得 多 、 独 立 和 问题 在 宝 率 论 的 十 趴 问题 中 占有 * 中 心 ” 
地 位 , 而 这 些 问 题 的 解决 大 大 有 炳 于 特征 函数 的 引进 ， 
性 质 5 设 随 机 变量 E 有 % 防 奸 在 在 ， 弄 它 的 特征 基数 可 微 
分 匠 次 , 且 当 必 志 7 村 |， 
ToC0) =i*BEt (13) 
[证 明 ] 





| (e''”) 一 [re 全 
在于 二 的 大 阶 抵 存在 , 履 | 1z152F(m) 一 <o。， 因 而 可 作 下 列 积分 
号 下 的 微分 





f= (ed 


-和 
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-| reiisd p(x) 
取 f=0 即 得 (13). 
由 质 5 使 我 们 可 以 方便 地 求 得 随机 变量 的 各 阶 类 
性 质 6 设 1 一 a5 十 b, 这 里 o 五 为 常数 ， 则 
fC =e sf, (Cat) {14) 
[证 明 ] z 
ft Ee Be ts | 
—ei' Be nerfat) 
三 、 道 转 公 式 与 唯一 性 定理 
现在 来 证 明 特 征 函数 与 分 布 函 数 是 相互 唯一 确定 的 ， 由 分 布 
基 数 决定 特征 函数 是 显然 的 ， 剩 下 来 的 是 需要 证 明 可 由 特征 函数 
唯一 决定 分 布 函数 . 可 
下 面 定理 的 证 明 要 用 到 如 下 数学 分 析 的 引 理 . 下 
引 理 设 xw <x2， 


gD, os) = | nt |at (15) 


财 
0 ， 人 < 或 首 - 
1 人 (了 2 由 1 32 ) 从 党 一 必 | 或 证 一 让 2 《二 
1 # | 
[证 明 ] 从 数学 分 析 中 知道 狄 里 克 菜 积分 
1 
了 0 
pla)= 三 | | 0, a=0 7 
1 
1 研习 
而 
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limgtT, zw, 2 人 了 一 下 (一 和 — Dir—r) 
补考 


一 -分 别 考察 4 在 区 闻 (z1，zs) 的 端点 及 内 外 时 相应 狄 里 克 莱 积 分 的 


值 即 得 (16). 
”定理 (逆转 公式 ) 设 分 布 国 数 了 (9 的 特征 溢 数 为 信 站 ， 驻 
zs V2 是 (2 的 过 继 扩 , 则 


(za 一 Plm )=lim [ fat (18) 
(证明 」 不 妨 设 #1 <x;, 由 于 
Ir | fe 
= 二] | 一 请 2 一 人 aird F(a)dt 
交换 于 述 二 次 积分 顺序 得 到 
= | esatar) 


1 | 
人 Te 
0 


了 dt aF Cs) 
1 | sintts—z) sinf(x—r2) 

-3 [Pe ste 

=| gz, 102)dr Ce) 


攻 处 sgt, 1 中 3 2 控 [15) 定 父 ， 由 位 介 启 ri 证 六 13 a ) | 有 
先 , 因此 由 勒 忠 烙 碗 制 收敛 定理 全 并 利用 引 理 的 结果 可 得 ， 


limr, =| limg(D, v, wi wa UF LLY 
并 一 最 于 示 党 
= F(t)—F (er,) 


中 ”为 了 各 免 元 长 的 分 析 诊 证 ， 企 征明 特征 通 数 的 滥 转 公 去 及 逆 投 限定 朴 有 时 , 我 
所 夫 四 次 使 用 了 实 变 函 获 论 由 关于 极限 号 与 积分 号 交换 的 勒 贝 将 按 制 收 莽 定理. 
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定理 (唯一 竹 定 理 ) 分 布 图 数 田 其 特征 函数 叭 一 决定 
[证 阴 ] 应 用 逆转 公式 ， 在 了 (x) 的 每 一 连续 点 上 ， 妆 8 店 
(wx) 的 违 续 点 趋 于 一 财 ， 有 


Ps) = lim tn) fat (197 


0 


而 分 布 国 数 由 其 连续 点 上 的 估 唯 一 决定 . 
由 唯一 性 定理 可 知 特征 函数 也 完整 地 描述 了 随机 变量 。 ， 
特别 当 了 (41) 是 绝对 可 积 滞 数 时 , 省 下 列 现 蝇 的 后; 
定理 车 | 1f()141<oo， 则 相应 的 分 布 函数 (2) 的 导数 
存在 并 连续 ,而 且 





F(a| of Cat (20} 
[证 明 ] 由 逆转 公式 ， 若 x 一 6 及 xz 十 5 是 万 (zw) 的 连续 点 ,. 
则 
Ferro)— Fr—e) 
ina) ea (21) 
因此 
F(z+ 86)— Fl(e_6) 
28 
1 fr sinté 
=limgr| 。 二 2 "(Da 


由 于 | siatce- “| < fi ， 因 陛 用 控制 收效 定理 知 


=- 去 | EC 


面 了 ( 拉 的 连续 性 可 再 次 用 控制 收 笋 定理 证 得 。 
"li2. 


因此 在 了 (1) 是 绝对 可 积 的 笨 件 下 ， 分 布 密度 p(w) 与 特征 车 
“ 拖 人) 通过 富 利 埃 变 换 来 联系 ， 
四 、 分 布 函数 的 再 生性 
许多 重要 的 分 布 函 数 具有 一 个 有趣 的 性 质 一 一 再 生性 .这 个 
性 质 用 特征 函数 来 研究 最 为 方便 ， 下面 通 过 几 L 个 例 节 来 说 也 
已 ， 
人 [ 例 5 于 车 志 服从 下 在 和 区 略语 服 反 下 (8 罗 ) 而 且 所 与 
5 狼 李 , 则 F= 二 5 十 5 服从 BCR; 和 十 9 入)， 
事实 上 下, 一 (pe 二 和 "了 (一 (pe 十 ”由 性 质 4 知 
f(t) (pe at 
因此 由 唯一 性 定理 知 直 9 服从 Bh; mm 十 nn, 2) 
[和 便 人 可 车 各 服从 PC&8; 41)， 二 服从 了 (22)， 而 且 生 与 
、 此 ?独立 则 习 二 芋 十 部 服 从 pCB; 41 十 42)， 事 实 上 
fe tt) = ese nD, 下 (一 ee 
下 ET 
[全 7 和 若 扣 了 服 愉 冯 (aoi 有 服从 wkas 03)， 而 且 刀 与 
sa 独 站 , 则 ?一 二 十 二 服从 Ca 十 Go 03 十 03)., 
还 有 不 少 重要 分 布 也 有 由 生 性 ， 我 们 把 它们 留 给 读者 作为 
练习 . 
还 有 人 研究 了 这 类 命题 的 道 命题 一 一 分 布 靖 数 的 分 解 问题 ， 
项 若 两 个 独立 随机 变量 之 和 服从 车 一 分 布 ， 问 是 否 能 断定 这 两 个 
随机 变量 也 分 别 服从 这 个 分 布 . 已 经 证 明 对 于 正 驴 分 布 及 普 阿 松 
分 布 逆 命题 的 确 成 立 , 
五 ，、 和 多 元 特征 函数 
车 随机 向 明 (1， 52，…， 6; ) 的 分 布 函数 为 了 了 (v1 vo, 】)， 
与 随机 变量 相仿 , 我 们 可 以 定 交 它 的 特征 函数 
fi ts, 0)=| | eg pe ,Ln ) (22) 
* 213。 





可 以 类 似 于 一 元 的 场合 ; 建立 起 名 元 特征 荔 数 的 理论 , 由 于 方 
法 洁 全 相同 , 我 们 只 叙述 一 些 有 关 结 论 , 证 明 一 概 从 了 骆 ， 
和 性质 ff $4) 在 BR" 中 一 致 违 续 , 而 且 
fet, to bn) iC0, 0, 1, 0)=1 ~ 
fi—#, 一 四 — tn) = fos rs bn) 
性 质 3 如 果 了 有 fa 是 (9 Easy Ea) 的 特征 车 数 ， 
则 = 十 262 十 十 Gné 的 特征 消 数 为 
ft) = as, qot, an (23) 
性 质 3 如 果 矩 百 结 En 存在 , 则 
BEY Ba Eni 


可 
“一 下 re 
5 | 3 + CT， 上 3 #.,) 

of fot Em AF nn ed 


(24) “一 
性质 和 若 (5152,…, 4) 的 特征 函数 汶 了 (#2 to 则 万 
尼 n) 维 随机 疝 量 (51,852, 6) 的 竺 征 陆 数 为 
玉 tt £3 ""*, ts)=ft, day rs $s Oty 0) (25) 
这 是 前 天 小 分 量 的 不 维 边际 分 布 所 对 应 的 特征 函数 ， 对 应 于 芋 意 
站 个 分 是 5 Er 的 边际 分 布 的 特征 男 数 , 可 以 类 似 得 到 . 
道 转 公式 ”如果 了 (1,t, 司 , 霹 ) 是 随机 向量 人 51,52，…*， 的 
特征 茵 数 , 而 (zt ra zs) 是 它 的 分 布 图 数 , 则 
GE， 一 2] 


1 1 六 F 全 共 iti eitib 
二 i111 是 直上 晶 —— 
" -TL 一 Bh 





-ra jl 
ft Fay, ta dE dt dt, (26) 
其 中 x: A bs 都 是 任意 实数 ， 人 得 袜 足 唯一 的 要 求 : {1 £2, 四 
8") 落 在 中行 体 
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让， 2 
”的 神 上 的 概率 等 于 零 . 
唯一 性 定理 ”分布 国 数 下 (zt zz, …,zm) 由 其 特征 的 数 唯一 决 
-证 
有 了 唯一 性 定理 , 可 以 进一步 证 明 特 征 函 数 的 如 下 两 个 性 质 ， 
世 科 表征 耳 独 六 和 福 ， 

一 、 性质 5 车 (Easy 5&4) 的 特征 函数 为 了 (#1 5 14) 而 生 
的 特征 函数 为 了 C3),j=1,2,…,%, 则 随机 变量 后 52,…, 各 相互 
独立 的 充 要 人 条件 为 

于 (8 一 CD 《27) 
性 质 6 若 以 请 Cf bn), fs (1, "mn ) CE, "es ny 
分 别 记 随 机 向 量 (&4 到 )， Gm … 4m)】 民 《51 ,二 
的 特征 区 数 ， 则 (C51, ,5) 与 (04; mw) 独立 的 充 要 
”条 件 为 :对 一 切实 数 而 ,…, #5 及;…; Wn 成 立 
fF es Fn, Wl ey in) 

= fF es Ea fas, Ym) (28) 
在 下 一 节 , 我 们 要 用 到 如 下 定理 ， 相 应 于 此 定理 的 一 维 结果 ， 

特 在 下 章 叙 述 并 证 明 ， 
连续 性 定理 ” 若 特 征 函 数列 { 访 人 fa et 收 化 于 一 个 连 
续 函 数 了 ta 则 国 数 和 12; …; Ew) 是 基 分 布 函 数 所 对 


*§ 5， 多 元 正 术 分布 
— 一 、 密 度 范 数 与 特征 函数 
在 本 市 中 ,我 们 将 讨论 多 元 正 坊 分 布 的 定义 与 性 质 , 假定 读者 
其 有 和 矩阵 论 的 基本 知识 ， 因 为 对 二 元 的 场合 我 们 已 直接 推导 过 这 
一 当中 的 大 部 分 结果 , 所 以 基础 知识 不 是 的 读者 不 妨 兄 过 下 节 . 
"2213 。 


下 面 , 我 们 将 以 黑体 的 小 写字 母 记 列 向 基 


1 上 

由 2 

一 | .|, = , 
: : ~ 

所 

[人 右 4 


深 黑 体 的 大 写字 母 记 秆 阵 , 例如 
bs Dori 


B= B21 Do by 


| bia Din 
以 记 逢 阵 (当然 也 包括 向 基 ) 的 转 轩 ,因此 上 = S2445, (其 中 ,+ 
为 列 向 量 ); 以 B71! 记 B 的 逆 阵 ;以 1BI 记 B 的 行列 式 之 值 . 
在 (3.2.13) 中 ， 我 们 已 定义 了 % 元 正 杰 分 布 的 密度 国 数 ， 采 一 
用 列 阿 量 形式 , 其 表述 式 为 
1 3 “1 
2 exp 二 (wa) Bil(x ol (1) 
其 中 如 是 %% 阶 正定 对 称 矩 际 ，a 是 实 值 列 向 朋 ， 并 简 记 为 N(q， 
B). 
事实 上 ， 我 们 还 需要 证 明 巾 (1) 定义 的 函数 是 Br 中 的 密度 函 
数 . 
PX)0, xER" (2) 
因此 只 须 验证 下 式 成 六 
| ,p(x)ax=1 (C3) 
为 了 证 明 (3), 我 们 要 用 到 矩阵 论 下 这 么 一 个 结果 ; 车 B 是 正 
定 对 称 阵 , 则 存在 非 壳 异 阵 工 , 使 


"I" 


-A 


” ”人 必 线 性 变换 


则 六 变换 为 


B=LL 


y=L i(x—ay 


x=Ly+a 


变换 (6) 的 雅 可 纪行 列 式 由 下 起 给 出 


因此 


i 
[LI=|IB| 


| .zcoax 一 | exp : yy 


i 人 1 | ， 
-本 可 of 起 
《2 J_~ 2 7 


-| -| | = 
从 而 证 明了 C3), 所 以 (确实 定妆 了 到了 上 的 一 个 密 诬 国 数 ， 
定理 1 站 无 正 态 分 布 () 的 特征 国 数 为 


f(t =xplia't -Bt 


[还 明 」 按 定义 


f(D=| 。 


eplax) dx 


1 


{2x)"2|B| 吉 


{4) 

C5) 

(6) 

(7) 
| IBD ay 


ay dy, 


(8) 


| eexp | 一 二 Cex —0)'B i{x -oa 


作 变 换 (6)》, 注意 到 


tx F(x 4a)" B(x—a) 
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= itaT Ly— yy 


记 s=L 上 Lt 则 
it'x— (x—0)'B-!(x—a) 
二 TT 1 T 
Hatisy sy 
一 1 
一 ia't + D7(isiye 一 二 六) 
上 二] 
= ta't _ li(y 一 让 _ lo 
2 " 2 
£=I £=1 
iat — LS(y,—isn)’ ~ LtB 
2 rE=l < 
因此 
i iB 
了 = 一 


(2x yw2| 焉 | 
ep fis) 1B dyrendy, 
— gio tt-—#:"at 
在 (1) 中 , 假定 吾 是 正定 对 称 阵 ， 否 则 该 表 运 式 没 有 意义 , 因 
此 我 六] 只 是 对 正定 对 称 阵 B 的 场合 定义 了 多 元 正 态 分 布 , 但 是 利 
用 特征 函数 表达 式 (8) 有 可 能 把 定义 拓 广 到 一 艇 非 负 定 对 称 阵 B 
的 场合 ， 
事实 上 , 设 召 是 非 负 定 对 称 阵 , 令 Bs 一 万 十 卫 I， 这 里 I 是 % 
院 单位 阵 , 显然 B, 是 正定 对 称 阵 , 因此 
f(t) gio tr Bt 


s 1 


。 - -一 四 一 一 


是 各 元 正 坊 分布 六 fa B,) 的 特征 函数 ， 现 在 
timfi(D) = eed tf 
而 了 在 rr 上 连续 ， 因 此 由 上 节 的 过 续 性 定理 辕 了 ( 四 是 R 上 茶 
分 布 函数 的 特征 应 数 ， 

这 样 可 以 引进 如 下 一 艇 定义 ， 

定义 车 a 是 %* 维 实 向 量 ，B 是 nn 阶 韭 负 定 对 称 唉 ， 则 称 以 


《8) 式 中 的 了 ( 刀 为 其 特征 函数 的 分 布 孙 数 为 4 元 正 访 分 布 , 并 简 记 


Nia, B). . 

”按照 这 个 定义 , 当 BB 为 正定 对 称 阵 时 , 其 密度 函数 由 (1) 给 出 ; 
但 是 当 | 吾 | =0 时， 密度 函数 无 法 写 出 ， 可 以 证 明 ， 若 吾 的 秩 为 > 
(r+ 过 1); 则 这 时 概率 分 布 集中 在 一 个 > 维 子 空间 上 , 这 种 正 态 分 布 
称 为 退化 正 恋 分 布 或 奇异 正 访 分 布 . 

在 下 面 讨 论 中 ， 我 们 总 是 假定 随机 向 量 老 一 (和 Er 服 
从 %# 元 正直 分布 N(a, 吾 )， 
定理 多 的 任 一 子 向 量 (E5546 ;如 "Cm 必 n) 也 服从 正 
坊 分 布 ,分 布 为 N( 握 B), 其 中 入 = (es 94,,…, gs.)'"， 台 为 保留 B 
的 第 …,, 行 及 列 所 得 的 m 阶 矩阵 ， 
特别 地 ,5; 服从 一 元 正 态 分 布 N(aj, 5;;), 
[证 明 ] 只 须 在 特征 函数 (8) 中 对 一 茹 不 等 于 如, …, 如 ,的 
上 令 二 二 0 即 得 (5&0, 5，…, 6.)' 的 特征 函数 
FF) = eta TdT sr 
这 里 f 一 (t,t 和,)"， 这 正 是 下 (二 局) 的 特征 函数 .，， 
定理 2 表明 , 多 元 正 态 分 布 的 边际 分 布 还 是 正 乱 分 布 . 
定理 3 a 及 BB 分别 是 随机 向 量 & 的 数学 期 望 及 协 方差 指 降 ， 
即 
a,= EBé;, < < 人 《97 
直下 下 全 下 


六 一 要 一 全 《一 Ci li, Re 《10 
[证 明 ] 由 定理 2 立即 得 到 (9), 而 且 知 道 D&;=5; 存在 ;由 
柯 西 - 许 瓦 兹 不 等 式 又 知 坟 方 差 存 在 ; 因此 由 (4.24) 


1 dE ey $n)! pb | 
Oe = 一 全 | 本 
Eejes 下 ditats Far i ’ ， 





故 
ElE;—a) (Ee — 0a) = Pit — a0 一 站 

因此 1% 元 正太 分 布 由 它 的 前 面 二 阶 朱 完全 确定 ，: 

二 、 独 立 性 

正如 在 二 元 场合 一 样 ,对 % 元 正 态 分 布 面 言 , 独立 性 与 不 相关 
性 有 密切 联系 ， 

定理 4 ,52,"…，Es 相互 独立 的 充 区 条 件 是 它们 两 两 不 相 
关 . 


[证 明 ] 必要 性 显然 咸 立 , 下 证 充分 性 , 和 
洛 点 | 了 点 3 ， "™", 点 > 也 是 不 相关 ， 时 对 一 切 EE 二 
,E(BE) (BED _, 
"VDEV DE ~ 
因此 biy 一 总 【二 一 再 二 让 (Ep —Bé,) 一 昌 ， 所 以 
到 tk 一 站 > CP 
下 tf,)=€ :1 tel 
二 > ik! 
E=1 
一 下 
Bi | 


由 上 节 多 元 特征 函数 的 性 质 5 可 知 互 , 纪 ,*…, 6 相互 独立 ， 


定理 5 车 e-(e) 这 里 与 名 是 的 子 向 量 , 记 
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Tr 


Ba B22: 
其 中 Bii 及 Bz 分 别 是 纪 及 志 的 协 方 痉 姬 隆 ，Bis 则 是 由 与 
tz 的 相应 分 若 的 协 方 凌 构 成 的 相互 苏 方 差 信 隆 ， 则 6 与 意 独 这 
芍 充 要 条 件 是 B=—0. 
[证 明 ] 若 硬 与 三 独立 , 则 $i 的 尾 一 分 量 与 二 的 人 尾 一 分 量 
-4 独立 ,因此 其 协 方 莹 为 0， 从 而 由 它们 构成 的 矩阵 Bis = 二 0, 这 就 证 
明 j 必要 性 . 
下 面 来 证 明 充 分 性 ， 由 =， 因此 Bi; 二 Biz 一 0， 若 


1 
‘=(") 这 里 二 与 & 有 相同 维 数 , 吉 与 名 有 相同 维 数 , 则 


it'Bt=t7 下; 十 2 Bists ti Bt 一 上 Bt -tt Bfts 


B- (5" 5 ) (11) 


因此 车 记 a-(®) 其 中 aaa 分 别 为 去 及 去。 的 数学 期 望 , 九 
Tt) 一 expj ie 一 于 2 和 


二 expliait t+ iast, 一 去 #B， 11 一 了 可 Bots 


一 expjiait Bt ! + EXP biait ~ Bt | 

一 下 J)fr (ts) 
由 上 上 节 多 元 特征 图 数 的 性 质 6 可 知 & 与 二 独立 . 

类似 地 可 以 证 明 , 车 专 的 子 向 量 名, ,有 两 两 独立 , 则 它 
们 也 相互 独立 ， 

三 、 线 性 变换 

服 具 正 态 分 布 的 随机 向 量 在 线性 变换 下 具有 许多 特殊 的 性 
质 , 这 些 性 质 有 很 大 的 理论 和 实用 价值 ,下 面具 讨论 这 类 性 质 中 最 

. 。. 基本 的 一 些 ， 
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一 般 , 埠 世 一 (Er 上 2 维 随 机 向 量 ， 其 数学 期 望 为 a， 
协 方差 皇 阵 为 BB. 


考虑 点 的 分 量 的 线性 组 合 人 显然 


BE 一 SG 一 Pa C12) 
PE 7 13) 
j= 
同样 地 , 车 C=(cj) 是 mr x% 算 降 , 而 一 CE 则 
Ey =—Ca (14) 
Dn=CBC" (15) 
这 里 Dy 记 站 的 协 方差 乞 阵 . 


定理 6 《一 (&1,…, 4)" 服从 % 元 正 态 分 布 信 (4a, B) 的 充 要 “一 
条 件 是 它 的 任何 一 个 线性 组 合 5= 辽 1,6; 服从 一 元 正太 分布 
j=1 


ji jE=1 
[证 明 ] 必要 性 若 志 服从 竣 (ae BY, 则 由 (C8) 
i 1 ， 
Ee =espj uti -+t Bt 
了 上 一 证 ,这 于 立 是 实数 , 则 
Be 一 Be 一 expj vat— Zu BI {16) 


对 各 是 任意 实数 上 式 都 成 立 ， 这 就 说 明 随 机 变量 EE 服从 六 (a 
FBE). 
充分 性 : 车: 一 愤 服 从 三 (Fa BI), 仍 有 (16), 在 读 式 中 取 
#4 三 1, 得 
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hh 


Fe''t =exp} iarl— 31BI \ 


”出 千 1 的 任意 性 , 这 说 明志 服从 NCa, B)， 
利用 定理 6, 可 以 通过 一 维 正 态 变 量 玉 研究 多 维 正 态 变量 ,在 
.有些 场合 这 提供 了 很 大 的 方便 . 
定理 了 若 £=(61,…,Ew)' 服从 关 元 正 坊 分 布 Wta, B), 而 
G 为 任意 内 xm 阵 , 则 9 一 CE 服从 们 元 正 态 分 布 NCCa, CBC'). 
-二 证明 ] 因为 对 于 任意 mn 维 实 值 列 向 量 二 
f(D Ber"= Be'' := Wertort 


=exp! ia(CD -于 (CC BC 


=exp)i(Ca)'t dt"(CBC')t | (17) 
按 定义 ,D7 服从 台 元 正 术 分 布 N(Ca, CHBC")， 
定理 7 表明 正太 变量 在 线性 变换 下 还 是 正太 变量， 这 个 性 质 
简称 为 正 态 变量 的 线性 变换 不 变性 . 
推论 1 若 # 服 从 %w 元 正太 分 布 入 (qa, B)， 则 在 在 一 个 正 交 
变换 DU， 使 得 n=UE 是 一 个 具有 独立 正 坊 分 布 分 量 的 随机 疝 量 ， 
它 的 数学 期 望 为 Ua, 而 它 的 方差 分 量 是 B 的 特征 值 , 
L 证 明 ] 从 系 阵 论 匈 道 , 对 实 对 称 柴 阵 BB， 存在 正 交 阵 思 使 


UBU' 一 DD, 其 中 
di 人 0 
二 (18) 


D 0 2 a, 
这 里 员 , Gs,…, ds 是 BB 的 特征 值 ， 车 B 的 牧 为 7, 则 有 ?个 特征 入 
~ ”不 为 零 ， 此 处 的 U 是 以 特征 向 量 为 列 构 成 的 正 交 阵 . 
把 这 里 的 UU 帮 为 定理 7 中 的 变换 算 隆 , 则 利用 读 定 理 的 结果 
即 得 推论 1. 


D= 





" 223" 


- 一 一 


及 推论 1 可 以 看 出 , 车 吾 的 秩 7><m% 则 正 坊 分 布 退 化 到 一 个 * 
维 子 空 间 上 . 
四 、 条 件 分 布 


若 = (Em 服从 元 正 态 分 布 困 (qa, BB)， 这 里， 二 是 它 的 ~ 


子 辐 量 , El 一 Qi 吾 52 一 2 协 方 差 拭 阵 吾 仍 由 (11) 表 出 . 
下 面 求 在 给 定 而 二 x 的 条 件 下 名 的 分 布 密 度 荡 数 .假定 
1Bji 才 0, 靳 只 讨论 非 奇 异 的 场合 , 这 时 | Bi | 六, 
自 鞠 , 我 们 来 找 一 个 线 柱 变 挽 
1 一 二: {19) 
n= 人 TEL+E, (20) 
这 个 线性 变 模 使 n=&, 此 外 我 们 还 要 求 它 使 得 与 1 独立， 出 


定理 7 我 们 知道 9 一 (2 是 联 合 正 坊 的 因此 根据 定理 5, 为 使 n: -、- 
和 


与 和 独立 , 只 须 它 们 的 相互 协 方差 虐 阵 为 零 阵 ， 悍 是 
Em— Erm — En2): 
El(é.— EENCTE TE — TE Bes) 


= BT BB, C21) 
因此 应 取 
T=— BaBii (22) 
故 
本 12— — BBii ET és (C23) 
所 求 的 线性 变换 为 
DN 1 0 2 
(™) (“pp 了 /二 2 (4 一 
汐 求 员 攻 和 的 分 布 密 旗 国 数 , 先 计算 
大作 一 五 = 一生 Dnm= Dé =B 《257 


1 六 了 可 是 


Ens= — BaBiBté,+ BEé:=as— BaBna (26) 
四 Dm = El — Ene) (ns — Ba)" 
=E[L(é:— G3) — Ba Bil(E, ~ 91)] 
E20) — BaBritté—a))" 
~— Bs— Bo Biit Bs — BaBiiB+ BuBiiB BriB, 
一 Bs— BBii Bi (27) 
-正如 上 上述 ,9 与 4 是 独立 的 ， 又 变 找 (24) 的 雅 可 比 行列 式 等 于 1， 
所 以 有 
Pel Xa) = Ply ya) — Pp, (DD, (ya) (28) 
这 里 和 二 x 3 二 一 Bot1Bijxi 十 x2, 帮 然 fx 二 DC 因此 态 
给 定 如 二 x 的 条 件 下 ,和 的 密度 函数 
P(x Wa) Py19P, CY2) 
Di AX1) p, (Yi1) 
— PY) = P(x — Br Bilix:) 
因为 my 服从 Nias 一 BsaBiia, Bis 一 BoBIlBio)， 所 以 £1 对 于 志 ， 
二 x 的 条 件 分 布 是 正 坊 分 布 Nilqzs 十 BoBii(xi 一 41)，B;s 一 
B21Bn B12), 我 们 把 这 个 结果 总 结 为 下 列 定理 ， 
定理 8 藻 # 人 
2 
és 二 oy, 吾 表 示 成 (11), 则 在 给 定 吉 一 x1 下，8 的 条 件 分 布 还 是 
正 态 分 布 , 其 条 件数 学 期 望 
El(é:1é =x) =a+ BaBii(xi—al) (29) 


PXa |E1=1) = 


)A 1 元 正太 分 布 War 再)，BE 一 ar 


如 2%-1 一 Bo — By .Bin Bs 《30) 
这 里 (E21E&1 一 x 由) 称 为 82 关于 志 的 回归 ,注意 到 它 龙 wi 的 线性 
三 数 , 又 条 作 方 花 Bzsi 与 无关. 

我 们 已 对 二 元 正 态 分 布 的 场 台 进行 过 类 似 的 过 论 ， 这 类 问题 


* 了 23， 


将 在 数理 统计 部 分 继续 深入 研究 . 


第 四 童 小 结 

本 章 主要 讨论 了 随和 变量 (或 分 布 函 数 ) 的 数字 特征 与 特征 孙 
数 ， 它 们 都 是 概率 分 布 的 某 种 表征 。 这 些 讨论 不 但 深化 了 对 随机 
变量 的 认识 ,同时 也 为 以 后 的 研究 作 了 必 人 委 的 准备 . 

数字 特征 是 描述 随机 变量 特征 的 有 效 工 具 ， 它 呈 然 不 象 分 布 
函数 那样 完整 地 投 述 了 随机 变量 ， 但 是 却 具 有 很 多 优点 ; 它 较 集 
中 地 反 决 了 随机 变量 变化 的 一 些 平均 特征 《事实 上 数字 特征 多 是 
某 种 平均 值 ); 站 次 , 大 部 分 最 重要 的 分 布 国 数 都 由 一 .两 个 数字 特 
征 完全 确定 , 而 数字 特征 较 易 求 得 ; 最后， 最 常用 也 是 最 重要 的 几 
个 数字 特征 一 -数学 期 望 , 方差 , 相关 系数 一 一 部 右 明 确 的 概 素 意 
义 ， 同 时 又 具有 良好 的 性 质 ， 所 有 这 些 都 决定 了 数字 特征 在 概率 
论 与 数理 统计 中 的 重要 地 位 ， 

特征 函数 与 分 布 函 数 一 一 对 应 ， 它 虽然 不 象 分 布 函 数 那 样 有 有 
直观 的 概率 意义 , 但 却 有 好 得 多 的 分 析 性 质 , 因此 它 是 解决 某 些 分 
布 问 题 的 有 力 工具 ， 特 别 在 处 理 独 立 随 机 变量 和 的 分 布 问 题 上 占 
有 极 重 要 的 地 位 ， 关 于 特征 函数 与 分 布 函数 关系 的 另 一 些 方面 ， 
将 在 下 章 中 进一步 讨论 . 

数字 特征 与 特征 函数 都 可 以 看 作 是 分 布 函数 的 某 种 变 痪 ， 缸 
母 函 数 则 是 梳 率 论 中 引进 的 第 一 个 变换 ， 它 在 概率 论 发 展 史上 有 
很 大 作用 .到 了 现在 ， 母 函数 以 它 的 简明 性 以 及 在 基 些 场合 的 有 
力 应 用 而 保持 了 它 一 定 的 地 位 . 

我 们 用 特征 函数 作为 工具 研究 了 多 元 正 坊 分 在 ， 建 立 了 它 的 
许多 重要 性 质 ， 这 些 良好 性 质 从 一 个 方面 决定 了 正 态 分 布 在 概率 
论 与 数理 统计 中 的 重要 地 位 ， 正 态 分 布 重 要 性 的 另 一 方面 一 党 
见 性 一 -将 在 下 谷中 得 到 深入 的 讨论 . 
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最 近 几 十 年 来 , 信息 , 信息 的 传输 、 变 换 与 处 理 的 概念 正在 渗 
入 各 种 各 样 的 学 科 , 大 类 加 党 了 人 类 对 客观 世界 的 认识 . 信息 的 概 
念 与 随机 试验 ,概率 分 布 等 概率 论 概念 密切 相关 , 作为 不 肯定 性 度 
-时 的 烂 可 以 看 作 是 慨 认 空间 的 某 种 数字 特征 ， 因 此 我 们 对 这 些 重 
要 概念 作 了 褐 步 的 介绍 . 
本 登 的 作用 是 承上启下 。 本 章 引 进 的 两 个 基本 概念 一 一 数字 
一 和 征 与 特征 函数 一 一 将 在 极限 定理 的 研究 中 起 重要 作用 。 


习 
1， 设 随机 变量 只 取 莫 负 整数 信 , 共 概 率 为 人 一 寻 = 


0 是 常数 , 试 求 BE 及 D&. 
2， 着 事件 4 在 第 ; 次 试验 中 出 现 的 概率 为 p,， 设 J 是 事件 4 在 起 初 
”次 独立 试验 中 的 出 现 次 数 , 试 求 Bh 及 PH， 
3， 设 4 是 事件 4 在 wn 次 独立 试验 中 的 出 现 次 数 ， 在 每 次 试验 中 PC 
一 2 再 设 随机 变 最 雪 视 六 取 但 数 或 将 数 而 下 数 征 0 及 1, 试 求 9 及 D7. 
4， 牧 中 及 号 的 球 记 只 ,=1, 2,…, mu 从 中 摸 出 一 球 , 求 所 得 号 码 的 数 
学 期 户 . 


5， 随 机 变量 # 取 非 负 整数 值 220 的 概率 为 p = 4A 如, 已 知 了 :=a 斌 


决定 4 与 B. 

6。 一 黎 中 全 有 a 只 白 球 , 了 只 黑 球 , 从 中 摸 出 只 Ce 志 ga 十 5), 求 斤 志 和 白 
球 数 上 的 数学 期 望 ， 

7 搞 中 有 #8 张 上 长 片 ,记号 码 1,2,…,mn， 从 申 有 帮 同 地 抽出 张 卡片 来 ， 
求 所 得 号 码 之 和 点 的 数学 期 望 及 方差 . 

8。 在 上 题 中 ， 车 采用 不 放 回 措 卡片 ， 染 所 得 号 码 之 和 的 数学 期 望 与 
方差 . 


9， 斌 证 : 孝 户 非 负 整数 值 的 随机 变 长 去 的 数学 期 望 存 在 , 则 


a 
[ae 


BE= > PE 


n=1 
-10， 某 焉 市 共有 郊 辆 汽车 , 车 牌号 从 工 到 访 ， 若 随机 地 记 下 % 辆 率 的 车 
ea 227 。 


牌号 , 其 最 大 号 机 为 闷 求 融 - 
11， 潜 随机 变 芋 < 限 具 拉 普 拉 斯 分 布 , 共 窗 刻 冰 数 为 


PE) = ee oro0, A>D 





试 妹 了 BE 及 Ds. 
I2.。 老 分 手 的 速 诬 的 分 布 密度 通 数 和 由 马克 斯 威 尔 分 布 律 给 出 
4 es, wi0 i 
Po) je l 
0, 将 届 
其 中 a 二 0 是 常数 ， 试 求 分 于 的 平均 速 底 和 平均 动能 《假定 分 子 的 质量 堆 于 
Li ~ 


13， 酒 与 , 上 sz 相互 狸 立 , 均 服 从 放 (e cz 滤 证 。 
Emax(&, 5 一 oa 二 

14， 车 随机 变量 3 的 分 布 函 数 汐 六 {2), 不 征 : 
Eé=| [1—F(r) jde— | Flas 


15， 藻 5， $5 汶 正 的 独立 答 栅 变量 , 服从 相同 分 布 ， 密度 六 数 汰 

fw}, 试 证 
二 十 十 Er _ 到 
9。 

15。， 八 中 六 有 他 只 球 , 但 其 中 再 球 数 沪 随机 变量 ， 居 知 共 数学 撼 望 妨 二 
试 求 从 读 禾 中 摸 一 球 得 到 白 球 的 概率 ， 

17， 宰 筑 中 装 有 6 只 朋 球 8 所 黑 妹 ; 己 六 中 装 有 只 和 白 球 8 内 辕 球 ， 更 
从 甲 的 中 措 卉 etc 硅 6 十 妈 只 球 放 人 乙 牧 中 ， 求 从 互 斤 中 再 措 一 球 而 为 白 球 
的 概率 . 

18. 并 中 站 只 和 白 球 5 了 8 只 黑 球 ， 每 次 措 出 一 球 后 总 是 放 入 一 只 自 球 , 这 : 
料 涝 行 了 % 次 之 后 , 弄 从 盾 中 措 一 具 球 , 求 它 是 白 球 的 概率 ， ， 

19， 忠和 拆 中 有 只 和 白 球 5 只 时 球 , 乙 锚 中 有 = 上 只身 球 只 办 球 ， 有 从 两 和 一 -…. 
中 各 措 注 一 球 ， 并 交 挤 放 人 另 一 的 中 ， 这 样 做 了 如 沈 之 后 ， 再 从 甲 入 中 模 出 
一 球 , 求 这 球 是 和 白 球 的 概率 . . 

20。 现 有 % 个 疯 于 ， 种 滩 有 站 只 白 球 8 只 黑 球 ， 先 从 第 一 个 多 子 中 措 出 . 
=。 228 * | 


一 球 , 记 王 颜色 后 就 把 它 放 人 第 二 个 贷 子 中 , 再 从 第 二 个 的 子 申 措 出 一 球 , 记 
_ 下 颜色 后 就 把 它 放 人 第 三 全 伏 子 中 ， 照 这 搓 办 法 依 放 措 下 去 , 最 后 其 第 于 个 
”氢气 中 找 出 一 球 并 记 下 颜色 , 老 在 这 次 措 球 中 所 模 得 的 自 球 的 总 数 为 5，， 
试 求 £5，， 

21， 在 物理 实验 中 , 为 测量 基 物 体 的 重量 ,通常 要 重复 测量 儿 次 , 最 后 再 


”把 测量 记录 的 平均 值 作为 读物 体 的 重量 , 斌 说明 这 样 做 的 道理 . 


22. 车 点 1 点 :， "rs 点 < 是 独立 随 视 训 是 ， 也 二 一 口 3， 试 找 “要 ?91， ta 


(EnimRe Se-1) 使 2a 的 方差 最 小 


t=l 站 本 二 

23， 途 随机 变量 与 EEC 四 是 独立 的 ， 有 相同 的 分 布 并 且 有 
有 限 的 方 盖 ， 试 求 起 = 十 :二 与 T=Entit Emrrt "tin 两 和 之 部 的 
相关 系数 ， 

34. 车 皇 的 密度 函数 是 偶 国 数 ， 且 ?二 o0, 试 证 | 与 者 不 相关 ， 得 它 
们 不 破 互 独立 ， 

25. 车 人, 7) 的 密度 国 歼 为 

工 T+ : . 
zz =) 试验 证 ; 5 与 4 不 相关 ,但 它们 不 独立 ， 
0， 2 二 + 六 记 1 

26. 若 上 与 了 都 是 玖 能 取 两 个 值 的 随机 变 最 , 试 证 如 果 它 们 不 相关 ， 虽 
和 独立， ， | z z 

27， 若 aX+5,FF=e 了 十 d, 试 证 UY 的 相关 系数 敬 于 到 了 的 相关 
系数 . 

28， 若 二,Es 是 三 个 随机 变量 ， 试 讨论 {1)E ea,Es 两 两 不 相关 ; {3) 
DIEté+t i = DE t+ DE, Dés; (BEE Es = EEE 之 加 的 关系 ， 

29. 车 上 ,9 服从 二 元 正 态 分 布 , FE = DE 一 1, Fn = 机 D7 =1, 证 明 : 上 
上 与 了 7 的 相关 系数 ?~=cos gr, 其 中 8= 了 PE 一 (1 一 候 二 07. 
”30。 设 (8，) 服 从 二 元 正 态 分 布 ，EBE = =0，DE = Dn=l, T=? 
试 证 








| Emax(k 9 一 MI 一 


31. 设 = 独立 , 均 具有 相同 分 布 No cz， 试 求 点 十 9 与 WW 十 #1 的 


相关 系数 . 


* 29 . 


32，Pareto 分 布 的 密度 函 数 为 


4 加 
7 一 二 一 > 
(四 = 入 这 里 r>0, 4>>0。 试 指出 这 分 布 具 


0, pr | 
有 台阶 知 , 当 且 仅 当 2 所 7 


» [zj 一 e 


其 它 


1 : , 
33。 车 去 的 密度 函数 为 p(n) = 和 2[3TCIaT7 试 证 对 于 性 
0, 
何 a>>0, El|S]*= oo0, 
34。 苛 二 服从 (9,07), 试 求 EIE 一 al*. 
35, 记 qs= 也 |8P， 着 on<o0, 试 证 as 于 gi k=1,， 2 


36- 甲 并 中 装 有 5 只 白 球 , 7 只 黑 球 ，3 只 红 球 , 乙 徐 中 装 有 4 只 自 球 ,4 
只 黑 球 , 7 只 红 球 , 试问 从 栈 一 个 览 中 取出 一 只 球 有 较 大 不 肯定 性 

37。 试 求 儿 何 分 布 的 精 ， 

38， 试 求 一 项 分 布 的 寺 . 

39， 车 以 5 及 户 分 别 记 二 进 制 人 入道 的 输入 及 输出 , 已 知 Pla=1}=p, 
Pia=0}=1—p, Plf=ila=1l}=g, PlA=0)a=1}=1-g, Pif=1la 
一 07 一 P48=0ja= 人 0 二 1 一 7, 试 求 输出 中 含有 输入 的 信息 最 , 
”和 在 12 内 金属 球 中 ， 混 有 一 只 假球 ， 并 且 不 知道 它 是 比 真 球 轻 还 是 
重 ， 用 没有 夸 玛 的 天 平 来 称 这 些 妹 ， 试 问 训 少 需要 称 多 少 次 才能 查 出 这 个 候 
球 并 确定 它 是 比 嘉 球 轻 或 重 , 

41。 试用 尽 国 数 法 求 巴 斯 卡 分 布 的 数学 期 望 及 方差 ， 

42， 设 吉 是 一 个 母国 数 为 PC(a) 的 随机 变量 ， 试 求 下 列 各 概率 所 对 应 的 
生男 数 : 

(1) 卫 笑 二 1 (2) PE-=2%}. 

43， 在 员 努 里 试验 中 ， 著 试验 次 玖 » 是 随 岂 变量 , 试 证 成 功 的 次 数 与 类 
败 的 次 数 这 了 两 个 随 委 变量 独立 的 充 要 条 件 是 * 服 大 普 障 挫 分 布 ， 

44， 设 嫩 。} 是 一 串 独立 的 整 值 随机 变量 序列 ,具有 相同 概率 分 布 ， 考 叱 
和 闻 = 志 十 品 十 … 十 到 ,其 中 > 是 戎 机 变量 , 它 与 {4} 相 互 独 立 , 试 有 C1) 县 傅 一 
数 法 ; (2) 直 按 计算 证 明 

En = Ey RE, Dri=BEr DE Dy (RE.): 

45， 某 公共 汽车 站 在 [0， 相 中 来 到 的 乘客 批 数 二 服从 参数 为 4 的 普 阿 . 
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松 分 布 , 寅 每 批 来 到 的 乘客 数 是 随 折 变 量 , 来 # 个 的 概 举 为 PD, n= 1,2,， 
_ 试 求 [0, 缮 中 来 到 乘客 数 ? 的 母 函数 及 数学 期 望 . 
46。， 试 用 母 隙 数 法 证 明 二 项 分 布 及 普 阿 松 分 布 的 再 生性 . 
47。， 若 分 布 国 数 了 Cw) 二 1 一 也 (一 x 十 站 成 章 ， 则 称 它 是 对 称 的 : 试 证 分 
者 函数 对 称 的 充 要 银 件 是 它 的 特征 函数 是 实 的 俩 函数 ， 
48， 试 求 [0, 1] 均 匀 分 布 的 特征 函数 . 


一 它 的 特征 函数 为 。 eh 利用 这 个 结果 证 轩 柯 西 分 布 的 再 生性 
50。 车 随机 变量 5 服从 柯 西 分 布 ,上 =0, 4=1， 而 站 = 纪 试 证 关于 特征 
国 数 成 音 着 
TCD- ft): £0) 
人 
， 试 求 指数 分 布 与 三 - -分 布 的 特征 函数 ， 并 证 明 对 于 共有 相同 和 慎 的 
个 - 分 布 ;关于 参数 1 有 下 生性 ， 


扩 
52， 若 后 ,各 各 相互 独立 且 服 娄 相 同 分 布 驴 (0,1), 试 证 9= 守 
= 
隘 上 内 参数 为 蕉 的 2 分布 ,并 说 明 X2- 分 布 也 有 再 生性 ， 
58。 求 证 ; 对 于 任何 实 值 特征 函数 了 ( 切 ,以 下 两 个 不 车 式 成 立 


1— F204 f(t)) 
1+ far 2 tt)): 
54。 求 证 , 如 果 基 罗 是 相应 于 和 分布 邯 歼 到 (的 特征 范 数 ， 副 对 于 发 例 
* 慎重 成 立 
lim ftye-nsdt = F(z40)— FC(e—0) 
55。 随 机 变量 5 的 特征 明 数 为 了 (5), 且 它 的 % 失 算 存 在 , 坊 
X=) | bn 


称 Xs 为 随机 变量 宇 的 大 徐 半 不 蛮 量 ， 试 证 =E 二 8 人 是 常数 ) 的 有 1 
跻 半 不 变量 黎 于 XY,. 
来 册 闪 不 变 且 与 康成 个 之 间 的 关系 式 ， 


57， 者 (各 分 ) 服 从 二 元 正 坊 分 布 , 斌 求 一 十 的 分 布 窗 庆 函数 
z f 
58， 设 各, 二， 革 相 互 独立 ,具有 相同 分 布防 (a, 02), 试 求 E=| 
| z 本 
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的 分 布 ,并 写 出 它 的 数学 期 望 及 协 方差 阵 . 再 求 一 亡 卫 6 的 分 布 密 度 . 


jm 


59， 和 车主 早 各 二 元 正 态 和 分布 性 , 王 }, 凌 中 
z-( ? 
\2 1 
拭 投 出 移 阵 及 , 侍卫 =An， 用 要 求 了 服从 非 沁 化 的 正 态 分布， 并 求 #4 的 窗 闪 
函数 ， 
的 ， 证 角 ， 在 正 匡 变换 下 , 未 元 正 态 分 布 的 狐 立 , 同方 莽 性 不 变 ， 


中 了 于 全 相 


一 


第 五 章 梳 限定 理 


， 只 努 里 试验 场合 的 极限 定理 


一 、 问 题 的 提出 
在 第 一 章 中 我 们 已 经 指出 : 人 们 在 长 期 实践 中 发 现 ， 虽然 个 
别 随 机 束 件 在 基 次 试验 中 可 以 出 现 也 可 以 不 出 现 ， 但 是 在 天 量 重 
复试 验 中 却 呈 现 出 明显 的 规律 性 ， 婴 一 个 随 家 事件 出 现 攀 频率 在 
人 对 于 这 成， 至 
今 为 下 ,我 们 没有 给 予 理论 上 的 说 盟 . 
从 上 怎样 来 搞 过 在 > 一 定 杀 件 下 的 大 量 重复 试验 呢 f 我 们 在 


. 第 二 章 已 经 建立 了 贝 劳 里 试验 这 一 概率 模型 ， 并 指出 它 可 以 作为 
在 一 定 条 件 下 的 重复 试验 的 数学 模型 .在 贝 努 里 试验 中 ,; 各 次 试验 


是 相 王 独立 的 ， 在 每 次 试验 中 ， 我 们 所 关心 的 事件 4 出现 的 概率 
有 4) 一 了 你 持 不 变 ， 过 些 符 征 可 以 看 作 是 从 数学 角度 把 “ 任 一 定 
条 件 下 ”、 “重复 试验 "等 等 用 语 涵义 加 以 明确 化 . | 


在 由 努 里 试验 中 ,车 以 co 记 ， 次 试验 中 4 出 现 的 痰 数 , 则 - 红 
全 息 在 这 次 试验 中 事件 4 出 现 的 颁 半 ， 所 谓 频 率 航 定 性 无 
指 当 试验 次 数 * 增 大 时 , 频率 -> 接近 隆基 个 国定 的 常数 , 四 

和 个 国 的 天 半 伯 4 在 一 交 计 中 生 的 要 由 此 


二 














妖 让 ， 新 不 可 对 少 的 , 正 苹 这 个 绿 故 ， 在 枝 率 论 的 发 展 哆 上， 极限 


定理 的 研究 一 直 占 重要 地 位 ， 而 它 的 发 源 地 就 是 贝 努 里 试验 这 个 


+ dj 


i 中 和 们 知道 ，ps 是 随机 变量 ， 它 服从 二 项 - 
分 布 | 
Pt{n,—=kY 一 (和 Jacg p=0, 1, 2, 信 
其 数学 期 望 4, 一 np， 方 差 Dg. 一 npg， 这 在 一 定 程 诬 上 帮助 我 
们 进一步 了 解 了 频率 如 :的 性 质 但 是 我 们 更 需要 知道 的 是 4 很 

大 时 和 或 .各 的 狂 质 | 

显然 , 当 % 很 大 时 , pz。 ,一 般 也 很 大 ， 所 以 直接 研究 应 不 很 愉 
当 ， 还 是 研究 频率 -如 为 宜 ， 涛 为 ==， DD- 一 了 2， 新 以 当 
天 天灾 全 用 于 0。 我们 过 
方 莽 为 6 的 随机 变量 是 常数 , 于 是 我 们 自然 预期 频 束 将 趋 于 常数 p _ 
《好 事件 4 发生 的 概率 ). 但 是 频率 -和 rn 古 随 机 变量 ， 关于 它 的 极限 
又 将 如 何 提 法 呢 ? 

一 种 提 法 是 : 站 够 大 时 ,频率 与 入 于 了 有 较 大 仿 关 的 
概率 很 小 . 用 数学 语言 洲 讲 ， 就 是 要 证 朋 : 对 于 任意 2 0D， 








到 | 你 人 oo 0 
等 人 的, 凤 | i 


”历史 上 ， we a 
年 发 表 前 论文 中 (这 是 概率 论 的 第 一 一 篇 论文 1 )， 他 建立 TC1), 耻 | 
是 一 大 类 概率 论 极 限定 理 一 -大 数 定 律 中 的 第 一 个 


尖 于 频率 接近 于 概率 还 有 其 他 提 渤 ， 性 如 滤 语 1 泉 建 立 了 了 机 
734 。 .. 


Pllim = [=-1 (3) 





- .-… 一 -- 六 只 到 


从 而 开创 了 另 一 种 形式 的 极限 定理 一 一 强大 数 定律 的 研究 。 

本 节 只 讨论 由 努 里 大 数 定律 ， 关于 强大 数 定律 的 讨论 将 在 §4 
”中 进行 ， 

为 了 研究 ps 的 极限 行为 ， 可 以 讨论 它 的 分 布 Pt 三) 的 变 
.化 情况 ,但 是 由 于 忆 #, 一 np, Dus 一 np4， 因 此 对 于 固定 的 z 来 沽 
姬 Ptjn<} 的 航 限 不 会 有 多 大 演义 ， 因为 它 将 趋 于 0， 所 以 通常 
政 为 研究 “标准 化 ?的 随机 变量 


A | | 
és = np 4) 





的 分 布 国 数 
Plier 
的 极限 行为 , 图 5&1 的 分 布 国 数 不 难 求 得 4 的 分 布 消 数 . 
关于 上 述 分 布 ， 站 六 《0 1), 取 


lim 站 人 人 一 a | oe— 201 (5) 
这 个 结果 最 早 由 法 国 数学 家 德 英 蛙 佛 (De Moivre) 建 立 ， 他 对 $8 二 
去 证 得 了 上 述 结果 . 后 末 , 拉 普 拉 斯 推广 到 0 一 2 一 1 的 一 般 场合 ， 


那 是 另 一 类 概率 论 极限 定理 一 一 中 心 极限 定理 中 的 第 一 个 
下 面 将 会 看 到 极限 定理 (5) 的 研究 直接 联系 到 大 4% 场合 的 二 
项 分 布 的 计算 , 这 就 硕 带 解决 了 第 二 章 造 留 下 来 的 一 些 计算 问题 . 
“ 形 吉 (5) 的 收 敏 于 正 术 分布 前 极限 定理 的 研究 , 在 长 达 两 个 世 
_ 纪 的 时 期 内 成 了 概率 论 研 究 的 中 心 课题 ， 因 此 得 到 了 中 心 极限 定 
理 的 名 称 . 
经 过 长 期 的 研究 , 大 们 认识 到 ，&， 具有 性 质 (及 (5) 是 由 王 
它 是 独立 随机 变量 之 和 ， 事实 上 ; 车 令 
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-和 第 了 次 试验 出 现 码 C6) 
(一 to， 第 i 次 试验 不 出 现 4 - 

则 . 
Ps 一 点 1 十 #2 二: "+ . . ”| 《7》 


这 里 和 ,后 , …, 5 是 相互 独立 的 。 羽 后 我 们 将 会 看 到 ,对 于 一 般 的 
随机 变量 ,5 一 1,2,…; 久 也 可 以 上 究 它们 的 和 的 极限 定理 , 并 且 
在 一 定 条 性 下 , 这 个 和 也 共有 类 似 于 pv 的 性 质 ， 关 于 这 些 问题 的 
研究 就 成 了 本 章 的 主要 内 容 . 

为 了 叙述 方便 起 见 , 我 们 引进 如 下 定义 ， 
定义 ”车 &1, 52,…, 和 … 是 随员 变量 序列 , 令 


7 二 a (8) 


如 果 存 在 这 样 的 一 个 常数 序列 gm, 92，…，a:，*…， 对 人 尾音 的 ez 一 0 
lim 和 一 Go 一 人 一 了 (9) 

则 称 序 列 会,} 服 从 天 数 定律 (或 天 堵 法 则 ) 
在 以 后 的 过 论 中 ， 我 们 几乎 总 是 假定 £1, €2, 着 独立 
随机 变 僵 序列， 显然 ， 贝 努 里 大 臻 定律 是 一 明 夫 狂 定 律 的 一 种 特 ， 


关于 中 心 极限 定理 我 们 ， 和 过 契 对 独立 随机 变量 序列 二 S13 写生 y 
各， 进行 轩 论 ,假定 B86, 及 DE 存在 , 令 





De. Dp, 
Fs 二 一 i 《于 站 了 
本 2 . VD8 - 本 
我 们 的 目的 是 寻找 使 
ten ve | GD) 


9 255。 


成 站 的 条 件 . 
一 一般, 车 独立 随机 变量 序列 与， 到, …, Es， 的 标准 化 和 5 使 
11) 成立, 则 我 们 称 {5;} 了 服 从 中 心 极 限定 末 . 
显然 德 英 哇 佛 - 拉 普 拉 斯 极限 定理 是 中 心 极限 定理 的 特例 
、 贝 努 里 大 数 定律 | 
我 们 将 证 明 一 个 比 册 努 台大 数 定律 更 强 的 全 是 为 比 逢 要 一 
个 很 重要 的 不 等 式 ， 
. 和， 车 奥 暑 洽 { Ue5puean) 不 等 式 
对 于 任何 具有 有 限 方 莽 的 随 宙 变量 所 都 有 
Pilé—Bél>e}< (12) 


其 中 是 任 一 正 数 . 
“证 明 ] 若 卫 ( 呈 是 二 的 分 布 图 数 , 则 显然 有 


Pls—Eél>e}=| IF) 


<| Sr) 
[一 晤 二 


< 二 | Cr 一 本 Ja) 一 -< De .19y 
这 就 证 得 了 不 等 式 (123)， 有 陡 把 (2) 改 三 j 砚 
Pilé— BE 一 > 一 全 1 
识 
ts—Eé 
P| > 引 < 训 (15) 


村 贝 晓 夫 不 等 式 利用 随机 变量 的 数学 期 望 5 及 方差 DE 
一 0 圣 的 概率 分 布 进行 导 计 ， 俩 如 (15) 嘱 言 不 管 5 的 分 布 是 
什么 ,二 落 在 (研一 58 BE 十 6) 中 的 概率 不 小 于 1~ 上 二. 因为 车 内 


we 


重 237 二 


上 晓 夫 不 等 式 只 利用 数学 期 望 及 方差 就 描述 了 随机 变量 的 变化 情 
况 , 因此 它 在 理论 研究 及 实际 应 用 中 很 有 价值 , - 

从 车 贝 哆 夫 不 等 式 还 可 以 看 出 ， 当 方 盖 傅 小时， 事件 {| 才 一 
吾 E| 芝 tf 的 概率 也 人 嫩 小 ， 从 这 里 可 以 看 出 方差 是 猫 壕 随 视 变 痢 与 
其 期 望 值 离散 程度 的 一 个 量 , 这 与 我 们 以 前 的 理解 完全 一 致 ， 

2。 大 数 定律 的 证 明 

车 贝 晓 夫 火 数 定律 ” 设 51, 5&2,…, … 是 由 两 两 不 相关 的 陵 
机 变量 所 构成 的 序列 , 每 一 了 机 有限 的 方 尖 并 且 它 们 有 
公共 上 界 

Dé<0, Di<0, +, Dé<o, 

则 对 任意 的 s 二 0, 各 有 


Re PI] Et 2 

= 2 =] 
[征明 ] ”因为 { 有 &} 两 两 不 相关 , 履 、 四 
1 1 一 Oo 
DEE) DE 


< 车 =1 ae 








再 由 车 贝 梧 大 不 等 式 得 到 
. , C3 
PIE a ,oe 
所 以 
li>P ) Ep > <el>1 ~ 





于 是 , 当 n->c 时 有 (16), 因此 定理 得 证 ， 四 
这 个 结果 在 1866 年 被 俄国 数学 家 车 册 晓 夫 所 证 明 , 它 是 关于 


天数 定律 的 一 个 相当 普遍 的 结论 ， 许 多 大 数 定律 的 十 典 结果 是 它 
3 


药 特 例 ; 此外, 证 明 这 个 定律 所 用 的 方法 也 很 有 创造 性 ， 在 这 基础 
一 上 爱 展 起 来 的 一 系列 不 等 式 是 研究 各 种 极限 定理 的 有 力 工具 . 

贝 努 姐 大 煞 定 律 “ 设 J 是 % 次 贝 努 里 试验 中 事件 4 出现 的 
次 表 ， 而 2 着 车 件 4 在 每 次 江 验 中 出 现 的 扣 六 ， 则 对 竹 关 <0， 
都 有 





= " 
-一 
加 


wr sd 
[证 明 ] 定义 随机 变 重 和 如 (6%, 则 。 。 -. 
BEéi;=», Dé = pg<7 : 


而 


1 ep 


= 


“ 讼 由 此 由 聊 天 大 数 定 委 立 记 稚 出 风 妈 里 天数 定律 ，| 最 然 ， 贝 努 昌 
大 数 定律 也 可 以 通过 车 员 晓 天 不 等 式 直接 知 以 证明 : . 
Hn 


Pi 各- 
普 阿 松 大 数 定 捧 “如果 在 一 个 独立 试验 序列 中 ， 事 体 4 在 第 


次 试验 中 出 现 的 概率 等 于 po 以 pr 记 在 前 企 次 试验 中 事件 时 出 
现 的 次 数 , 则 对 任意 e>0， 都 有 


到 aa -| 加 《19) 


用 








>el<ED()= Dei< Tr (18) 


limP} | 


Ed 





[证 明 ] 定义 6 为 第 次 试验 中 事件 4 出 现 的 次 数 则 
BEL=p;, Dé,= p01 -PD<+ 


再 用 车 由 上 晓 天 大 数 定律 立刻 可 以 推出 (19). 
下 一 马尔 可 志 (MapxoB) 注 意 到 在 村 轴 虹 天 的 论 还 申 , 只 要 
* 3 


EY 0 


加 天 数 定律 就 能 成 立 , 通常 称 条 件 (20) 为 马尔 可 类 条 件 ， 

马尔 可 夫 炎 数 定律 “对 于 随机 变量 序列 王 ， 6，…, Es 车 
《20) 成 立 , 则 对 任意 e>>0, 均 有 (16). 

节 贝 暗 夫 大 数 定律 星 然 可 由 马尔 可 天 大 数 定律 推出 ; 型 重要 
的 是 马尔 可 夫 大 数 定律 已 经 没有 任何 关于 独立 性 的 假定 ， 荆 究 福 
依 随 机 变量 序列 的 大 数 定律 是 近代 概率 论 的 课题 之 一 ， 但 是 这 已 
越 出 我 们 讨论 的 范围 ， 

3 大 数 定律 的 重要 剖 义 

人 们 积累 的 大 量 经 验 告诉 我 们 ， 有 具有 很 接近 于 1 的 概率 的 随 
机 事件 在 一 次 试验 中 是 几乎 一 定 要 发 生 ; 同样 , 概率 很 小 的 事件 在 
一 次 试验 中 可 以 看 作 是 实际 不 可 能 事件 ， 至 于 概 素 小 到 和 何 种 程度 
才能 看 作 是 实际 不 可 能 事件 则 要 视 事 件 的 重要 性 而 定 ， 有 百 分 之 
一 可 能 性 含有 染 苗 的 药物 是 应 该 废弃 的 ， 但 含有 百 分 之 一 次 唱 的 
钮 扣 则 问题 还 不 太 大 . 

因此 在 实际 工作 及 _ 般 吾 论 问题 中 ， 概 率 接近 于 1 或 0 的 事 
件 具 有 重大 意义 ， 概 率 论 的 基本 问题 之 一 就 是 要 建立 概率 接近 二 
二 或 0 的 规律 ; 特别 是 大 量 狼 立 或 弱 丰 关 因 素 累 积 结果 所 发 生 的 
规律 ， 关 数 定律 就 是 这 种 概率 论 命题 中 最 重要 的 一 个 . . 
”观察 个 别 现 象 时 是 连 局 一 切 个 别 的 特性 来 观察 的 ， 这 些 个 别 
的 特性 往往 蒙蔽 了 事物 的 规律 性 ， 在 大 量 观察 中 个 旭 因 素 的 影响 
将 相互 抵消 而 使 总 体 稳 定 ， 例 如 ， 虽 然 每 个 气体 分 子 的 送 动 带 有 
很 大 的 随机 福 ， 但 是 作为 气体 平均 特征 的 压力 、 温 度 等 却 是 稳定 
的 , 炎 数 定律 说 明了 送 种 稳定 和 性， 

风 努 里 大 数 定律 建立 了 在 大 晤 重复 独立 试验 中 李 件 出 现 频率 


的 稳定 性 , 正 因为 这 种 稳定 性 , 概率 的 概念 才 有 窒 观 总 尽 。 贝 努 坚 
240 


大 数 定律 还 提供 了 通过 试验 来 确定 事件 概率 的 方法 ， 既 然 频 率 


如 与 奈 率 也有 较 大 偏差 的 可 能 性 很 小 ， 那 么 我 们 恒 可 以 通过 做 试 


墅 确定 某 事 件 发 生 的 频率 并 把 它 作 为 相应 概率 的 估计 ， 这 种 方法 


““ 称 为 参数 估计 , 它 是 数理 统计 中 的 主要 研究 课题 之 一 , 套数 估计 的 


重要 理论 基础 之 一 就 是 大 数 定律 . 


_ 三 、 德 莫 哇 佛 - 拉 普 拉 斯 极限 定理 


大 数 定律 共 其 言 已 || 因 一 和 | > 中 当时 趋 于 0， 也 邑 既 
接近 于 p， 而 德 莫 哇 佛 - 拉 普 拉 斯 极限 定理 则 给 出 in 的 渐 近 分 布 
的 更 精确 表述 ， 下 面 定理 给 出 了 两 个 结果 .第 一 个 结果 提供 了 
Plpn= 上 的 渐 近 表达 式 , 这 类 结果 一 般 称 为 局 部 极限 定理 、 第 二 
个 结果 给 出 了 标准 化 随机 变量 上 入 二 的 渐 近 分 布 , 称 为 积分 极限 


:定理 ， 它 是 一 般 中 心 极 限定 理 的 特例 ， 这 两 个 结果 既 有 区 别 也 有 


联系 ， 
定 再 (和 视 莫 哇 佛 - 拉 普 拉 斯 ) 若 ,是 x 次 内 努 里 试验 中 事件 
4 出现 的 次 数 ,0<2p< 一 1, 则 对 任意 有 限 区 间 [a, 纪 ]， 


， _ Enp _ 
(i) 当 4 #1 二 ng 0 及 n>oo 时 ， 殊 地 有 











po 
Pa 于 二 (7 re )—>1 (21) 
{ii) 当地 o 了 ,一 - 致 池 有 
jn 一 视 六 : . 
Pla< Np 一 时 一 >】 p(n)as (22) 





”其 中 p(x) -ae Ace 


[证 明 ] 先 证 局 部 极限 定理 ， 我 们 将 给 出 一 个 比 C(21) 更 为 精 
确 的 渐 近 式 ， 


* 了。 





因 z; 只 能 在 有 限 区 间 [Ea,57 中 联 值 , 故 尖 msc 时， 


B=npita RT—> oc 


. .j=n— 上 =n9— wiV nd 一 > 
: 由 基 竺 灵 (Stirliing) 公 式 ; 


一 -一 - 1 
一 和 —_—. 
ml—v xmm"e me (0<0<72) z 


可 知 
Etm= by = Eig 


AAA 27N NE- 
ak ie ty 2zj ee 


-- ya() (¥) « 
其 中 8 二 如 0, 一 9;, 因此 
191 志 证 (小 十 斌 十 7) 
“下 面 我 们 来 估计 (26))， RC 


所 


y=) ee - 


刀 


-| Gaav 击 ): -ng (1 人 ) | 
5 


0 
er -和 a 了 (| 








* 2 


Fa toriesa— emt} : 


”人 人 一 


(28) 


这 里 我 们 用 0 二 表示 与 二 同 阶 的 无 穷 小 量 ， 


由 (C23) 太 (24) 振 
到 _x.alt 
z 高 =1reey 襄 , 闪 -1-may 吉 (29) 
我 们 将 利用 展开 式 
in(lT2)=2 一 和 二 等 十 (30) 


来 对 它们 进行 估 计 ， 这 个 展开 式 当 一 1<w 攻 1 佬 收敛 ， 但 只 有 对 
绝对 值 很 小 的 那 种 z 值 才 收 伍 得 快 。 现 在 , 当 "充分 大 时 , z。 襄 


及 zx 也 都 很 小 (因此 , 当 ==0 及 9= 工 时 不 能 用 ; 此 外 , 当 了 或 


g 很 小 时 , 渐 近 展开 式 引 起 的 误 莽 也 较 大 , 这 时 我 们 已 推荐 用 普 阿 
松 送 近 公 式 )、 所 以 


DD (¥) 一 一 ba 二 一 jin 二 


= 一 /pg = 
(np + wey Rp) jz py 


马 
1 fg es 1 
+ 可 二 ) 2 志 )| 


十 《28 一 区 sw 而 5 eey 二 2 1 pu. 


2 No . 

; 
1 PY (去 ) 
+ 二 ( 丫 ) 0 (ns | 


“对 上 上 式 化 简 并 略 去 高 阶 无 穷 小 可 以 得 到 
mE) (OF) 一 人 二 Bt os 3 (31) 


利克 学 了 





四 此 





(时 P) (2 =。 edi , er C—O Ape EO 
A 
:| + 2 全)| | 
| + 到 人 2 0 人 )| (32) 


把 C26) 有 有 (3 代入 (26) 并 注意 到 027) 可 知 : 


1 四 


np GV npg 


+) 


ll , 1 4 +t 
VRPT AM 2 6 npg 


to 的 


取 其 第 一 项 即 得 (21)， 因此 我 们 已 证 得 了 局 部 极限 定理 ， 下 面 证 
明 积 分 极限 定理 部 分 . 





一 
nnd 


Pi{a ~ 
=P{nptaw npa < 有 < 十 万、 npg 


= SP 于 (34) 


上 上 式 中 心 为 不 小 于 #p 二 GAY np9 的 最 小 整数 ,万 ;为 小 于 np 十 


bw np9 的 最 大 整数 ， 由 局 部 极限 定理 知 当 充分 大 时 ， 对 性 给 
E>0, 有 有 


Plp=h} = sr (Pr) +es), [el =e 
“ 244 = 


【并 一 天下 十 了 + 2) 
一 人 人 (3 们 式 得 到 





Ea 上 
1 EE 
be eT 
贸 为 有 
1 


Wh : (b— as Pe 可 十 芋 
paz < [天 :一 bi ea Vw z 


km 


于 当 n>oo 了 时 ， 注意 z yn 就 得 到 





Plac ray 一 全 一 > 人 wp(z)Gz 
定理 到 此 完全 证 毕 . z z 和 | 
利用 - 志 =| 。~"?de 一 1， 不 玲 证 明 在 积分 概 服 定 理 中 ,. 当 
# 二 一 o0,8 一 十 时 仍然 成 立 ， 
四 、 祠 莫 哇 佛 - 拉 普 拉 斯 和 极限 定 瑰 的 一 些 应 用 
德 莫 哇 佛 - 拉 普 拉 斯 极限 定理 虽然 是 作为 二 项 分 布 的 近似 而 
推导 出 来 的 ， 但 是 它 的 重要 性 远 远 超出 数值 计算 的 范围 .对 它 的 
各 种 推广 形式 的 深入 讨论 将 在 以 后 几 节 进行 ， 这 里 我 们 先 介 绍 一 
些 它 的 具体 应 用 , 其 中 有 些 解 决 了 第 一 、 二 覃 遗留 的 问题 . 
[导出 贝 努 里 大 数 定律 ] 积分 极限 定理 断言 ，arv 的 分 布 浙 近 


于 正 杰 分布 N(np, wp4), 因此 贝 努 里 试验 中 事件 4 出 现 的 频率 地 
的 分 布 渐 近 于 正 态 分 布 N(p, 了 9), 这 里 可 以 想象 , 当 no 时 ,各 
的 分 布 会 收敛 于 退化 分 布 


| 2 


a- 


0，* 寺 了 了 

rep) = Ep 
这 正 是 贝 努 里 大 数 定律 所 确定 的 事实 ， 下 而 深 严 格 证 明 ， 
因为 固定 , 对 任意 正 数 1 只 要 名 足 角 大 ,就 有 


I RR < 如 踢 


Ua < oie 
所 以 对 大 的 z 

?| ye 到 < 
由 积分 极限 定理 , 当 * > 时 , 上 式 左边 收 鳅 于 


-人 ea0287 


对 于 任 给 8>-0, 可 以 所 使 得 上 面积 分 伟大 于 1 3 四 此 充分 
大 的 罕有 ”| 


因此 























els ed 


这 就 证 明了 贝 努 里 大 数 定律 ， 从 这 里 也 可 看 出 ， 积分 极限 定理 比 大 
数 定律 更 精确 . 


[用 频率 估计 概率 时 误差 的 估计 ] ， 由 积分 极限 定理 
Pll -sl<e)=P{-eyE < 
~p( Ve)- f( 一 ev 二 )= 26(e VY)- 1 《5 


这 个 关系 式 可 用 来 解决 许多 计算 问题 
第 一 类 问题 是 已 知 % 8,e, 水 概率 P| 各 一 9| i 


» 246 » 








利用 (35) 并 查 正 坊 分 布 函数 多 lw) 的 数值 表 就 可 解雇 ， 这 类 问题 
“三 二 项 分 布 计算 中 经 常会 遇 到 . 


第 二 关 问 题 是 要 使 名 与 的 差异 不 大 于 定数 < 的 概率 不 小 于 
预先 给 的 数 有 问 最 少 应 做 多 少 次 试验 ?这 时 只 需要 求 满足 下 式 的 


量 小 nn， 
so(sy 相 -ip 


六 也 可 通过 查 焉 求 得 , 

第 三 类 问题 已 知 1 及 有 求 e, 这 类 问题 是 在 进行 误差 估计 时 
提出 来 的 。 解 法 如 下 ; 先 找 x 使 
: 2B (ra) —1=p 


e=sy 2 


即 为 所 求 、 若 3 不 知道 , 出 利 用 Pg 所 子 ,有 下 列 估 计 式 


这 时 





把 ， . 

ee 

这 类 估计 在 蒙特 卡 洛 方法 中 很 有 用 处 ， 
局 部 极限 定理 在 二 项 分 布 计算 中 的 应 用 ] 局 部 极限 定理 给 由 

(EN\ 
(Ce 
这 个 事实 由 图 1 表示 出 来 ， 其 中 阶梯 函数 给 出 概率 ( ye 
而 棚 线 出 给 出 对 应 的 正 态 分 布 密度 函数 巾 线 ， 


我 们 米利 用 局 部 极限 定理 对 { ， jpsd" 进行 近似 计算 ， 


-oh 


“247 。 











如 ,2 \ 
f 
z 1 | 纵 
0 / 2 
1 | | 多 
4 gg 轩 z 
145 7 $9101112131415 必 


图 1 二 项 分 布 的 正 相 区 近 


因为 yw) = -he op (37) 
有 专门 数值 表 , 当 % 较 大 时 , 对 二 项 分 布 的 计算 可 用 下 列 近似 式 : 
名 此 可 一 、 
的 g ~ pp (38) 





其 中 性 一 7 全 。 用 这 种 方法 计算 当然 会 有 误 益 ， 但 实践 证 明 ( 世 
能 作 理 论 分 析 ), 当 了 不 太 接 近 于 0 或 1 而 由 又 不 太 小 时 ， 都 能 得 
到 良好 的 结果 


下 而 就 用 这 种 办 法 玉 解 决 第 二 章 5 4 中 提出 的 一 些 二 项 分 布 
计算 问题 . . 


_ 例 3 中 要 求 计算 5(5; 500， con oo «(0.99)495, 


利用 (38) 
bes5; 500, 0.01) 


5— S00x 0.01 J 


ea J1 x 0.99 9 


-js GE -POY = 了 5 XO398942 一 口 ,17931 
+» 248 * 


第 二 章 中 已 指出 5C5; 5600, 0.01) 的 精确 和 慎 是 六 37335， 这 里 
2=0.01 很 接近 于 0， 我 们 用 和 近似 计算 得 到 的 数值 的 有 有效 性 还 达到 
小 数 点 后 两 位 ， 电 此 可 网 用 局 部 极限 定理 计算 的 近似 程度 是 很 
好 的 ， 
再 来 计算 例 4(1)， 那 里 要 求 计算 5C40; 10000， 0.008), 利用 
《38). . 
i! 40; 10000, 0.005) 


1 和 一 -10000xo os 5) 
I 95" yo X0005 x0.995 








lg- 2 xX0.1497—=0.0212 


而 精确 值 为 0.0214, 准确 论 共 高. 
[积分 极限 定理 在 二 项 分 布 计 算 中 的 应 用 ] 积分 极限 定理 
给 出 


Hn Np 
Plas st b> b(b) $9) 《39) 


共 中 几 ( 一 了 7 这 | ed 是 正 坊 分 布 函数 , 利用 它 可 以 计算 
形 如 Ps pn<s82y 的 概率 . 

因为 当 久 充分 大 时 ,5(bs 和 2) 即使 对 于 最 可 能 成 功 次 数 ， 其 
数值 也 很 小 这 时 讨论 成 功 次 数 等 于 某 数 态 ， 即 求 {p= 如 便 没 
有 太 大 意思 ; 相反 , 计算 io 的 值 闭 在 某 一 区 间 [Pu jz 的 概率 倒 十 


分 重要 , 因此 积分 极限 定理 在 二 本 分布 近似 计算 中 更 为 有 用 ， 
我 们 有 








性 天; 一 
Ph Spb = PE ee sl 


0 (40) 
em 了 学 9 » 





-全 一 - 


当 交 不 太 接近 0 或 二 而 下 六 不 未 小 时 ， 用 这 个 近似 式 能 得 到 











良好 的 结果 . 
例如 ， 我 们 来 完成 第 二 章 4 中 的 一些 计算 例 六 要 计算 
PlpSR7D}, 利用 (40) ~ 
五 《下 生字 0 : : 
~ 70—10000 x 0.005 07X0005 N\_, —10000 x 0.005 ) 
~ 10000 x 0.005 x 905, ~ 10000x 0.005 x 0.995 


P28 D7.09) = D2.84) [1— 人 D7.09)1=0.997 
这 里 更 (7.09) 琅 为 1， 此 外 计算 中 还 用 到 @B( 一 2)=1 一 态 (w)， 这 
由 多 5 的 对 称 性 肌 得 . 


再 来 计算 例 5. 其 中 一 卫 ,n 一 5.4x 1022。， 








12 
PpP{lp~np|>2.7x107) =P 2 np| 2.7 X10 z 
Vnpg Ya io 一 





| 一 wl ‘~ 2 1 ioy 
=P} -二 二 一 一 一 3 = -| ed 
/RAPD Aw ZT jaa.0 


二 个 数值 站 党 小 从 丐 (的 数值 表 中 不 能 找到 ， 人 得 我 们 可 以 
用 下 面 方法 对 它 进 行 估计 . 
由 于 对 ->0 有 
上 odie te "gi 一 二 es | (41) : 


利用 它 可 以 得 到 
2 De 100. 一 10-1o0 | 





-| ee dt 
这 概率 非常 小 . 

现在 我 们 能 够 解 次 第 一 次 8 1 中 提出 的 用 电 问 题 了 . 该 问题 
可 以 重新 叙述 如 下 


茶 车 关 有 200 台 千 床 , 它们 独立 地 工作 着 , 开工 率 各 为 0.6, 开 
-250* 


一 一 一 


工时 磋 电 各 为 1 千 丐 ， 同 供 上 电 所 至 少 要 上 贷 给 这 个 率 间 多少 电 为 才 
一 能 以 99.3 多 的 邮 率 保证 这 个 车 问 不 会 国 殿 电 不 足 而 影响 生产 . 
这 里 的 投 述 已 把 问题 数学 模型 化 ， 提 出 了 各 村 床 工 作 的 独立 


” 栓 嵌 定 , 并 把 所 谓 能 正常 生产 的 要 求 加 以 雪 确 化 , 这 是 在 用 数学 解 


决 生 产 实 际 问题 时 必须 经 过 前 一 步 ， 
现在 , 这 成 为 试验 次 数 % 二 200 的 贝 努 里 试验 ， 车 把 某 台 村 良 
_ 在 工作 看 作成 功 , 则 出 现成 功 的 概率 为 0.6， 记 某 时 在 工作 着 的 军 
栋 数 为 5， 对 上 是 随 灿 变量 ， 有 陪 愉 jp 二 0.6 的 二 项 分 布 同 题 巧 妥 求 
7 使 


Plé<<r} = owe onan (42) 
我 们 可 以 利用 积分 极限 定理 计算 这 个 概率 ， 
| 立 (人 "yo HYCO. 4 yaoo-s 一 其 


业 一 由 





A 200 x 0.6 x 0.4 


~ 200 x0.6X0.4 








~o( F200x0.6 4) YY 200x0.8 i) 


oh 





-ermine (em 


将 天 得 ”- 
: ， ?7—120 
. vi 二 3 
所 以 
r 一 141 


个 结果 表明 PE<L41} 沁 0.999, 所 以 我 们 若 供电 141 于 丽 ， 
那么 由 于 供电 不 足 面 影响 生产 的 可 能 性 小 于 0.001, 相当 于 在 8 小 
时 工作 中 有 半分 钟 受 影响 , 这 在 一 般 工厂 中 古色 许 的 . 当然 不 同 的 


. 生产 单位 , 可 能 提出 不 同 的 要求 ; 那么 我 们 可 以 改变 (42) 右 端的 报 


RII" 


率 值 , 世 是 方法 还 是 同样 的 . i 
现在 也 能 对 高 尔 贝 板 这 个 试验 作弄 论 解 太子 . 读者 能 早 包 - 
柱 到 , 近 侯 小 球 高 度 的 曲线 是 正 杰 分 布 密度 了 消 数 曲线 ,这 完全 正确 ， 
事实 二， 高 尔 顿 板 可 以 团 作 是 贝 努 里 试验 的 一 个 实验 惯 型 、 如 时 
我 们 把 小 球 帮 到 钉子 看 作 是 一 次 试验 ， A 


当然 从 左边 洲 下 就 算是 失败， 这 时 就 有 了 一 次 了 = 二 + -的 贝 努 里 斌 


风 小 于 从 硕 训 到 二 县 闪 需 要 经 过 拓 条 工 这 就 相当 于 个 a 
届 努 里 试验 ， 剩 下 的 只 是 要 说 明 为 什么 高 度 昌 线 会 是 正 态 分 布 密 
度 函 数 曲 线 , 这 个 问题 留 给 读者 思考 ， 


| $2. 收 黎 性 


从 下 节 开 始 ， 我 们 将 把 在 贝 努 里 试验 场合 建立 的 极限 定理 推 。 


广 到 更 为 一 般 的 场合 , 本 节 为 此 准备 了 必要 的 概念 与 工具 . 

从 上 节 的 讨论 中 我 们 已 经 看 到 ， 概 率 论 的 极限 定理 研究 的 是 
随机 变量 序列 与 分 布 函 数 序 列 的 某 种 收 化 性 ， 下 面 我 们 将 给 这 些 
收敛 性 以 明确 定义 并 讨论 它们 的 有 关 性 质 ， 这 些 结果 对 于 深入 研 
宽 概 率 论 也 有 着 独立 的 重要 性 . 

特征 前 数 是 研究 极限 定理 的 有 力 工具 ， 从 上 章 的 讨论 中 我 科 
已 经 知道 , 它 与 分 布 国 数 互 相 叭 一 确定 , 本 节 中 我 们 将 证 明 这 种 对 
应 还 具有 某 种 连续 性 ， 这 些 性质 决 定 了 特征 函数 在 极限 定理 研究 
中 的 特殊 地 位 , 顺便 还 得 到 特征 函数 的 充 要 条 件 , 这 个 结果 在 平稳 
随机 过 程 的 研究 中 有 基本 的 重要 性 , 本 节 定 理 的 证 明 部 较 长 ， 禄 
学 时 可 以 路 去 , 后 面 用 到 的 是 结论 。 

、 分 布 函 数 蔓 收敛 四 | 

中 心 极限 证 :天 讨 论 的 是 分 布 吨 数 列 收 斌 于 正 坊 分 布 上 

在 德 莫 球 佛 - 拉 善 拉 斯 积分 极限 定理 中 , 若 记 


+ 下定 和 





ro 


则 定理 的 结 认可 以 表述 为 
FT > Ds) 
”这 正 是 一 个 分 布 函数 列 {.(2)}) 收 化 于 某 一 个 分 布 函 竹中 D(x7, 这 
种 收 化 对 每 一 点 zx 都 成 立 . 
这 个 考察 对 于 我 们 引进 一 般 分 布 函数 列 的 收 状 性 定义 很 及 帮 
动 , 在 给 出 定义 前 ， 我 们 再 米 看 一 个 例子 . 
”{ 钢 43 令 
9d, 7 | . 
Cx) = z 1 i {1) 
1, > 一 于 
这 是 一 个 垦 化 分 布 ， 它 可 以 解释 为 一 个 单位 质量 全 部 集中 在 x 二 
一 二 这 一 点 的 分 布 . 当 n->co 时 我们 自然 认为 {Fn(%)) 应 该 收 合 


性 一 个 单位 质量 全 部 集中 在 =0 这 一 点 的 分 布 , 即 
0， “六 < 
r= 0 
得 是 , 了 F,(0) 二 1, 春玉 (0) 一 0, 显然 ， 下 (0)- 关 >t0)?， 因 此 看 来 
要 求 分 布 国 数 列 在 所 有 有 的 点 都 收 伍 到 极限 分 布 函 数 是 太 严 了 ， 上 
例 中 不 收效 的 点 是 稻 限 分 布 消 数 百 (2)] 的 不 连续 点 . 
定义 1 对 于 分 布 函 数列 {F(z)), 如 果 存 在 一 个 消 数 六 (2) 
使 
lim Fr,(%) = F(x) (2) 
”在 到 (sz) 的 每 一 一 连续 点 上 都 成 立 , 则 称 .Ca) 届 收 煞 于 FPF(w)， 磊 
记 为 F(z) >F(z). 
. ~… 这样 得 到 的 极限 函数 吓 一 个 有 界 的 非 降 的 函数 ， 我 们 也 可 以 . 
+ 妇 宁 也 电 


选 得 它 是 堪 连 续 的 , 但 是 下 人 昼 说 明 , 它 不 一 定 是 一 个 分 布 函 歼 . 
[ 例 2] 取 7- 
0 
Font en (9) 


显然 i 旬 Bs(z) =0 对 一 切 z 成 立 , 但 PCz) =0 不 是 分 布 函数 ， 


当然 ， 若 已 知 分 布 函数 列 { 卫 ,(w)} 弱 收 化 于 分 布 函 数 Cg) 及 
Gz), 则 FCr) 二 GCz) 对 一 切 % 成 立 ， 

我 们 希望 能 得 到 一 个 分 布 函数 列 弱 收 敏 到 一 一 个 分 布 函 数 的 完 
可 条 件 ， 为 此 先 建立 一 些 重 要 的 分 析 结 果 ， 这 些 结果 对 一 般 的 有 
须 非 降 男 数列 都 成 立 ， 它们 的 器 收敛 概念 类 似 地 定义 ， 

引 理 1 设 (F.(zx)} 是 实 变量 2 的 非 降 消 数列，D 是 BR! 上 的 
向 密 集 。 若 对 于 力 中 的 所 有 点 ， 序列 全 so) 收敛 于 Et), 则 对 
BCa) 的 一 切 连 纺 点 = 有 
limF Aw =Flx) - ‘4) 


[证 盟 ] 设 # 是 任意 点 , 选 ED,2"ED, 使 z'sx 世 ww 由 非 
降 性 知 
Fw OIEF HPs') 
因此 
(zlimpa(o)<iimps(o)sP(z 
因为 刀 在 如 上 稠密 , 故 
F(z—0) lim Fr) lim Fale) F(z+0) 


所 以 对 于 F(z) 的 连续 点 必 成 立 (4). 
下 面 证 明 诲 荣 C 了 Helly) 的 两 个 重要 定理 . 
定理 工 ( 海 某 第 一 定理 ) 任 一 一 致 有 界 的 非 降 函数 珊 
ts(e)} 中 必 有 一 子 序列 {Ps (sy 弱 收 敏 于 某 一 有 界 的 非 降 函 数 
+ 2534 4 


ery, 
-一 [证明] 人 尾 取 下 上 的 一 个 到 处 称 密 的 可 数 点 集 到, 下 面 我 们 
就 取 有 理 数 全体 ; 并 排列 为 rb ra 9 ?wp 对 于 序列 1871)Y， 
”这 是 一 个 有 界 的 实数 序列 ， 蕉 必 包 含 一 收 人 证 于 菜 极 腿 GCLr1) 的 子 ， 
序 到 4aC71)), 时 
limF,, atri) =GCr1) 


一 现在 考虑 序列 {Fi nCrs)), 同样 由 于 有 界 性 ， 在 其 中 存在 子 序 
列 { 玉 as(ra)} 收 旺 于 某 一 值 'G(rz)。 这 时 , 同时 成 立 着 。 
limFon(?1) 一 他 (人 1 lim Fa, nl fa) = (rs) - 
继续 这 笠 做 , 可 得 序列 证 2) 德 
四 Lim 如 mn 一 人 (5) 
同时 戚 立 . 
这 样 , 我 们 得 到 了 {C2 的 如 下 子 序列 
Pim), FI), Fs) +, Pin(w), 1 
“2 [2 Poots), 再 2 3 人 下 2 1 6) 


1 hd 自由 本 归 中 血 


Fa， Fnatwe), Fn, 3 ,FE Di 
这 里 每 行 都 是 前 一 行 的 子 席 列 ， 而 且 它 条 具有 性 质 (5). 选取 这 


个 阵列 的 对 角 线 元 素 了 ,s(x) 构 成 新 序列 4.ntz)?， 由 于 它 是 从 
{Fin( 分 出 来 的 ， 耻 limFaak71) = 其 次 ， 除 第 一 项 外 ， 


是 由 {Fs,a(z)} 分 出 来 的 ， 故 lmsnl72) 一 GC72)， 一 般 地 , 对 任何 
.国定 的 血 有 lim Fa (7) 二 GT), 因此 对 一 切 有 理 数 7，。 
四 lim 了 wa(z) 一 人 (站 “7) 


洲 里 的 G(r) 加 定义 杰 有 理 数 上 的 泵 数 , 它 也 明 有 界 与 推 降 的 ， 
< 2535 


对 一 切 TER!, 定 光 
Fs) SupOt rs) 


这 函 教 在 一 切 有 理 数 上 与 ca 相等 它 显然 也 是 有 加 5 时 
由 引 理 1 知 . 
limF, a x) =F(w) 四 Ce) 


对 了 Cz) 的 一 切 连 续 点 成 立 ,这 就 证 明了 定理 1. 通常 形象 地 称 这 
个 定理 的 证 明 方 法 为 对 角 线 法 . : 
极限 悄 数 F(z) 不 一 定 左 连续 , 但 总 可 以 改变 它 术 连续 点 上 的 
慎 使 之 堪 连续 ,这 样 的 改变 显 热 不 影响 (8) 的 成 立 ， 
定理 2 ( 海 茶 第 二 定理 ) 设 f(x) 是 [q, 5b]. 上 的 过 续 淆 数 ， 又 
{Fz)} 是 在 [a, 5] 上 弱 收 敛 于 饥 数 C2) 的 一 致 有 界 非 降 函 数 序 
列 , 且 a 和 8 是 F(x) 的 连续 点 , 则 
Him | Ge)aFwo) = | f(a)dF(mY | 
证 明 ] 由 函数 f(w) 的 迷 续 性 推 知 ; 对 住 章 正 数 2, 总 可 以 找 
到 一 种 分 割 , 把 区 间 [e, 分 为 [zo %1]; [zl sa] [zw yxy] (其 
中 wo 二 a, zy 二 了 等 廊 个 小 区 间 ， 使 得 当 zwE[zi so] 时，|f 了 (zx) 一 
f(ze1 一 e. 利用 这 种 情况 , 我 们 能 导入 一 个 辅助 尔 数 天 (zx}， 它 只 
取 有 限 个 秆 ,并 有 旦 当 zj 时 ,了 二 了 ). 
这 样 显然 对 az#<<6 的 一 姥 x 将 有 不 釜 式 
(FO FD Ee 9 
在 此 我 们 可 预先 选取 分 点 fo za yzy_1， 伐 它们 大: 焉 四 的 连续 
点 ， 固 为 1Bs(z) 弱 用 效 于 相国 , 故 当 充 八 天 时 ， 在 此 丈 一 
个 分 点 及 za zw. 上 成 立 不 等 式 ， 


PC 一 Po Gao) 


这 里 对 是 f(z) | 在 区 间 a<z<5 中 的 最 大 值 ， 显然 ， 
"236* 


”一 


1 Fear 一 Foazo 
<|] .foarco- 人 Toazco| 
+t] farce) F.C)arato) | 


+ | Fa | .roapwa| (11) 


J fx)aF(y) 一 | F.CeYarcs) <Se[ 可 (五 ) — F(a)] (12) 





| fC)ar,c) — | Keep 


=e[F.(6)—F, Cr)] .| {13) 
而 由 (9) (10)7 可 到 


eparco -epazwo] 





| : . 如 一 。 . 
一 re [P(rsr) — F(t,)] 一 Df rTF, (rr) — mc] 
， 刺 到 类 £0 .| | ， - 


到 -了 


 ， 4 一 1 站 
f(r) IF) — FR) 一 Dr)TF ts,) —BP(w)] 
= 此 二 自 : . . 


Cr 








a a 1 
<N| My MN |=2 (14) 
因此 





| Fa ~ | fo)ap,c) 


elLF(D) — F(a)I+ elF,(b) — F(a)]+2e 
由 于 {Fw(z)} 的 一 致 有 界 性 ， 上 式 右 过 可 以 任意 小 , 故 定 理 得 





证 。 
”定理 3( 拓 广 的 海 莱 第 二 定理 ) 设 jz) 在 (一 oo, se) 上 有 界 
由 ZF7 内 


8 


连续 , 又 {Zn(z)} 是 (一 oo, 十 ce) 上 能 收 敏 于 画 数 下 四 的 一 至 有 界 
非 降 函 数 序列 , 也 
limFs(— o0)=FP(—o0), limPn(+oo) =F(+o°) 
和 | 
lim{ fdapstw)=|. TCDazCa) 


: [证 明 1 设 4 一 0, 吾 ->0, 令 
=| oa 一 | Foaze | 


7:=| | foodazsD 一 [Foazco | 


7s=|| fed) 一 | foDaP(a) | 
显然 
上 TaoazsCD 一 far) T4727 
“由 于 f(z) 是 有 界 的 , 存在 常数 用 0, 使 |f(z) | 二 下， 又 由 于 
序列 {Fw)} 的 一 致 有 界 性 , 只 要 4 与 B 的 绝对 值 充分 大 ， 并 使 4 
和 如是 F(z) 的 连续 点 , 而 %* 也 取得 充分 大 ， 则 可 使 J, 小 到 观 
先 给 定 的 程度 ， 事 实 上 
THIEME PA). Fru(—oo)T F(A) ~—F(— 0)i] 
J MI EF 一 Co Tt) -Lo0)—FCB}I 
而 按 假定 有 
limFa(A)=F(A), limF,(B)=F(B) 
limF 《一 co 一 Pl oo), limEol + 00) 一 二 co) . 


页 万 ,wa 可 下 伍 意 小 ， 再 积 据 定理 2, 只 要 到 充分 大 也 可 使 性 
意 小 , 从 而 证 得 了 和 定理， | | : 
"2FP* 


二 、 连 续 性 定理 

下 面 我 们 将 导出 一 个 分 布 函 数列 弱 收 争 到 一 个 极限 分 布 的 充 
要 条 忻 ， 这 个 结果 涪 时 说 明了 存在 于 分 布 函 数 与 特征 函数 之 闻 的 
“一 一 对 应 是 连续 的 ， 这 个 性 质 对 于 特征 函数 成 为 研究 一 些 极限 定 
理 的 主要 工具 有 基本 的 重要 性 . 

定理 4 正极 限定 理 ) 设 分 布 函 数列 {五 (x)} 弱 收 合 于 某 一 
-分 布 末 数 了 Ke)， 则 相应 的 特征 函数 列 {f,(t) 软 效 于 特征 函数 
ff 站, 且 在 二 的 任 一 有 限 区 酒肉 收 答 是 一 致 的 . 

E 证 明 ] 函数 ee 在 一 co 一 rz 一 十 ce 上 有 界 连 续 , 而 


(一 | e'sarce) 
站 = evaP(e) 


二 此 由 拓 广 的 海 莱 第 二 定理 即 知 当 w->ce 肝 ,省 
fnlt) -rE) 

瑟 于 在 了 的 每 一 朋 限 区 间 内 收效 的 一 致 性 ， 由 拓 广 的 海 菜 第 二 定 
理 的 证 明 就 可 看 出 . 

定理 5 (北极 限定 理 ) 设 特征 本 数 列 {.C4)) 用 便于 基 一 消 
数 开 引 ), 且 了 ( 引 在 1 一 0 连续 ， 则 相应 的 分 布 函 数列 {F(z)} 弦 收 
丝 于 某 一 分 布 国 数 F(z), 而且 了 (41) 是 FC2) 的 特征 荡 数 ， 

[证 明 ] 由 海 莱 第 一 定理 ， 知 必 存 在 子 序 列 {FP,(w)} 弱 收复 
于 其 一 非 降 函 数 F(x)， 且 FF(4) 可 视 为 磊 连 续 的 ， 极 限 函 数 F(x) 
最 热 满 足下 (一 o0) 守 0，F( 十 oo) 所 1， 我 们 来 证 朋 下 (zw) 是 分 布 函 
“\, 数 .否则 , 应 有 
6=- 下 (十 co) 一 下 (一 co) 1 (15) 

任 取 一 正 数 e<<1 一 6. 因 了 (是 特征 函数 询 的 极限， 故 了 (0) 
三 1 由 于 天 ) 在 1=0 是 连续 的 , 故 可 选取 充分 小 的 正 数 +, 使 

9 了 有 中 


if TCD 人 >1 -> 5 "下 宠 义 ， 





“的 分 布下 
同时 选取 也 太 及 ,使 b> 太 时 ， 
64=— F(R)—Fr(— SEO+ 一 
又 因 f,() 是 特征 号 数 , 那 末 z 
fas=| [ea (17) 
显然 i 
下 evat| <2r 

还 有 ,在 |z| 汪 六 时， 

| re" i [ 儿 ， 2 - 

| 可 "全 | = ir < 广 C18) 
因此 i 和 i rh 


relly 
ear 


2764 十 袜 
所 以 
1 六 [| f(t)at jat | <6, + 用 <6 二 分 
b> 让 按 角 收 族 定 朝 和 


元 全 faail <6+ 二 


这 与 (16) 矛 盾 , 因此 (15) 不 成 立 , 也 即 应 有 
F(—o0)=0, F(+o0)=1 
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市 国 数 ,下 由 定理 4 推 知 fC) 是 下 Cw) 的 特征 话 数 ， 
Bo) 也 弱 收 敏 于 同一 分 布 范 数 了 om 如 其 不 
然 ， 一 定 存 在 开 (3t) 的 一 个 连 钴 点 如 合十 ze 不 收效 本 三 (zol 
这 时 可 从 {F(z0)} 中 选取 一 个 收 钙 的 子 序 列 {,,(x0)}， 其 极限 
FX(zo) 半 F(zo)， 根 据 海 菜 第 一 定理 ， 一 定 可 以 选取 {,(x)} 的 
一 个 子 序列 (Fm, 《2)} 弱 收敛 于 某 一 有 界 的 非 降 冰 数 了 +(x》, 这 个 
极限 函数 至 少 在 ze 点 与 F(z) 不 相等 但 重复 前 面 的 论证 可 知 
-本 5 oo] 亦 应 是 分 布 函数 , 其 对 应 的 特征 函 教 也 是 f 乡 , 自 难 一 性 定 
理 ， 我 们 又 有 FF*(z) 一 Fg)， 引 出 了 矛盾 。 衣 {。(x)) 弱 收 答 王 
FCw), 于 是 证 得 定 更 . 
在 逆 极 限定 典 中 ， 若 保留 “特征 函数 列 {f,(#)} 收 敏 于 某 一 函 
数 了 (让 )" 的 要 求 ， 而 把 “(四 在 1=0 连续 "的 要 求 改 成 “特征 前 数 
询 {fCt)) 在 包含 原 戌 的 菜 一 区 间 中 一 致 收 人 敏 于 函数 (4)”， 则 定 
__ 悍 的 结论 仍然 成 立 . 这 是 因为 由 一 致 收 敏 性 及 j,( 引 在 原点 的 连续 
“性 可 以 推 知 f(D 在 原点 的 连续 性 .通常 把 “特征 函数 列 {所 (9) 在 
(一 eo，o2》 上 的 任 一 有 限 闭 区 间 中 都 一 臻 收 伍 于 一 个 函数 了 (4)” 
简称 为 “{f( 引 内 闭 义 人 笋 于 (2), 这样 我 们 就 可 以 把 分 布 函数 列 
PB)? 焉 收 谣 于 菜 一 分 布 函 数 的 充 要 条 人 忻 简 述 为 ， 它 相应 的 特 
征 函 数列 {f。( 区 ?内 立 久 化 于 基 一 函数 (4). 
通常 把 正 逆 极 限定 理 合 称 连续 性 定理 ， 因 为 它们 表述 了 分 布 
随 数 与 特征 散 数 一 一 对 应 关系 的 “ 韦 续 狂 "， 这 定理 最 先 由 波峰 歼 
学 家 勒 维 (Levy) 及 英和 典 数学 家 克拉 美 (Cramer)? 证 得 ， 因此 叉 称 
勒 维 -克拉 美 定理 ， 
三 、 戎 视 变 量 的 收 和 敛 性 
概率 论 中 的 极限 定理 研究 的 是 随机 变量 序列 的 革 种 收 全 性 ， 
对 靖 机 变量 收 敏 手 的 不 同 定义 将 导致 不 同 的 极限 定理 ， 而 随机 恋 
有 量 的 收 冀 性 的 确 可 以 而 各 天 不 同 的 定妆 ,更 在 避 来 讨论 这 个 问题 . 
自 项 站 是 ,二 


首先 , 分布 函数 弱 收 化 的 讨论 启发 我 们 引进 自 
定 尺 2( 依 分 布 收 效 ) 设 随机 变量 E542)、st@， 


分 别 为 C2 及 了 (如 果 2) 一 了 Cw)， 则 称 {C9)} 依 分 布 


收 襄 于 Co), 并 记 为 (2) 一 (oo)， 
其 次 , 由 贝 努 里 大 数 定律 , 我 们 很 自然 地 引进 下 面 的 定义 ， 
定义 3 ( 依 骤 率 收 敏 ) ”如果 
， lim 人 ,sa 一 二 (oj 关 引 一 0 (19) 


对 在 意 的 es>0 成 妆 ， 则 称 {E.(w)} 依 概率 收 化 二 E(w)， 并 记 为 
Ea 0) 一 (oo). 

这 样 一 来 , 贝 努 里 大 数 定律 可 以 重新 叙述 如 下 : 

设 各 是 # 次 独立 试验 中 事件 4 出 现 的 次 数 , 而 2 是 事件 4 在 
每 次 试验 中 出 现 的 概率 , 则 频率 多 依 报 率 收敛 于 概率 2. 机 

上 述 两 种 收 倒 性 之 间 的 关系 可 以 从 下 面 定理 中 看 到 ， 这 也 说 
明了 随机 变量 序列 依 概 率 收敛 性 的 重要 性 ， 

定理 E 一 5 一 > 一 >5. 
[证 明 ] 因为 ,对 一 <z 有 
{Et 一 人 0 十 (人 < 
CC{Es Em) {én x EH 


TT 


所 以 我 们 有 
- Fn) EEE, Cx 二 Pién ar, Er } 
和 如果} 依 概 率 收 钱 于 5, 则 


一 一 0 
因而 有 _ 


FT ) < limF,() 


* 262." 


-一 


同 理 可 证 ， 对 2 2 成 祝 


——— 


limF(2) EFC") 


所 以 对 <x<x"， 有 


Fr elimF A SlimF nr) Fr") 
如 果 了 是 Bo 的 连续 点 , 则 令 YY 赵 于 ww 可 得 
过 Fr) 一 lim Fn Ce) 
定理 证 毕 . 
由 于 不 同 的 随机 变量 可 以 对 应 于 同一 分 布 消 数 ， 因 此 一 般 地 
讲 ， 由 分 布 冰 数列 的 收 化 性 当然 蓝 不 出 随机 变量 序列 的 其 它 收 伐 
性 。 试看 下 例 . 


[ 例 3] 车 样 本 空间 一 {oh 02), PL@1) 一 P(es) 一 ,定义 


“入 机 变量 5o) 如 下 : 么 ob 一 一 盖 直 oo 一 3 则 58(@) 的 分 布 列 为 


—1, 1 
En an 
2 ”2 


需 对 一 车 如， 信 EntiD) 一 一 E(wm), 显然 at 中) 的 分 布 列 也 是 (20), 四 


此 (mo) 一 *E(o)。 但 是 对 任意 的 0<<e<2， 
P{lé,(m) —E(0) >e}=P{Q)=1 
因此 {5 (@)} 不 依 概率 收 钱 于 (wm), 这 为 定理 6 之 逆 提 供 了 反例 . 
进一步 ， 若 令 Eon(m) 二 Ew), Erp (0) 二 一 2800) 则 E00) 一 
Em) 依然 成 六 ， 但 此 时 对 随机 变量 序列 {Co)) 实 在 很 难 有 其 他 
的 收 化 性 可 言 ， 
”但 是 ,在 特殊 场合 却 有 下 面 结果 ， 


。 定理 7 设 0 是 常数 , 则 和 0<>5, 玫 0， 
* 263 二 


[证 明 ] 由 定理 6 可 知 只 须 证 明 由 依 分 布 收 竹子 常数 可 推出 
傅 狂 率 收 纹 于 和 常数， 事实 上 ,对 任意 的 e 一 0 - 
Pllén— Oe = PE Ce PE EO— 2) 
=1 FCTETF(C— eT0 >1 1 0=0 
{n> 0c) 
因为 有 的 大 数 定律 是 讨论 随机 变量 序列 收 化 于 第 数 的 ， 这 财 将 用 
到 上 述 结果 ， 
仔细 考察 上 书 关 于 类 数 定 侍 的 证 明 ， 有 有 十 理解 下 面 大 于 邮 
机 变 基 收 锅 性 的 第 三 种 定义 ， 
定义 247- 阶 收 然 ) 设 对 随机 变 最 二 及 5 有 |&,1"' 志 00， 
iE 之 coo, 其 由 0 为 常数 , 如 果 
lm 加 | 可 一 上 "一 0 21) 


则 称 人 {sr- 阶 玻 化 于 所 并 记 为 6 一 > 
. 下面 定理 得 示 了 和 阶 收敛 与 巷 概 率 收 敏 的 关 蒜 ， 
定理 8 号 -一 > 
[证 明 ] 先 证 对 于 任意 e>0, 成 立 
Pt 一 引 > 可 互生 计生 2 (22) 
事实 上 上 ， 著 以 FCs) 记忆 一 和 的 分 布 函 数 , 则 仿 车 贝 晓 夫 不 等 
式 红 了 证 明 可 得 + 


1 


Pi{lé él e} =| dF (wy) 


| 开 ' 全 2 
<| re 
_ [a 二 | 
一 一 


不 等 式 (22) 是 车 由 晓 夫 不 等 式 的 推广 ， 通 常 称 作 蕊 尔 可 夫 不 


治 式 , 当 ?二 2 时 就 是 率 贝 晓 夫 不 等 式 . .定理 8 是 马尔 可 夫 不 等 式 
rT 


A 


的 直接 推论， 
”~ .下 例 说 明定 理 8 之 北 不 真 ， . 
[ 销 妇 取 昌 =(0,1I, 实 为 (0， 1 中 波 雷 尔 点 集 全 体 所 和 构成 
的 o- 域 , PP 为 勒 内 格 测 庶 ， 定 艾 红外) 二 0 及 


7 0 一 o< 工 
0 (23) 


Eee 
1 


显然 对 一 切 ED, 0) 一 >#(@), 又 对 于 任意 的 ez 外 
Pllétt)— 0) > 


因此 $b, 但 是 
Blén~él' = (nr) 1 


二 在 r- 阶 收 艇 中 ,最 重要 的 是 了 = 一 2 的 情况 ,这 时 称 为 的 方 收效 ， 
在 第 三 部 分 第 三 豪 &I 中 , 对 均 方 收 伍 有 深信 人 的 讨论 。 
下 面 是 关于 随机 变量 收 合 性 的 第 四 种 定义 ， 
定义 5 概率 工 收 合 ) 如 取 
: Pilinm (0)=8(0)}=1 (24) 


财 称 人 (oo)} 以 概 灾 土 收 级 于 纸 ao)， 叉 称 人 (ao)} 凡 平 处 处 收 敏 生 
E00), 记 为 50) 二 >&(69), 
概率 1 收 钱 是 艇 率 论 中 较 强 的 一 种 收 合 性 ， 但 是 正如 例 4 所 
袁 骨 的 ， 一 般 并 不 能 由 它 推 册 "一 阶 收敛 关于 慨 率 工 收 化 的 讨论 
将 在 84 中 继续 进行 ， 在 妊 里 糙 证 明 可 由 概率 1 政 敏 推出 依 概 率 
版 仇 . 
* 色 ， 法医 结 尔 (Bochner)- 闻 多 (Xundsp) 定 理 
利用 这 个 机 会 ， 我 们 米 叙 述 并 证 明 一 个 关于 特征 函数 的 重要 
# 本 有 


定理 . 
定理 9 ( 波 六 纳 尔 - 辛 钦 ) 函数 了 (1) 是 特征 函数 的 充 要 条 件 


是 : 了 (#) 韭 负 定 , 连续 , 是 f(0) 一 1. 


在 证 明 的 过 程 中 ， 顺 带 证 明了 一 个 在 随机 过 程 中 将 用 到 的 与 


十 述 定 理 类 似 的 赫 尔 格 涪 益 {Hergilotz) 定 理 ， 为 此 ,有 
定义 各 如 果 对 任意 的 正 整数 王政 复数 41 4 均 有 
SC 0 (25) 
看 上 了 一 于 . 
则 称 复 数列 CC 一 中 土 1, 土 2,…) 是 非 负 定 的 . 
定理 切 ( 赫 尔 格 洛 弟 ) 数列 O(n 一 0, 土 1) 士 2,…) 可 以 
表 为 
CO :- | eterdG(o) (26) 


的 充 要 条 件 是 它 是 非 负 定 的 , 其 中 GC4) 是 [一 x, x] 七 有 界 、 非 降 、 


堪 连续 六 数 . 
定理 9 的 必要 性 已 在 第 四 对 得 人 定理 10 也 可 类 但 证 
明 , 下 面 只 须 证 明 充 分 性 . 
由 于 开 下 是 非 负 定 的 , 故 对 任何 郊 , 实 实数 之 及 复数 e' (k= 
0, 14, ,一 1), 党 有 
C2) 3 SE 2 0 


站 人 二 从 
易 知 | 其 中 使 一 j 等 于 7 的 项 有 训 一 ]?l 个 ,? 可 由 一 并 十 1 变 到 
一 J， 因 此 
Pr) = 3 ey ( ) 8 一 ir 


Te 


从 而 


= 发 


| e'sgom(r) ds 


- (eres 


由 干 
fe 人 
消 以 
CPPe 
= | ea 有 C0) 
其 申 


PP 人 
是 一 个 在 [一 =, 中 上 有 界 的 非 降 函 数 , 其 人 金 变 差 为 
FS (= Pat=f0)=1 


补充 定 光 x 二 一 x 了 时 FC) 二 0, zx 时， P20) 二 1 则 六 vw) 
是 一 分 布尔 数 . 

接 海 某 第 一 定理 , 存在 序列 户 ,,£ 一 20 时 wwe>cc 使 国 数 序列 
了 也 《4%) 右 收 化 于 菜 一 非 降 涪 数 六 (zx)。 双 因 对 性 何 访 及 Ee 守 0， 

Fg —e)=0, FHCa te)—1 . 

因 击 也 有 
Fg-e)—=0, Frtie)=1 
所 以 也 "(zw) 也 是 分 布 函 数 . 

按 海 莱 第 二 定理 ， 


lim | evap(r) =) etap mse) 
Tm FR 
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所 以 , 对 一 切 整 数 a(# 二 0, 十 1, 士 2 有 
As)=| eradF™ ee) 

至 此 我 们 已 顺便 证 明了 赫 尔 格 洛 慈 定理， 特别 地 
f 二 ) 一 全 ea ™ ry 

考虑 特征 函数 序列 / | 
f(D esdpe) 

其 中 Fn(w)== 了 mM( 芳 )， 易 知 对 一 切 整 数 有 

EGG 
对 任何 #, 我 们 总 能 选取 序列 大 =n, 下 使 < 一 
f(#) 连续 , 从 而 


f(t)= sn) se, (2) 
名 能 证 明 对 一 急 实数 有 
f(5)=1imf (#) 
那么 由 逆 极 限定 理 肥 知 了 (让 是 特征 匡 数 了 . 
为 此 ， 岂 (28) 和 C29) 有 


C27) 


(28) 


$< 


(29) 


(30) 


limi, (+ ) 一 :ia1 区 下 一 于 (二 ) tf (2) 


= rlin| ff.(E)| 


令 9 二 一 和， 那 玉 0<0 一 二 . 按 了 ,( 店 的 定 尽 ， 有 和 


(31) 


95 (EY ee apca]| 


第 作 二 归 二 


一 一 - 一 -ee ， 


do) 32 
利用 许 瓦 交 不 等 式 , 可 得 


| 1 人 一) < Vf le) 
-|| 2 1 一 cos TRO 


x =[2(1—Ref.(0)1 (33) 
其 中 民 ef( 四 为 (站 的 实数 部 分 , 既 绒 站 0<a<l 及 一 x2 二 
时 有 cosz<ssceos az， 则 


LRefi(0)=| (1— eo0s Oz)d Ps(w) 


一 | “ (1— co0s Onz)d Puna) < [ (1 eos g)dF Ce) 


一 -下 


= ， =| (1 cos zyd FY2) 
=! 一 Re| esdF'M(2) 


青 由 (27) 我 们 得 到 | 
1—Ref.(0)<1—Ref( 二 ) (34) 
合并 (31), 《32), (33), 色香 
ff E)|<Y2(1-Ref(i)) 
注意 到 (0) =1, 则 由 于 全 的 连续 性 推 得 
slreo-r 人 |-。 
和 于 是 由 (31) 知 (30) 成 立 , 定理 证 毕 . 

若 不 证 赫 尔 覆 洛 兹 定理 而 直接 证 波 赫 绸 尔 - 辛 钦定 理 , 有 比较 


篇 炼 的 证 法 , 可 参 奸 CC.R.Rao, Linear Siatistical Inference 
a L509 + 





and ifs Applications, second edition, PP.141—142. 


$3。 独立 同 分 布 场合 的 极限 定理 


一 、 独 立 和 问题 一 

在 $1 中 ， 我 们 讨论 了 上 贝 努 里 旋 验 场合 事件 4 出 现 次 数 4 的 
极限 行为 ， 曾 指出 ks 可 以 表示 为 个 独立 随机 变量 之 和 (以 后 简 
称 “ 独 立 和 ”), 并 对 它 证 明了 大 数 定律 及 中 心 极限 定理 后 来 又 看 
到 这 些 定理 有 重要 应 用 .这 里 自然 会 提出 这 样 一 个 问题 : 这 些 性 
质 是 否 只 在 贝 努 里 试验 场合 才 具 有 ? 


研究 表明 , 评 多 独立 和 其 有 类 但 的 性 质 , 本 节 就 过 进一步 讨论 
这 个 问题 . 
独立 和 的 问题 经 营 出 现 ， 例如 测量 一 物体 的 菜 种 尺寸 ， 起 如 袖 
量 一 个 贺 柱 体 的 直径 d, 通常 采用 的 办 庄 是 对 它 进行 4% 次 测量 , 得 一 
到 数值 &, £2，…, < 然后 采用 平均 值 
_ 二 “十 二 


作为 已 的 数值 ， 我 们 知道 ， 测量 时 有 各 种 脓 机 因素 影响 因此 其 结 
果 带 有 随机 性 , 这 时 ;是 随机 变量 之 和 , 如 果 各 次 测量 是 独立 的 ， 
ya 恒 是 独立 和 , 为 了 说 明 上 面 所 用 办 法 的 合理 性 就 必须 研究 独立 
和 , 但 这 里 的 所 不 服从 贝 努 里 0 一 工分 布 , 因此 已 不 是 贝 努 里 试验 
场合 的 问题 了 ， 

在 数理 统计 中 已经 把 上 述 做 法 一 般 化 ， 为 了 研究 母体 ( 它 通 
党 拉 述 我 们 感 兴趣 的 某 一 类 现象 ) 的 菜 些 特征 , 就 对 母体 进行 若干 
次 观察 以 得 到 一 批 现 将 值 51, 2, …, 5 彰 称 它们 是 一 个 容量 沟 担 . 
的 子 样 。 再 利用 这 个 子 样 来 构造 各 种 统计 量 , 例如 


计生 或 生 二 一 一 十 世 以 对 母体 的 特征 作 各 种 礁 
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断 . 虽然 每 次 观察 得 到 的 是 具体 的 数值 , 但 是 为 了 比较 各 个 统计 量 
一 -起 各 种 推断 方法 的 优 劣 ， 有 必要 把 这 些 观察 看 作 是 某 随机 变量 & 
的 观察 值 , 通常 假定 5&1, 52, …, 6 是 相互 独立 的 ， 且 它 们 与 & 具 有 
”相同 的 概率 分 布 ， 这 时 上 面 的 两 个 统计 量 便 都 是 独立 同 分 布 的 随 
机 变量 之 和 | 
独立 和 的 问题 在 许多 实际 问题 中 也 出 现 ， 例 如 在 计算 电车 办 
和 访 站 的 电力 负 黄 时 , 就 遇 到 独立 和 问题 , 因为 整流 站 的 电力 负荷 等 
于 各 电车 使 用 电力 之 和 , 每 辆 电车 在 某 时 刻 的 用 电量 是 随机 的 , 作 
为 初步 近似 , 可 以 假定 各 电 硅 的 用 电量 是 相互 独 立 的 , 玛 此 这 里 岗 
到 的 正 是 独立 和 ， 在 车 间 用 电 问 题 中 , 若 有 多 类 车 床 , 用 电量 各 不 
相同 , 则 总 用 电量 也 露 通过 独立 和 来 计算 . 
可 见 独立 和 问题 经 常 直到， 而 且 各 加 项 一 般 都 不 是 0 一 1 分 
布 ， 本 节 专 门 讨论 各 个 加 项 服从 相同 分 布 的 场合 ， 这 是 实际 工作 
(特别 是 在 数理 统计 ) 中 最 常 磁 到 的 ， 从 数学 方面 来 看 ， 这 是 最 简 
单 ,最 基本 、 最 便于 处 理 的 , 而 且 所 用 的 处 理 方法 可 以 相当 方便 地 
运用 到 更 一 般 的 场合 . 
在 上 章 $4 中， 我 们 讨论 过 独立 的 服从 同类 型 分 布 的 随机 变 
其 之 和 的 分 布 问 题 , 证 明了 茶 些 分 布 的 再 生性 , 使 用 的 工具 是 特征 
函数 . 现在 我 们 要 处 理 的 问题 与 那里 有 很 大 区 别 , 首先 我 们 将 对 很 
一 般 的 分 布 进行 讨论 ， 因 而 表 生 性 通常 都 不 满足 ;其 次 , 不 是 对 固 
定 的 % 进行 讨论 , 而 是 讨论 ->oo 时 的 情况 ， 即 研究 极限 定理 ， 从 
数学 的 角度 来 看 ， 它 们 可 以 看 作 是 贝 努 里 试验 场合 极限 定理 的 推 
广 ,这 里 也 研究 大 数 定律 与 中 心 极限 定理 . 
， ”所 使 用 的 工具 还 是 特征 函数 ， 我 们 已 经 看 到 它 很 适合 于 处 理 
独立 和 问题 , 有 了 上 节 的 违 续 性 定理 , 我 们 将 进一步 看 到 ， 它 也 很 
适合 于 处 理 极限 分 布 问题 ， 事 实 上 ， 正 是 由 于 特征 范 数 这 一 有 力 
开具 的 使 用 ， 使 得 所 有 古典 极限 定理 在 短期 内 便 得 到 了 完满 的 解 
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决 . 拉 普 拉 斯 就 已 经 知道 并 应 用 了 特征 函数 ， 俄 国 数学 家 村 牙 普 
洛 夫 (JEanmyHoB) 最 先 发 现 并 证 明了 收 敏 于 正 态 分 布 的 连续 性 定理 一 
(但 并 未 明确 氢 述 ), 从 那 时 起 , 特征 匿 数 的 理论 不 断 得 到 完 郑 ， 在 
这 当中 , 法 国 数学 家 勒 维 有 突出 的 页 献 . 现在 ， 特征 效 数 法 已 经 成 
了 概率 论 的 基本 方法 之 一 . 

二 、 字 钛 大 数 定 律 

在 81 中 ， 我 们 已 经 通过 车 贝 晓 夫 不 等 式 建立 起 多 种 大 数 定 
律 , 那里 都 假定 了 方差 的 存在 性 ， 但 是 在 独立 同 分 布 场合 , 并 不 需 
要 有 这 个 要 求 ， 这 就 是 有 名 的 辛 钦 大 数 定律 告诉 我 们 前 。 用 特 征 
坞 数 作 为 工具 , 这 个 定理 很 容易 证 明 . 

定理 藉 ( 注 钦 ) 设 后 2 PE 是 相互 独立 的 随机 变量 序 
列 ， 它们 服从 相同 的 分 布 ， 且 具 有 有 限 的 数学 期 望 

d= Es 

则 对 任意 的 e>0 有 


pap) Be -al l= GD 


。 [证 明 ] 由 于 各 , 52,，…,， #4 共有 相同 分 布 , 故 有 同一 特征 画 
数 , 设 为 fC), 因 为 数学 期 望 存在 , 故 六 全 可 展开 成 
fC =F0) 4 FON ot) =1+iat to(t) (2) 


而 站 06, 的 特征 函数 为 : 

A 

对 于 固定 的 几 
(EE) 一 >e 人) Ga) 


极限 函数 e “ 是 连续 四 数 ， 它 是 退化 分 布 T(x 一 94) 所 对 应 的 特征 
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子 数 ， 由 乾 极 限定 理 知 沁 8 的 分 布 函数 弱 收 化 于 Kx 一) 得 
由 上 池 定 理 7 知 二 和 依 概率 收 钙 于 常数 a， 从 而 证 明了 定理 ， 


显然 ， 内 盈 因 大 丝 定 律 是 广 钦 大 缴 完 律 的 特殊 人 情况， 辛 钦 大 
数 定律 在 应 用 中 很 重要 , 下 面 般 过 一 个 例子 来 说 明 ,， 
< [全 1] (用 过 烷 卡 党 方 渤 计 算 定 积分 ) 为 计 算 积 分 


了 = | gas C53 
可 以 通过 下 面 溉 率 论 方 守 实现 . 0 


任 取 一 列 相 互 狼 立 的 、 都 具有 [a， 5] 中 均 丘 分 布 的 隧 机 变 是 
全 1 则 也 (8 站} 也 是 一 列 相互 独立 相同 分 布 的 随机 变量 , 而 且 ， 


Bg)=5 | 9d 0) 


一 机 


和 


既然 i 

J=(b—a)- Eg(s,) (7) 
二 此 只 要 能 求 得 9(8,), 俩 能 得 到 了 的 数值 。 
为 求 五 9) 日 然 汇 到 大 数 定律 ; 因为 


FE Tn ,Bg(é, 站 《8) 


这 样 一 来 ， 只 要 能 生成 随机 变 野 序列 {g(#& 就 能 对 积分 (5 进行 
数值 计算 ， 而 生 应 1 后) 的 关键 是 要 生成 相互 独立 相同 分 布 的 
妇 i 这 里 的 5; 均 服 从 1e 扑 二 询 匀 分 布 . 
现在 已 经 可 以 把 上述 想法 变 成 现实 ， 这 就 是 在 电子 计算 机 上 
产生 服从 均匀 分 布 [s 的 随机 数 1E4} 并 通过 (7)(8) 算 出 J， 这 种 
人 微 丢 与 我 们 在 清 王 投 针 问 题 中 通过 投 针 计 算 贺 周 率 zz 的 散 法 是 一 
致 的 , 这 种 遂 过 概率 论 的 想法 构造 模型 从 市 实现 数值 计算 的 方法 ， 
堕 者 世子 计 筑 机 的 发 展 ， 已 形成 一 种 新 的 计算 方 站 一 一 概率 计算 
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方法 , 亦 称 蒙特 卡 洛 方法 , 它 在 原子 物理 ,公用 事业 理论 中 发 挥 了 
不 少 作用 , 这 个 方法 的 理论 根据 之 一 就 是 大 数 定律 

至 于 计算 积分 , 蒙特 卡 洛 方法 的 实用 场合 是 计算 重 积分 

r={ gtPYP (9) 

其 中 三 是 头 维 空间 的 点 ， 当 各 较 大 有时， 用 荧 转 卡 洛 方法 比 一 般 数 
值 法 有 优点 , 主要 是 它 的 误差 与 维 数 岂 无关 . 

对 于 蒙特 卡 洛 方法 的 进一步 讨论 在 第 三 部 分 第 坟 间 专门 迁 

三 、 中 心 极限 定理 

我 们 转 而 考虑 如 何 把 积分 极限 定理 推广 到 相 豆 独立 相同 分 
布 , 但 分 布 消 数 为 任意 的 随机 变量 序列 的 场合 , 这 类 问题 在 实际 应 
用 中 非常 重要 . 


hp 


用 162 En "是 一 申 相 五 独立 相同 分 布 的 随 宙 变量 序 





列 , 且 
Ei:=m, DE,—o!? 《107 
我 们 来 讨论 标准 化 随机 变量 和 
ts 一 FR Em) C11) 
的 极限 分 布 ， 


林 德 风格 (Lindeberg) 与 坦 维 建立 了 下 列 中 心 极限 定理 ， 
定理 2&( 林 德 贝 挡 - 勒 维 ) 若 oY 则 





lim 已 (ca<z} = = = | e- /dt (12) 
[征明 ] 记 各 mn 的 特征 负数 为 p(t)， 则 己 的 特征 的 
数 为 | ?(5 二 二 )| .由 于 EB6 =m，D& 一 0? 南 9'0) 一 0， 


9"(0) 二 一 03， 因 此 
=- ZF a 


(有 一 I 一 -283 二 OK 和 《13) 


eas) ee 0 


由 于 e™ 是 连 续 函 数 , 它 对 应 的 分 布 函数 为 入 (0, 1), 因此 由 区 


所 上 人 


极限 定理 知 


Pte<a 一 -7 和 | ed 
定理 证 毕 . 
用 这 个 定理 六 即 可 以 推出 德 莫 蛙 佛 - 拉 普 拉 斯 积分 极限 定理 . 
林 德 只 格 - 勒 维 定 理 有 广泛 应 用 ， 在 实际 工作 中 , 只 要 站 是 通 
大 , 恒 可 以 把 独立 渴 分 布 的 随机 变量 之 和 当 作 是 正 术 变量 . 这 种 做 
法 在 数理 统计 中 用 得 很 善 让, 当 处 理 友 子 样 ( 容 量 很 天 的 子 样 ) 时 ， 


- 林 德 内 格 - 囚 维 定理 是 重要 工具 . 


下 面 我 们 介绍 另外 的 两 个 例子 ， 

[ 例 2j 《 正 态 着 机 数 的 产生 ) 在 蒙特 卡 浩方 法 中 经 常 需 要 产 
生 服 上 其 亚 态 分 布 的 随机 数 , 但 是 一 般 计 算 机 具备 有 产生 [50, 11 均 名 
分 布 随机 数 ( 实 际 上 是 伪 随 机 数 ) 的 程序 。 怎 样 通过 [0， 了 征 均 名 分 
布 的 随机 数 米 产生 正 术 随机 数 呢 ? 这 有 多 种 途径 ， 最 常用 的 是 利 
用 上 述 定理 来 实现 . 

设 ay Ens 。 是 祖 互 独立 、 均 服 从 [0， 1] 均 名 分 布 的 随机 
变 基 ,这 时 定理 2 的 条 件 得 到 满足 , 灰 瑟 十 2 十 … 十 6 办 近 于 正 态 
变量 ， 一般 取 不 太 大 的 值 就 可 满足 实际 要 求 .图 二 中 给 凡 了 


有 一 1 2 3 时 的 图 象 . 在 蒙特 卡 党 中 ,一 般 取 % 二 12, 并 用 下 式 得 到 


新 的 随机 数 序列 
12 
np = El prt—6, 总 一 1 2 (C157 
4=1 


73 。 


显然 {1} 也 是 独立 随机 数 序 到 ,而且 百 和 4 一 0，Dm 一 I。 经 过 检验 
证 明 , 这 财 3 的 亲近 正 杰 性 已 能 说 足 … 般 精度 要 求 . 


Dr) 一 1, ETI 
[二 0 
x 

Es xr, Ta 


1 Owl 


He) = 2 ox rd, 1 


2), 2 





0 1 2 3 区 
图 + 均 义 分 布 禄 积 


[和 蚀 3] (近似 数 定 点 运算 的 误差 分 析 ) 数 信 计 算 时 ,任何 数 z ” 


都 只 能 用 一 定位 数 的 有 有 限 小 数 六 来 近 似 ， 这 就 产生 了 一 个 误差 

Ez 一 乡 在 下 面 讨论 中 ， 我 们 假定 参加 运算 的 数 都 用 十 和 进 般 定 

点 表示 , 每 个 数 都 用 由 会 五 人 的 方法 取 到 小 数 点 后 五 位 , 这 财 相 应 

的 合 和 误差 可 以 看 作 是 [一 0.5 x 10-5，0.5x 10-5) 上 的 均 杀 分 布 . 
现在 如 果 要 求人 个 数 2z(# 二 1, 2 9 的 和 忆 在 数值 计算 中 

就 只 能 求 出 相应 的 有 限 位 小 数 六 人 = 二 1,2,…,%) 的 和 也 , 并 用工 作 

为 3 的 近似 值 .自然 要 问 , 这 样 做 造成 的 误 花 1 一 3 一 下 是 多 消 ? 
因为 我 们 有 


心 一 Ye -t= iy, + 


tl 


和 江面 二 


一 种 传统 的 估计 方法 是 这 样 的 : 四 于 
-全 本 0.5x 10- 


所 以 
In < le) x0.5 X10 


,以 4 二 10000 为 例 , 所 得 的 误差 估计 为 
In| 所 0.05 C16) 
这 种 估计 方法 显然 太保 守 , 看 来 用 概率 论 方法 售 计 是 适宜 的 . 
这 时 直接 求 9 二 >, 的 分 布 不 容易 ,但 当 较 大 时 用 极限 定理 作 
为 工具 , 则 能 使 间 题 很 快 得 到 解决 ， 因 为 


-5 
m= Eé,=0, ov/ DE = 


i ~ [| 
各 果 根 定 含 人 误 益 是 相互 独立 的 ,又 较 天 ,那么 用 定理 2 得 到 


D3 mo, e-m/2gt 


娶 二 3 时 , 上 式 右 边 为 0.997, 因此 我 们 能 以 99.7 台 的 概率 断言 ， 


0.5x10-5 
3 


[<3x 100x —0.866x103 (17} 


这 只 及 (16) 式 中 上 限 传 计 的 60 分 之 一 
历史 上 , 误差 分 析 是 概率 论 的 重要 生长 点 之 一 ，19 世纪 初 德 
国 数学 家 高 斯 (Gauss) 正 是 在 研究 测量 误差 时 引进 了 正 态 分 布 并 


"发展 了 有 广泛 应 用 的 最 小 二 乘法 ， 至 今 这 仍 是 概率 论 与 生产 实际 


有 广泛 联系 的 领域 之 一 ， 出 干 高 斯 对 正 坟 分 布 的 研究 ， 因 此 有 不 
少 人 称 正 坊 分 布 为 高 斯 分 布 《虽然 德 英 哈 佛 及 拉 和 普 拉 斯 早 在 高 
-斯 之 前 就 把 正 态 分 布 引 入 概率 论 )。 

ST 


*§ 4。 强大 数 定 律 


一 、 概 率 1 收 全 -~ 

以 前 , 我们 普 顺 带好 提起 过 氢 素 1 收 化 及 强大 数 定律 , 床 节 茸 一 
对 它们 进行 深入 讨论 ， 

要 彻底 搞 清 概率 1 收敛 这 个 概念 ， 必 须 对 事件 (点 集 ) 序 列 的 ， 
运算 有 进一步 了 解 , 我 们 就 从 讨论 这 个 问题 开始 . 


设 4 42,…, 4 … 是 一 列 事件 , 则 [| 4， 表示 事件 序列 du 


4i+b 中 至 少 发 生 一 个 , 而 人] 4。 则 表示 426， 441，… 同 时 发 上 生 ， 


记 
limA,= 门 Uj As (GD 
二 ~ Fal w= 
lim4s= LU 4 (2) 
基于 吉 t=1 N=E 


称 lim4 为 事件 序列 {4,} 的 上 限 事件 , 它 表 示 4 发 生 无 穷 多 次 ， 


因为 we 站 Ua. 当 且 仅 当 巴 属于 无 穷 多 个 4 类 似 地 称 lim 4 

为 事件 序列 td 的 下 限 事 件 ， 它 表示 A 至 多 只 有 有 限 个 不 发 生 ， 

因为 we [ 门 4,, 当 且 仪 当 存在 一 个 W, 使 oc Nn 4,， 因 此 若 
k= We=E 


@ 发生， 则 45, Aw+1,… 同 时 发 竺 ， 汉 时 至 多 只 有 前 于 条 一 个， 
件 4u 42,…, 4,-1 可 能 不 发 生 ( 也 可 能 发 生 )， 一 
显然 


lim.4， DlimAd, (32 
其 | 


2 


_ 畦 别 当 limA, 一 limA, 了 时 ,证 limA, 守 lim4 "limA,, 并 称 它 党 事件 





序列 4 的 报 限 事件 
刊 用 德 莫 根 定 理 , 在 
(站 和 -站 
因此 
lim 也 一 Hd,) (4) 
Jim A; — limA. (C5) 


下 面 波 雷 尔 - 康 特 立 《Cantelli) 引 理 在 概率 论 中 有 众多 的 应 
用 . z 

引 理 1( 波 雷 尔 - 康 特 立 引 理 ) 

(i) 车 随机 事件 序列 (4wj 满 足 


pa / (6) 
则 
PllimA,}=0, Pl{limdA.}=1 C7) 
Gi) 车 {4} 是 相互 独立 的 随机 事件 序列 , 则 _ 
SPp(A) =—o0 z (8) 
Lk 
成 立 的 充 要 条 件 为 
Piliim4ds}=1 或 Pllim4,}=0 (9) 


本 27 全 


[证 明 ] 《i) 由 于 
PtEa4J= 如 站 Ua 
<PIUA<DP)>0 (ho0) 
由 (4) 


《ii 半 汪 必要 性 。 注意 到 {4 的 独 了 开 性 , 有 


PllimAn} = PIU 门 5 ‘I< PI 2 | 


k=1 n=8 ™ k=l 六 二 上 


= TT P(A) = >a-P )] (0) 


此 二] 性 一 疏 所 加 


因 立 PC4,) = =-, 从 无 穷 乘积 理 论 可 知 ]L[1 一 PC(44)] 二 0, 所 以 


如 一 下 


PllimA,}=0 


性 -全 加 


后 证 充分 性 . 者 PllimAn) =1. 假定 SP(A 小 ec 刚 由 (全 得 


下 二 1 





到 A lim im An} = 0, 得 到 计 届 ， 因 P(A4) =0， 改 只 可 能 是 立 - PUA,) 


三 oo, 引 理 证 毕 . 
现在 讨论 随机 变量 序列 的 概率 1 收敛 性 . 
车 EOI)(% 二 1 2,……), 才 (中 ) 居 随机 变量 , 则 
{wo: limgéa (0)=é(0)} 


Ca] 


-fo: 0 U Aliac -sled (11) 


申 发 时 站 中 


这 个 式 子 可 以 这 样 理解 : 因为 0E{liméa(@) 二 0)) 的 充 要 条 件 
对 任 一 正 整 数 部 ， 存 在 一 个 正 整数 不 ， 使 当 za> 时 区 有 
一 上 (GD 一 二; 到 对 任 一 正 整数 部, @ 属于 (al) ECo)| 
< 二) 的 下 限 事件 ,这 正 是 (11) 的 右边 : 从 这 个 表达 式 中 还 可 以 看 

、 出 , (limEuCc) = 二 (o)} 是 事件 , 即 此 
Plimé,(0)=8(0)}=—1 a2) 
有 明确 的 瑟 义 , 这 时 称 { 和 (cy 以 概率 工 收 总 子 经)， 记 为 (0) 

一 ao). 


因此 下 面 两 个 式 子 部 表达 了 {ej 以 报案 1 收 化 于 二 oo)， 
~ 和 加 
PiN U NOs -so < a) 


PU NU ls -te >1)- (14) 


Wl1 El n= 
进一步, 我 们 要 说 明 , {44(@)} 以 概率 工 政 化 于 ECo) 的 定义 也 
可 以 表达 为 :对 任意 的 2>0, 成 立 
PN Us -tol20l=0 ds) 


上 上 =] R= 上 
车 以 4 记 (T1560) 一 EC@)|2>s)， 上 式 表示 lim4 的 和 概 率 为 6, 这 
与 我 们 对 概率 1 收 北 的 理解 一 致 ， 不 过 , 对 于 这 个 结论 , 还 是 给 它 
一 个 严格 的 证 明 . 
事实 上 , 由 于 对 0, 总 者 


(5 一 ET>e 1 
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ciU 站 Ul -a > 


m= Ea] #8 


因此 下 414) 可 以 推 得 (15)。 反之, 利用 


PU N UlsCo—sto)| > 


加 呈 


<>71 Us (o) 一 5o)1> 二 并 


mw] 


可 由 (15) 推 出 (14), 这 就 说 明了 两 种 表达 法 的 等 价 性 . 


利用 概率 的 连续 性 可 知 , (15) 等 价 于 
tm PU ds -E010 a8) 
捐 据 德 英 根 定理 又 知 (15) 等 价 于 
im | Nn (|é(0) —éC0)|<e) (1 Gn) 
由 于 


(180) —é(o) 1>e) CU CEsto) -él>0) 


因此 者 (16? 成 立 , 刚 
limP{lé(0) —é(0)1>e} =0 


这 样 一 来 , 我 们 已 证 千 


定理 1 Eo) SE(0) > 8 (0) E80), 
下 例 说 明 一 航 不 能 由 依 概 率 收 全 推 得 概率 工 收效 ， 所 以 概率 
1 收 倒 是 比 依 铂 率 收 伍 更 强 的 一 种 收 伍 性. 一 
[ 例 切 到 中 =(0,1], 丈 为 (0, 起 中 波 雷 尔 点 集 全 体 所 构成 
的 o- 域 ,P 为 勒 贝 格 测度 , 令 


四 洗 避 之 


4 一 + 
1, o€( ,去 | i=—1, 2， “a 


i8 
一 一 te—1 旬 二 11， 之 曲面 量 《 ) 
0, . oE( 天 - 填 


Pat) = 
定 凡 

E10) = £m) = mo， Ew) 一 at) 

Ew) = EO) =1a(m), * 


> 一般 和 (0) 一 ,C0), 其 中 nD 这 样 定义 的 {5,6)) 


是 一 列 随 机 变量 . 但 对 于 任何 一 个 wEt0,1]， 4@) 必 有 无 限 个 
zt 使 其 取 值 0, 也 有 无 限 个 万 主人 司 其 取 值 1, 因此 {5,0@)} 不 是 以 
概 素 1 收 襄 于 0 但 是 另 一 方面 , 对 任意 的 e 汪 0, 


Pllnm(o) |>e} < 


:小 So 时 ， 由 % 二 < 人 一 上 D+ i th 知道 E> oo, 因此 


limP{lE.(0)|> 2) 


=limPtln(o) le}=0 (n= + i) 

所 以 长 wo 让 依 概率 收效 于 0. 

不 准 验证 , 8,( 吕 )} 是 7- 阶 收 钱 于 0 的 ， 因此 例 1 也 提供 了 ~- 
阶 收 伊 推 不 出 概率 1 收敛 之 例 . z 

我 们 以 前 讨论 的 大 数 定 律 只 要 求 信 概率 收 雍 ， 共 把 收 训 性 要 
求 提高 为 以 概率 1 妆 效 ， 则 得 到 的 大 数 定 律 称 为 强大 数 定律 . 由 
定理 1 可知 , 落 强大 数 定律 成 立 ， 则 通常 的 大 数 定律 也 一 定 成 立 ， 
反之 不 然 . 有 时 为 区 曙 起 见 ， 把 依 概 率 收 敏 意 交 下 的 大 数 定 律 称 
为 弱 大 数 定律 ， 

第 一 个 强大 数 定律 是 由 波 雷 尔 在 1909 乍 对 贝 舅 里 试 验 场 合 


建立 的 ， 
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二 、 波 姻 尔 强大 数 定 律 
定理 2( 波 十 尔 ) 设 av 是 事件 4 在 # 次 独立 试验 由 的 出 现 -一 


次 数 , 在 每 次 试验 中 事件 4 出现 的 概率 均 为 Pp， 那么 当 % 习 oo 时 ， 
rf) a 


[证 明 ] 为 使 (19) 成 立 , 由 (15) 知 ,只 顷 对 任意 的 ?一 0， 成 立 


PIN (和 -2 


E=! 六 司 正 





>e)i=0 C200). 














着 记 4,= 中 从 2 | 过 e, 则 上 式 可 写成 P(iim4,)=0. 根 据 波 圳 
尔 - 康 特 立 引 理 , 为 证 明 (20) 只 要 能 证 月 级 数 
np{| rn 
P| tn p > (21) 
对 任何 e>0 都 收 伍 就 可 以 了 . | 
假如 象 证 明 贝 努 里 大 数 定律 那样 用 车 贝 晓 夫 不 等 式 进行 佑 
计 , 只 能 得 到 
三 和 全 一 了 > (22) 





这 对 证 明 弱 大 数 定律 足够 了 , 但 为 了 保证 (21) 收 化 还 不 行 , 这 时 必 
须 守 找 更 好 的 估计 式 ， 在 这 种 特殊 场合 ， 马 尔 可 夫 不 等 式 读 够 用 
了 ， 由 于 / z 

| , 
Pl- 





ef 二 二 | 笃 - 刀 | (23) 
问题 是 要 计算 后 的 四 阶 中 心 矩 ， 还 是 象 过 去 一 样 , 我 们 把 je 表示 
成 独立 贝 努 思 0 一 1 变量 之 和 和 , 这 样 
Hn 
4 -和 7) 


* 下 


所 以 
ee 


4 3 > > p3 SB(E. —W(E;—PD 6p E 


一 二 ey 1 Ksel t=1 
注意 到 各 5, 的 独立 性 及 百 导 ,一季 二 0， 因此 上 面 的 和 式 中 只 在 
忆 (E; 一 Dp 及 亲人 下 ,一 0D)2(5i 一 D)2 的 项 才 不 等 于 0, 显然 
E(é;—p)=p9(P 二 ) {24) 
本 【和 一下) 一 2 一 和 2 人 《让 25) 
(2 和 形式 的 项 有 对 项 ，(25) 形 式 的 项 有 ( 2 )( 2 ) 一 3a(n 一 1) 项 ， 
因此 | 


4 . 
E(t -7) = [nCpt 各) 十 3p9 CW —n)] < 26) 


?1 er 
这 个 合计 式 已 经 比 (22) 进 了 一 步 , 它 可 以 保证 (21) 收 伍 , 从 而 证 明 
了 定理 . . 

从 本 书 第 一 节 介 绍 随 和 事件 频率 稳定 性 时 ， 我 们 就 期 待 着 这 
样 一 个 结论 , 即 当 试验 次 数 无 限 增加 时 , 频率 将 趋 于 概率 ， 波 雷 尔 
强大 数 定律 正 给 出 了 这 个 结果 . 肥 贝 努 里 大 数 定律 并 不 能 引伸 出 
这 个 结论 ， 它 只 断言 一 如 一 p|<e 成 立 的 概率 可 以 大 


于 1 一 沪 不 论 是 什么 正 数 ; 四 是 本 件 


十 是 


Hn 
天 





(C27) 





>?| 一 














Ht | Hn+s Ha 
一 一 一 一 一 2 二 丰 相 - 
nil fT |n+2 | 四 | 2 


中 至 少 有 一 个 发 生 仍 是 可 能 的 ; 因为 它 是 可 列 个 事件 之 着 ; 而 我 们 
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人 得 自 本 


TY 于 . 
- 4 | 天 
J + 


只 知道 每 个 事件 的 概率 很 小 .但 波 雷 尔 强 大 数 定律 则 岂 言 党 一 了 
以 撤 率 1 变 得 很 小 ,而且 保持 很 小 。 员 然 从 逻辑 上 讲 , 在 投 硬币 时 
每 次 都 出 现 正 面 是 可 能 的 ， 这 时 学 ==1, 因而 所 > 并 不 成 立 ， 但 


是 强大 数 定律 电 语 了 这 种 惠 件 发 生 的 概率 为 0. 
三 、 柯 尔 莫 哥 洛 夫 强大 数 定律 
下 面 讨论 更 一 般 的 强大 数 定律 , 先 把 其 含义 进一步 明确 如 下 : 
说 让 是 独立 随机 变量 序列 , 若 


， 1 nl 
Pm 56) =0)=1 (28) 


如 称 它 满 是 强大 数 定 律 , 
”根据 (16), 这 等 价 于 要 求 对 任意 e 一 0 成立 | 
imP LU 立 (5 一 B5|> 直 -0 (29) 、 


on 


由 于 
局 (他 : > BE,) 





>e) 


CC jsup 全 Gel>d (30) 


因此 需要 于 概 素 fsup | 于 立 ;(& 一 本)|> 引 进行 估计 ， 这 相 


当 于 在 独立 和 场合 对 车 贝 晓 丈 不 等 式 进行 推广 。 这 方面 已 经 有 不 


少 成 果 , 在 这 里 我 们 介绍 一 个 由 蜡 依 克 CHajek) 及 瑞 尼 (Reny) 迹 


明 的 不 等 式 。 
噶 依 克 - 弄 尼 不 短 式 ” 凑 {#， 1 区 独立 随机 变量 序列 ， Dé=o3 


» B86 % 
pn 4 和 63408 


”部 教 燥 ,oa<m) 及 er0, 均 有 


r} max 0 (ens) |>e 


局 志 了 志 促 


< 上 (0 六 "+ cy) (31) 


=mtl 


[还 明 ] 记 


N= > (EEE;) 
i=1 


界 一 下 
n= > SOF OP) OBS 《32) 


EE 


， 因此 
9 一 SO eic 


S04 二 ST (C82— SE) CE 


bcm+l 
利用 好 小 的 独立 性 
ES 一 全 ,03 
Fp 
所 以 有 
Bn=C%, S09+ 人 Co 《33) 
4=1 jem+E 
对 了 二 Wi :Ry 和 记 - 
人 mb jis (34) 
Hur SFL 
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p} max dt; 


[| 





epe)|>e 


= Pfmax ClS,| >e) = BP(8,) (35) 
愧 所 二 己 持 j= 
令 
1]， EERE;  . ,- 
~ = 二 了 一 二 面 昌 所 
:0 i ER 了 二 仙 ， 视 十 1 和 共 《361 


即 X; 县 杷 的 示 性 男 数 ， 注 意 到 的 互 不 相 容 性 及 S378,C 0 
站 过 二 
因而 


之 Mio 《37) 
fmm 
所 以 有 
Bn S B(x;) z (38) 
-ar =n 
3 7 Eb, . | 
总 5 一双) 十 (Ej — EE; ) 十 :十 【一 如 Er 
因此 


BUSEX,) = BSIX)) . ， 
+ Bf(én — BE) + + (8 — BE x 
TT2B{S LS — BE} EO BEE) X;} 
2 ECX HBUS XL $jr1) + 

十 一] (39) 
由 于 4 只 与 与 ， 二 有 其， 因此 与 és 一 ET 一 
吾 E)] 狂 立 ,起 

ESXiLS ri — EEyr)D)Fe tt — FEN)]Y 


潮 疡 咏 合 生 . 
1 


= ROS XI ELCE + Déitl 十 十 (Ee—Eés)} =0 (40) 
-而 在 8 上 |8,| 之 站 ,区 有 
到 (S3X) 关 全 3 一 入 PC (41) 


因此 由 (39》， Co) 及 (0 得 到 
到 (68MXi) > P(E), jpn 《42) 


“各 在 当 六 云 ja 付 ， 由 (32) 知 


mw1 
EXN)= ECX (OIC ) TF OUB SIX) 


中 2 
> PPO OE CR) + OWB (USIXS) 


t= 
. m Hn"l mm 
> 条 PC [DO CH) tos 
了 - 
~ et P(EH;) (43} 
由 (38) 及 (43) 
Ane DP(E,) C44) 


利用 (33), (35) 及 (4 好 得 不 每 式 (31).， 
在 虑 芒 克 -其 叱 机 等 起 中 ， 特 别 仿 mm 二 1， 人 一 1， 册 得 于 3 
的 柯 尔 划 哥 洛 天 不 等 式 ， 
柯 尔 莫 哥 洛 去 不 等 式 ” 设 有 总 扣 是 独立 随机 变量 , 方 效 
有 限 , 则 对 全 在 >5, 成 立 





忆 ; NiaAx Ss ps el < Ds C45) 


1: 
fT 


柯 尔 莫 哥 洛 尖 不 等 式 是 概率 论 中 最 重要 的 不 等 式 之 一 ， 有 广 
要 放生 


泛 的 应 用 . 在 上 式 中 , 车 令 % 二 1, 则 得 到 
到 一 Bal el 


这 正 是 本 由 晓 夫 不 等 式 ， 因 此 榈 尔 英和 洛 天 不 等 式 是 本 由 晓 夫 不 
等 式 的 推广 , 而 噶 依 克 - 瑞 尼 不 等 式 又 是 柯 尔 莫 哥 洛 夫 不 等 式 的 推 ”， 
广 . 

利用 路 依 克 - 瑞 尼 不 等 式 ,能 证 明 下 丽 重 要 结果 ， 

定理 3 ( 柯 尔 莫 哥 洛 夫 强大 数 定律 ) 设 {5:), i 一 1,2,… 是 独 
立 随机 变量 序列 , 且 荆 :2 于 一 <-, 则 成 立 


Lh 


Pllimd D7(s,— B88,)=0) =1 (46) 
[证 明 ] 在 踢 依 克 - 瑞 尼 不 等 式 中 , 令 C0; 一 地 可 以 得 到 


2-ze) > 


Pj max 


| 





< + 三 验 ) 
由 贩 率 的 连续 性 
Pj sup ene 


=limP{ max 3 一 三)|> 中 


基地 | 


< 3 Dij+ >) 2) (47) 


jtitt+] 


因为 -了 经 一 -, 故 由 (47) 得 到 


j=l 


二 290 + 


Ds t 


limP}sup 
”这 正 等 价 于 (46)， 定 理 证 毕 . 
柯 尔 莫 哥 洛 夫 强 大 数 定律 的 另外 两 种 常见 的 证 明 方 法 见习 题 
一 Bld. 
显然 ， 由 柯 尔 莫 哥 洛 夫 强 大 数 定律 很 容易 推出 波 雷 尔 强 大 数 
定律 . . 
一 四、 独立 局 分 布 场合 的 强大 数 定律 
在 这 种 特殊 的 场合 , 可 以 找到 强大 数 定律 成 立 的 充 要 条 位, 这 
个 结果 也 属于 柯 尔 莫 哥 浩 夫 . 
”定理 4 ( 柯 尔 莫 哥 洛 夫 ) 设 二 ,52,… 是 相互 独立 相同 分 布 的 
随机 变量 序列 , 则 


二 ( 扯 十 总 十 … 士 吉 2 (48) 


成 立 的 充 要 条 件 是 BE; 春 在 且 等 于 4&. 
[证 明 ] 者 专 的 分 布 国 数 为 下 (ze), 我 们 来 证 明 不 等 式 : 





了 Ge —Bé; | > < 一 0 


六 PU >n) HIE <1+ Sp{|E ln) (49) 
及 二 于 PP 

事实 上 ， 
Elal -=| telarcs) > lziaF (ew) 


因此 


PIES|E1 +1} < 31 
r=0 ， 


< YE DPESIE|<t+1} 
关 王 避 


有 4 231 三 


现在 有 


pt 3 Sipip<lél ht1} i 


Fe el EE 


= P(El>n) 


他 一 Tr 


Tt DPIESIE<R+1 


r=0 
-Ephclsl ht D+1= TPEl>n) +t1 
这 就 证 得 了 49). 这 个 不 等 址 说 明 吾 | 所 的 充 要 条 件 为 


p31 ES 


Fe _ 
记 有 8 一 引 十 名 十 … 十 二， 车 健全 p， 这 里 4 是 有 限 数 , 则 


pi 一 
这 样 一 来 , 事件 {|& [三 ah} 发 生 无 穷 多 次 的 概率 为 9， 因此 注意 到 
fi 的 独立 性 , 并 利用 波 雷 尔 - 康 特 立 引 理 (ii), 可 知 





—30 (B50) 


DP, [> 本 


再 由 (49) 即 知 加 1， < 这 时 显然 有 6 一 如 6, 这 样 ,我们 已 证 租 
必要 性 
下 证 充分 性 ， 用 “ 截 尾 法 ”, 令 
~ SEns [én -<n 
st D0, IE | 
鞠 验 证 {E*} 满 是 柯 尔 英 哥 洛 夫 强 大 数 定律 条 件 ， 了 以 下 (Cz) 记 & 的 
二 空 吕 之 二 


(51)-- 


分 布 函数 , 则 


Dé SB | san) < Sp 1< | 16} 


< 入 让 Pt 一 ls <) 


全 “全 全 
3 EP-1< |£, | 8} 
=F hp 1<lé.| < 3 
由 于 站 人 
三 六 t+ LTD- 走 + 证 
故 加 
2 于 > | -< 
A 全 
因此 
? (im Ds BE )=0=1 59) 
因为 


ne zdF la) 


显然 lim 一 五 &1 一 2 因此 二 一 本 5 一 4 由 于 


Be- -6) | Ls- 8) | 


Li t= 1 


+|432(8- oo 《53) 


=1 


"2. 


为 证 [48 成立 ， 只 须 再 证 二 六 (后 一 此 )- 委 0， 然而 


由 波 雷 尔 - 康 特 立 引 理 知 , 以 概率 1 有 
5i(@] 二 硅 (o) 只 对 有 限 个 i 成立 
因此 


ee 


这 样 ,定理 的 证 明 已 经 完成 . ， 
显然 ， 柯 尔 莫 哥 洛 夫 的 这 个 结果 是 辛 钦 头 数 定律 的 加 强 ， 只 有 


它 才能 保证 在 每 次 试验 中 当 aco 时 , 子 样 的 均值 工 六 6, 将 最 终 


地 趋 于 母体 的 均 慎 ; 当然 从 逻辑 上 讲 也 寡 可 能 失败 , 但 是 这 种 不 丛 
快 场合 发 生 的 概率 等 于 0。 几 康 特 卡 阁 方法 计算 积分 所 涝 要 的 下 
是 强大 数 定律 . 


x§ 5， 中 心 极限 定理 
一 、 宁 篇 贝 格 末 件 与 次 其 (Feller) 厅 性 
本 节 将 最 后 解决 古典 的 中 心 极限 定理 . 为 比 先 把 问题 的 提 法 
作 进 一 步 明 确 . 
十 典 的 中 心 极限 定理 讨论 的 是 狼 立 和 的 分 布 所 数 向 正 志 分 布 
状 化 的 最 普遍 条 件 . 这 个 问题 一 廊 面 可 以 看 作 是 德 莫 吐 佛 - 拉 普 
拉 斯 上 古典 结 果 的 一 艇 化 ， 荔 一 方面 也 解释 了 正 态 分 布 为 什么 是 最 - . 
常 岗 的 一 种 分 布 . 


自从 高 斯 指出 测量 误差 服从 正 坊 分 布 之 后 , 人 们 发 现 , 正 态 分 
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布 在 自然 界 中 极为 常见 ， 例 如 炮弹 的 弹 落 点 服从 正 态 分 布 ， 人 的 
， 符 多 生理 特征 如 英 长 ,体重 等 也 服从 正 霖 分 布 ， 观 察 表明 , 如果 一 
全 县 是 志 坟 晕 相 互 狸 立 的 随机 因素 的 影响 所 造成 ， 而 三 一 个 别 因 
素 在 总 影响 中 所 起 的 作用 不 很 大 ， 则 这 种 量 通常 都 服从 或 近似 服 
从 正 坊 分布 ， 

另外 , 在 数理 统计 中 , 经常 都 假定 母体 服从 正 坊 分 布 , 这 也 要 
求 通过 对 中 心 极限 定理 的 研究 来 羡 明 假定 的 正确 性 和 适用 条 仁 :， 
”现在 , 这 个 问题 从 某 种 意义 上 来 讲 已 经 得 到 了 最 后 解决 ,1922 
年 林 德 贝 格 提出 了 充分 条 件 ; 1935 年 , 费 勒 进 - - 步 指出 , 在 某 种 条 
件 下 ， 这 个 条 件 也 是 必要 的 . 这 样 就 搞 清 了 向 正 态 分 布 收敛 的 完 
要 条 件 ， 下 面 就 介绍 这 些 条 件 . 


说 到 十 2， “0, 4 “是 一 个 相互 独立 的 随机 变量 序 列 ， 它们 有 具 
有 有 限 的 数学 期 轩 和 方差 : 
‘Fy = BEéss 中 一 Der 《大 二 1, 2, "+ 入 ， "+ ) 
记 . | : 

B= Sp 
z=1 
作 和 数 z 
6 人 加 01) 


明寺 

我 们 需要 村 扫 和 数 和 的 分 芭 雪 泡 于 正 志 分 机 卫 数 的 完 委 杀 仁 。 

与 独立 同 分 布 场 合 比 较 , 这 里 保留 了 独立 性 的 假定 , 但 是 去 掩 
了 局 分 布 的 要 求 、 今后 我 们 将 以 也.(2) 记 各 的 分 布 销 数量 然 
为 了 讨论 5 的 极限 分 布 , 兢 使 问题 的 提 法 有 音义 ， 对 备 个 加 项 必 
须 有 一 定 要 求 ， 例 如 车 允 许 从 第 二 项 起 都 等 于 0， 则 极限 分 布 显 
然 由 卫 .(w) 完 爹 确定 ， 这 时 就 很 难 有 什么 有 将 思 的 结果 ， 排 除 这 
全 困难 的 办 东 是 规定 加 项 中 不 能 有 某 些 项 起 支配 作用 ， 在 实际 工 


过 和 全 * 


作 中 大 们 就 是 这 样 处 理 的 , 例如 为 了 讨论 测 星 的 随机 误 其 , 总 预先 
把 一 些 系 统 性 的 误差 先 扣 除 掉 . 


pi 


为 了 使 极限 分 布 是 正春 分 布 ， 还 要 求 备 个 加 项 “均匀 地 小 ” , 怎 
赫 明 确 表 达 这 个 要 求 ? 下 面 先 作 一 个 启发 性 的 推导 。 
设 4 表示 下 述 事件: 
一 全 2 | 





则 郁 
Plmaxlé ol >rBn) -nD U (6c! rtB.,) ; 
di UA < EP | ,Foe) 
De pir 
TB i > (¢—a) AF) 
-| (s—a) dF) 
fr BB | EA 月 肌 
因此 , 只 要 对 于 任何 *>0, 成 立 
lin 吉 33| (zs—a)dFA(W=0 (2) 
a gl 一] rt 上, 


就 可 以 保证 总 和 (1)? 中 各 加 项 * 均 匀 地 小 ">， 上 还 条 件 (2) 称 为 林 德 
风格 闻 人 性， 汪 德 风格 下 明 了 条 休 (2) 是 和 数 (1) 的 分 布 函 数 柏 于 正 
态 分 布 函 数 的 充分 条 件 . 

“得 是 林 德 贝 格 条 件 不 是 中 心 最 限定 理 上 立 的 必 可 条件. 不 过 ; 
车 各 进 一 具 指 出 假如 下 面 角 件 得 到 满足 ; 


OO 


lim max 草 一 0 Ca) 


上 B, 


则 林 德 员 格 条 件 也 是 中 心 极限 定理 成 立 的 必要 条 件 。 
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条 件 (3) 称 为 费 革 条件 ， 下面 考 察 一 下 
- 定理 1 费 勒 条 件 (3) 锋 价 于 1 
Be (4) 


6 
lim B™? (5) 


Bo 也 


[证 明 ] 车 (3) 成 立 ， 则 由 天 <max 知 立 鹿 得 到 (5)》 又 车 


a 


Bn, {时 oe); 朵 因 mex 姑姑 战 lim max 芝 > 邹 >0， 这 与- 
(3) 矛 盾 , 因此 应 有 (4)， 和 oo 
”友之 惨 (4) (5) 成立 ， 对 任 深 6 汪 9， 存 在 正 整 数 到 , 使 
草 <。 对 一 切 4> 了 4 成立， 固定 妈 之 后 ， 由 于 《4), 可 以 选 一 个 下 


区 数 太 有 2 好 使 max 刀 二 <<e， 下 证 对 一 雪 az 和 均 有 


maxez 一 e 加 0 
是 号 办 B, 


事实 上 利用 BB, 的 单 阅 不 减 手 ,对 一 切 ? 关 太 关于 有 


ax Bre : 
EeH in 由 二 对 By 


b. 已 ， 
max oo SS Max 
Hien dn ij 本 二 下 近 四 B.™ 


因此 (6) 成 立 , 这 就 证 得 了 (3)， 定理 证 学 ， 加 
量 强 可 以 看 作 吓 分 时 5s 对 总 和 如 的 贡献 和 人 


当 于 说 : 总 和 是 大 量 * 可 忽 赂 的 "分量 之 和 . 


下 面 我 们 转 入 证 明 主 要 定理 . 

二 、 入 乱 贝 格 - 费 惑 定理” 
= 为 了 不 打 斯 主要 定理 的 还 明 ， 我 们 把 在 定 开 恋 明 中 僻 用 到 的 
4 


若干 事实 , 以 引 理 的 形式 给 出 。 
引 理 1 对 %=1,2,… 及 任意 的 











i 0 
[证 明 ] 记 
el 
先 设 1>0, 由 于 
ri 一 让 edx (8) 
因此 Hg < 名 其 次 ,对 n>1 : 
| go 有 = 让 gua) ds 《9) 
用 归纳 法 即 得 C7)， : 





由 于 | 殉 5 困 |=19( 芍 | 因此 (7) 对 二 0 也 臧 立 , 一 
.特别 地 , 我 们 要 用 到 


3 
[ei < 


(10) 


| 


|e“ 一 1- tft 二 人 |<- (11) 


类 似 地 可 以 得 到 , 对 三 -0 
1—cos $= fF sinx dz <} < " jinalar<[ var= 和 (12) 
这 式 两 边 都 是 1 的 但 函 数 , 故 显 然 对 <0 出 成 立 。 


引 开 2 “对 于 任何 满足 la | <1 及 184| 二 1 (b=1,2,…,) 
的 复数 ,有 


' 


Ia (13) 
椒 mi] 


[征明] 显然 
和 


Gg Db = ab) 0 Co 一 六 7 


ags— bb | I+ | Bl 
”用 归纳 法 即 得 (13). 

引 理 3 ”车 pC 和) 是 特征 孙 数 ， 则 er-! 也 是 特征 函数 , 特别 
地 
本 er-1| 1 (14) 

”还 明 ] 定义 随机 变量 
二 1 十 82 十 十 二 ， 

其 中 各, 有 5 … 相 互 独立 , 均 有 特征 函数 pC),v 服从 参数 A 二 1 的 
普 阿 松 分 布 , 且 与 诺 5 独立 , 不 难 验 证 必 的 特征 函数 为 er"""!， 由 
特征 函数 的 性 质 即 知 (C14) 成立， 

现在 如 述 并 证 明 主要 的 结果 . 
-定理 2 对 (1) 中 定义 的 和 数 5 成立 
im Plbr<r) = Br) "a (15) 


与 费 勒 条 件 (3) 的 充 要 条 件 是 林 德 风格 条 件 (2) 成 立 ，: 
[证 明 ] ”为 书写 方便 起 更 , 我 们 引用 记号 : 








bn 一半 ”016) 
显然 
Et = 0, DE = = 站 C17) 
FIDE ppE 1 (18) 
2 一 1 | 


以 了 oa) 及 了 az 分 别 表示 Ex 的 特征 函数 与 分 布 函数 , 那么 
Fas(o) =PI Ee el PCBasta) (19) 


- 


.299 。 


这 时 


下 Cs—as Pap lz) 
Bs | 于 一 和 Er Ba : 


(号 a 
= 1 


因此 栖 和 由本 条件 2) 化 为 | 对 任 rT>0, 


1 
1 


im sd Fa) =0 


了 上 = -1 [| 3 








) -| yr Cy) 
1 如 


. 现在 开始 证 明定 理 . 设 + 是 任意 固定 的 实数 ， 
为 证 (15) 必须 还 明 
fault fll) ee- 


1 
-一 一 wu 


(20) 


(21) 


我 们 先 证 明 , 在 费 勒 条 件 (3) 成 立 的 假定 下 ， (20 与 下 趟 是 等 从 的 


< 一 1 ft 


训 实 上 ,由 (17) 知 捅 ,C0) =0, 又 因为 z 
az =| iz)?e eqF, te) 

巩 对 一 团 4 

FD Fv) = 
把 fr, (让 在 原点 附近 展开 , 得 到 
f(D =f 0 HI (0<0<1) 
因 若 (3) 成 立 , 则 对 任意 e>0 只 要 充分 大 , 饼 有 
"' | B, 
* 300 。 


《22) 


(23) 


Hast) —1| = C00) | 可 


_ < 车 2 (24) 





对 任意 六 >0, 只 要 123| 充分 小 ， 就 可 以 有 | 
2 [er 1 gidlz| | (25) 
因此 由 5i 理 3, 引 理 2 及 (24)， (25), 只 要 名 充分 大 , 束 有 有 


[有 
YY raket)—l] 


| ee: 一 名 (的 和 


< Deir foalt)| 


¥=i 


< ， [frst #) —1| 
”=1 


<16r 世人 = (26) 
因为 可 以 任意 小 ， 帮 左边 趋 守 0， 因 此 证 得 (21) 与 (22) 的 等 价 
性 ， 


接着 证 明定 理 的 充分 扩 . 党 证 由 宁德 风格 条 件 可 以 推出 家 
勒 条 件 . 事实 上 ， 


本 mh . - i | 
| sdFule)=| wap +t) wapnls) 
证 a lxlsr 信和 


人 河清 rd Fwy . 人 (27) 


k=1 -=n 


i i . * S307， 


右 过 与 天 无 关 ， 而 且 可 选 得 任意 地 小 ; 对 选 定 的 t， 由 入 德 风格 
条 件 (20) 知 道 第 二 式 当 # 足够 大 时 也 可 尾 意 地 小 。 这样， 费 勤 条 一 
件 成 立 . 

其 次 证 明 宁 德 贝 格 条 件 能 保证 (15) 成 立 . 注意 到 (17) 及 (18)， 
可 知 


PIF 11 +i 
k=l 


-二 | ee 一 1-ie+ TE era 


一 


利用 (11), 当 [z[ 生 rr 时 ， 


iiz 4  ， 12 v7 {tx|? _r|t|3x? 
|。 1 t+ | << 并 
又 利用 (10), 当 |z|>>z 了 
|e et 1—itsit | sle “一 1 一 ii 二 二 < 术 


三 此 


ba [frst#)— 1 十 到 如 | 


el 


Bn 和" 
< S| TH ap) + Si | trials) 
痪 下 二 1 Tr 


#1 


< > | mar 2 2 
tS nme) + 二 | wd Pua(w) 
k=l ~ 天 ”> 





= - >| vd Fle) (28) 


km] I I> 





3302 


--m 


对 任 给 的 e>0, 由 于 上 的 任意 性 , 可 选 得 使 并 外 一气 ， 对 逻 定 的 
用 袜 德 贝 糙 条 件 知 只 要 "充分 大 ,也 可 使 #2 wa(4) 
Fl Isl>r 


5» 因此 我 们 已 证 得 了 (22)， 但 由 于 我 们 已 证 过 费 勒 条 件 (3) 成 


立 , 这 时 (22) 与 (24) 是 等 价 的 ， 因 而 (21) 也 成 立 ， 根 据 特征 函数 过 
一 鼓 性 定理 可 知 (15) 有 成 立 ， 

再 证 定理 的 必要 性 ， 

由 于 15) 成 立 ， 因 此 相应 的 特征 前 数 应 满足 (21}， 但 在 费 勒 
条 件 成 立时 , 这 又 推出 (22), 因此 z 


BIL) —1]+5 


出 二 上 


-| | 一 Two 一 >。 9) 


下 
因为 由 (12) 可 得 cos 如 一 1 十 计生 之 0， 因 此 上 述 被 积 函 数 的 实 部 
是 非 负 的 , 故 


pe( 三 站 cz rw) 


一 > ts—1 FE ards) 


El 


> 站 eos te 1+ teers) 


Forl . 


w tx 
=>, CE 27m 


* 隆 站 于。 


机 -2 dP) 


tr [x i>r 


和 5 


>(F 2) 2 《30》 


kl le" 


rr 


因为 对 任意 +>0, 可 找到 使 所 一 2 了 之 0， 这 时 由 (29)，130) 
| 0 
/ (| am 一 > 

坝 条 德 贝 稿 条 件 成 立 定理 证 毕 . 

三 、 若 干 推论 

宁德 中 格 条 件 给 出 了 中 心 极限 定 起 成 立 的 普遍 条 件 ， 几 它 可 
以 准 出 许多 特殊 的 结果 . - 

首先 , 我 们 来 说 明 独 立 同 分 布 场合 的 林 德 内 格 - 勒 维 定理 是 宛 
理 2 的 特例 . 
者 .是 独立 同 分 布 甬 机 变量 序列 ,Es 0<o= DE 
一 c, 则 | 

B= Ro (C31) 

这 时 r 


如 和 | Cw—ai)’d F(x) 
ns 4 一 ， 


"| (z—a) dP(o) (32) 
Eb 和 ， 


由 于 方差 各 0 二 o0， 上 上 趟 右边 的 积分 当 -> co 时 舟 于 0， 赦 袜 - 
德 贝 格 条 件 得 到 育 足 , 所 以 中 心 极限 定理 成 立 ， 

下 面 我 们 再 来 给 出 两 个 有 用 的 结果 . 
EE 和 


定理 3 若 1 £3, … 是 独立 随机 变量 序列 ， 存在 常数 Ki 鸽 


1 二， - 
maxisy| 所 KK (R= 2,.…), 且 Tim 方 一 小 则 
lj 六 中 oe 人 


P| 3 2 Fe ea-i2ae 


二] 


[证 明 ] 由 假定 ,对 任意 的 e>>0, 内 要 充分 大 就 有 下 ,< 了 


器 此 


页 


be 


【人 < 有 = (1 7 | (33) 


Ed 


| Caan As) 


nen 


mh (za)dh Cw) = 1 


办 也 地 nl 


因此 宁德 员 格 条 件 得 到 满足 , 所 以 中 心 稻 限 定理 成 立 . 


“定理 4 ( 牵 雅 兽 洛 赤 》 如 果 对 相互 独立 的 随 宙 变量 序列 者 
能 选择 这 样 一 个 正 数 50， 使 当 Roo 时 ， 


二 2， “ny En ~ 


F 证 明 ] 


ee . 《34) 


Pp 入 ee) e 


上 二 + 


县 要 验证 林 德 风格 条 件 就 行 了 ， 事实 上 ， 
1 < 
六 | (was) dx) 


办 和 


站 1 mn 2 忆 
<Fe5Z| A x | (2) 


凡生 1] 


< 去 加 "| | EA) 0 (eco 一 
一 芋 . 


用 定理 2 忱 可 推 得 所 需 的 结论 ， 


第 五 章 小 结 


本 堂 研究 了 极限 定理 , 这 是 概率 论 基础 中 比较 深入 的 结果 ;前 
几 章 学 :到 的 知识 在 这 里 得 到 了 综合 应 用 ;一 些 重要 问题 在 这 里 进 
一 步 讨论 并 获得 解决 . 

在 我 们 的 课程 中 , 为 了 使 读者 对 极限 定理 有 直观 的 认识 ， 是 从 _ 
由 努 里 试验 场合 开始 叙述 的 .这 里 所 用 的 工具 比较 初等 : 贝 努 玉 ” 
数 定律 是 用 矩 法 证 明 的 ; 德 英 哇 佛 - - 拉 若 拉 斯 定理 则 通过 利用 其 
灵 公 式 进行 渐 近 估计 而 得 到 . 

.接着 我 们 处 理 独 立 同 分 布 场合 ， 汉 是 由 努 轩 试验 的 直 朱 推广 
也 是 在 实际 中 ,特别 是 数理 统计 中 , 最 常 答 到 的 情况 。 为 了 证 明 广 
人 多 大 数 定律 及 灯 德 贝 格 - 勒 维 定理 已 用 到 特征 国 数 , 所 用 的 方法 具 
有 和 著 遍 性 及 简明 性 , 是 读者 比较 容易 理解 的 . .应 当 指出 , 收 敏 性 概 
念 及 特征 函数 这 一 工具 是 深入 研究 极限 定理 所 不 可 缺少 的 ， 所 以 
对 这 部 分 内 容 我 们 作 了 相当 详细 的 叙述 ， 后 面 用 到 的 主要 是 绪 
论 , 因此 有 闫 证 明 在 初学 时 不 妨 略 去 ， 

最 后 , 介绍 了 强大 数 定律 及 -- 般 场合 的 中 心 极限 定理 , 这 是 概 
率 论 中 相当 深刻 的 结果 ， 前 者 的 证 明 通 过 建立 比 车 贝 腾 夫 不 等 式 
更 为 锐利 的 不 等 式 而 实现 ; 后 者 的 证 明 赐 得力 于 特征 函数 这 一 有 
力 的 工具 ， 到 此 为 止 ， 角 率 论 中 提出 古典 极限 定理 问题 已 获得 了 
令 人 满意 的 解决 。 


四 


-用 和] 二 wo， 则 对 任意 gr0， 了 二 [2 中 < 玫 一 


1， 设 了 (zw) (0<s< 呈 ) 是 单调 非 降 函 数 ， 至 1 >>0、 对 随机 亚 量 所 著 
FREED 
2 £ 为 非 负 随机 变量 ， 车 Be’'<o0, (90)， 则 对 任意 ?> 个， 性 填写 


ear fect . 
一 3. 车 这) 轰 0, 上 为 随机 变量 , 县 百 8(E) 一 co， 刘 关 于 任 和 U0, PD 
0 <0-1Bh(E). 
4, 全 ,} 各 以 避 梳 素 取 全 入 和 一 哄 ， 当 3 为 何 植 时， 大 数 定律 可 用 于 妆 
立 随 机 变 基 序列 避 ,…, 5,,-… 的 算术 平 风 入? 


wlnk, 一 lInk 
5 sinner 站 ) evrarre, 
A ce WE 2 2. 四 .i 
» 变量 岸 到 人 a 
6。 验 证 概 举 分 布 如 下 给 人 定 的 狂 立 随 本 变量 新 列 是 否 满足 马尔 可 夫 
条 件 : 
0) 2 一 士 2 = 一 也; | 加 
02) PTX +2 2 tt PpP{X,=0. 1 2 
3) PAA = = 土 相 = 了 6 P{Xi=0} =1- 


7， 车 6 具有 有 限 方 差 ,服从 同一 分 布 ， 但 各 所， 下 和 En 有 相关 ， 而 
Es En (lb— 这 2) 是 独立 的 ， 证 明 这 时 对 1 各} 大 数 定律 研 瑟 . 

8. 《 怕 轧 斯 玉 定 更) 已 知 随机 变量 序列 二 ,二 -的 方差 有 界 : DEC 
状 且 当 1i 一 Do 时 , 相关 系数 ro 一 0， 证 明 对 . 了 成 立 大 数 定律 。 


9. ( 粮 泽 坚 利 定型 ) 对 随机 变量 序列 {}， 车 记 了 Tv -工人 十 .4 i 


= 工 (本 字 ?…。 .十 有 ), 则 芷 直 服 站 天数 定律 的 沦 要 条 件 是 


a (i i 2 |= 
—™ ln IT -9 


,3OF: s. 





10。 用 斯 转 灵 公式 证 明 : 当 nw 29, 作 一 策 一 0 而 二 一 ?0 时 ， 


(™ yy 2 ~ —iw 
Rn— I 妆 本 


11， 四 (1. 33) 守 算 和 5 508. 0.01) 及 B40; 10000， 0.005) 并 与 精确 情 --- 
比较 . 
12。 某 计算 机 系统 有 120 个 终端 , 每 个 终端 有 5 铝 时 间 在 使 用 ， 藻 各 个 
终端 使 用 与 否 是 相互 独立 的 , 试 录 有 10 个 或 更 多 终端 在 使 用 的 概率 。 

13, 家 证 ,在 #0 时 , 有 不 等 式 


8 于 a ge-! di es 3 





: I 
14.。 用 德 莫 哇 佛 - 拉 章 拉 斯 定理 证 明 , 在 贝 努 于 试验 中 , 着 0<p<1， 则 
不 管 下 是 如 何 夫 的 常数 , 总 有 
P{llan np | {no0) 
15， 用 率 贝 嫩 夫 不 吏 式 确定 当 掷 一 均匀 钢 币 时 , 辫 投 风 少 次 才能 保证 使 
得 正面 出 现 的 频率 在 0.4 至 人 8 之 间 的 概率 不 小 于 90%， 并 用 正 恋 通过; 
同一 问题 ， : 
16， 用 奉 贝 晓 天 不 竺 式 及 德 莫 肆 尼 - 控 普 拉 斯 极限 定理 舍 计 下 面 禄 素 : 


rd z 
并 进行 比较 ， 这 里 fp 是 吕 次 贝 努 里 试验 中 成 功 总 次 数 ， 为 每 次 成 功 的 概 
率 . 
， 现 有 一 大批 种 子 , 其 中 良种 占 176, 今 在 其 中 任远 6008 粒 , 试问 在 
nt 良种 所 占 的 比例 与 116 之 其 小 于 1% 的 概率 是 多 少 ? 
“” 18. 种 子 中 良种 各 1/6, 我们 有 9 党 的 把 握 断 定 在 6000 粒 种 子 中 芒种 
折 上 的 比例 与 176 之 基 是 认 少 : 这 时 家 应 的 良种 煌 数落 在 哪个 范 困 内 ， 
”19. 狂 丰 试验 中 搓 钢 市 4040 次 , 出 正面 2048 次 ， 试 计算 当 重 复 注 丰 试 
验 时 ， 正面 出 现 的 频率 与 锯 率 之 差 的 偏离 程度 不 大 于 涡 丰 试验 中 所 发 生 的 信 
着 的 概率 . 
20， 设 分 布 函数 列 {Pn(z)} 弱 收敛 于 过 续 的 分 布 函 数 F(x)， 试 证 这 耽 
名 对 zsER! 是 一 致 的 . 
- 役 王 0 为 一 列 正 态 分 布 国 数 ， 收 合 了 分 布 国 数 (9》， 试 证 了 Ce) 
册 是 正二 分 在 大 娄 . 
+ 


22， 试 证 若 正 态 生 机 变量 序列 依 概 率 收 敏 ， 册 其 数学 期 望 与 为 差 也 收 


并 . 
Pr - 
23。 堵 万 ,为 多 维 正 态 随 机 向 量 ， 天 一 天 试 证 天 为 正 夸 向 量 ，|1 
OD, 如 
24- 苛 到 有 1 ) 试 证 相应 的 分 布 钞 数 收敛 , 但 
炬 不 收 就 ， 


一 25， 随机 变量 序列 15,} 具 有 分 布 冰 数 FCD}， 且 记 (Flz)， 叉 
ft7ui 依 概率 疏 各 于 常数 CD0， 试 证 : (D055 二 54 十 Da 的 分 布 函数 收藏 于 


F(z— OC) (2)¢, = 和 的 分 布 函数 收 化 于 PCCx)， 





五 
26. 试 证 : (1) 一 下 
PP 2 
(2) 磋 一 并 ， 互 PE YY =1 
(3) X, XIX X “0% 0 
PF 
44】 六 Ly eh Peppy, 
《号 二 六 是 党 数 访 bX 二 bX 
P rr 
P F P 
(7) 如 一 他， FF 五， 个， 6 是 常数 导 世 了 ,一 上 0， 
P 
C8) 总 ， J 
之 
(9) XA, 二 5 nt oarsy | 
{10) 六 已 六 了 是 随机 变量 庐 X。 yx 
CD) 研一 了 
Pr P 
27， 设 站 ,一 * 玉 ,市 8 了 是 于 ' 上 的 连续 消 数 , 试 证 9CX. 一 gg( 计 )。， 


28。 潜 {X 是 音调 下 降 的 正 随机 变量 序列 , 且 ,=0, 试 证 XX。 0， 

29， 若 XX,，X。,… 是 独立 随机 变量 序列 ,六 是 整 值 随机 杰 量 ， 忆 人 5 二 对 
ps, 且 与 { 环 计 独立 , 求 = 了 十 症 z 十 十 六 的 特征 国教。 z 
#3 


30， 者 f(t) 是 非 信 定 阔 数 ， 试 证 ，(1)f40) 是 实 的 ， fi0)0 (2) 
fa) CNM) FO). 

“81。 证明; (1) 者 gz} 是 连续 函数 ， 且 8 二 ce)=0， 又 分 布 随 数 列 
{F(z)} 议 收 敏 于 分 布 函 数 下 (zy， 则 


oa ger) 
(2) 若 分 布 函数 T(z) 对 应 的 特征 函数 为 fit》， 定 义 积分 特征 函数 为 
f= { fendu—| Sar) 


试 证 在 如 (z) 与 了 (了) 之 则 有 一 个 一 一 对 应 ，(3) 若 分 布 函 数列 {Ps(z)} 出 收 
部 于 分布 函数 列 玉 (z), 则 站 应 的 积分 特征 因数 收敛 : 友 (一 闪 人 ;反之 , 者 
条 (6 收 签到 一个 函数 全 (tb), 则 存在 一 个 分 布 函数 使 Fa(2) 一 C2), 且 了 (1) 


h(t). 

32。 用 导 征 孙 歼 法 站 接 证 明 德 英 哇 佛 - 拉 普 拉 斯 积分 极限 定理 . 

33。 车 母体 三 的 数学 期 望 姑 =m, DE 二 o', 抽 容 量 为 的 于 梯 求 其 平 均 
值 所 为 使 PIE 一 m| 二 0.10} 宇 95 和 %, 问 % 应 取 多 大 值 ? 

34， 若 {8% 二 1,2,*…} 为 相互 独立 随机 变量 序列 , 具有 相同 分 布 


Pié =1}=, P=0} = 六 


踢 -+ 
= 也 车 , 试 证 nn 的 分 布 入 就 村 [0,1] 上 的 鬼 句 分 布 。: 
n=1 


35。 用 特征 若 数 靶 证 明 二 项 分 布 的 普 阿 松 遥 近 定 理 , 

35.。 四 转 征 葬 数 法 证 明 , 普 阿 松 分 布 当 4 一 ce 时 , 渐 近 正 态 分 布 。 

37。 兰 蔷 ; 是 独立 同 分 布 随机 杰 其 序列 ， 共 分 布 分 别 汐 : C1)[ 一 &, a] 上 
均 各 分 布 ; (2) 普 阿 松 分 布 ，{3) 广 -分 布 , 记 


不 
TBX.) 


试 计算 了 的 转 征 函数 , 并 求 sx 一 = 时 的 极限 。 | 
* 310 。. 


38. 设 成 , 独立 同 分 布 ，PfHn = 25”9oe 村 一 2 (一 1，2，…)， 则 天数 定 
“一 律 成 立 ， 
39， 若 {X 基 相互 独立 的 随机 变量 序列 , 均 服 从 六 (0,1), 试 证 


-一 下 1 十 … 十 瑟 。 此 :十 玉 十 三 
-Ya 站 ?十 十 了 及 TD,= VE “十 大 2 





浙 近 正 沪 分 布 六 (9,1)， 
40。 设 已, 开 , … 是 独立 随机 变量 序列 , 均 服 从 [0,1] 均 名 分 布 , 令 


-站 sy 


防 证 名 。 50, 这 里 已 是 常数 ， 并 求 局 . 

41， 潜 {XX; } 是 独立 问 分 布 随机 变 基 序列 ， EE; =, 阁 f(z) 是 一 个 有 界 
的 和 连续 医 数 , 试 证 
limE f(t) | fem) 


扑 吗 呈 


42. 著 {是 独立 同 分 布 .具有 有 限 二 阶 矩 的 随机 变量 序列 , 试 证 
2 过 ，2 
全 


43， 设 马 ，Xa， … 相 互 独立 ， 均 服 共 柯 西 分 布 Co) = 二. 到, 试 证 它 
们 不 满足 格 尝 坚 科 关 于 大 数 定律 的 充 要 条 件 ( 见 本 人 章 习题 9)， 即 守 指 出, 当 


拓 一 ce 时 


(52x) 
EA 0 
+(x) 
$= . 
“44，【〈 强 尔 斯 特 科 斯 定理 的 概 府 论证 明 》 设 天 ;是 [0, 1] 上 连 继 阴 数 ， 
利 开 概率 论 方法 证 明 :; 必 存 在 名 项 式 序列 (Bt Y;， 在 由 HE~ 致 收 人 证 于 
于 提示; 定义 伯 四 斯 得 条 项 式 
“时 1" 


办 


ro 


fm > 委 


并 利用 大 数 定律 ). 


45， 设 {Xj 是 独立 随机 变量 序列 . 试 证 太一 >0 的 充 要 条 件 为 对 生意 


ED 有 访 _ PI|X, [2} on. 


尊王 于 


46， 试 证 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 车 存在 有 限 的 四 阶 中 心 矩 , 则 强大 
数 定律 成 立 . 

47， 寺 题 引 的 独立 随机 谈 量 些 列 是 否 满 足 强大 数 定 律 ? 

48， 举例 说 盟 波 雷 尔 - 康 竺 立 引 理 ti) 之 族 不 成 立 . 

49， 谈 4 二 由 是 相互 独立 下 具有 有 限 方 差 的 随机 变量 序列 , 若 


则 必 有 


中 
. 1 
lima DX 二 站 


[lm 
旺 二 让 


50。 设 天 2 和 gw) 在 闭 区 间 [0,1] 上 连续 , 且 满 必 0 和 < 用 DD 二 Og(%), 这 
里 如是 一 个 正常 数 , 则 成 立 


fi 1 Flirt fxr) tt f(r) 
od 0 十 和 (二 
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*51。 直接 迁 明 柯 尔 莫 哥 语 沽 不 葡 式 . 
*52， 对 事件 序列 { 轴 }, 及 整数 序列 1=%, 二 和 二 ,十 轩 : 





we jti— 1 


(1) 门 U2= NU [as 


下 一 二 He =1 j=E ej 
di R31—1 
(2) 车 DP U 4 <o0, 则 P flimAs} =0, 
j=1 牡 去 他 
时 有 站立 二 


(3) 对 随机 计量 序列 各 ， 上 ,者 级 数 
> max ie > 


于] 
对 一 切 e>0 收 化 , 则 忆 信 ,>0} =1 
+*53。 苦 全:} 是 独立 随机 变量 序列 , 方差 有 限 , 记 


LS 人 1 = 
时 二 1 . 
GD 利用 补 尔 英 哥 洛 天 不 第 式 证 明 : 
pn=Pimax |ns |s, 2"<2% 2%41} 
1 
ne > DE 


jt 


(2) 对 上 述 pn, 证 明 落 六 了 玫 <c， 则 袜 pn 收 总 | 


中 一 1 站 一 】 
(3) 利用 上 题 结 证 员 对 作成 说 和 区 东台 大 全 
54，() 设 {ce1 为 党 数列 , 令 
pn De, bosupl le snl hl,2,..) 
而 二 上 
b=inf{ta, m=1, 2, 6°} 


试 证 六 ,es 收 做 的 充 妈 条 件 是 5 一 0; (2) (Kronecker 引 理 ) 对 实数 列 {ei》， 


号 m1 
#5 收效， 则 一 卫 ce 一 0， 
b=1 睛 = 并 


*55, 癌症 负 立 隐 安县 序 列 方差 笑 限 ， i 


9 ,一 1 RE 8 
贞 瑟 二 


(1 利用 柯 尔 莫 哥 洗 夫 不 和 式 证 曙 


十 宙 
1 - DD 
4 mAx | ne} 和 7 -2 
. LE - 
十 ] 


.时 


《2) 利用 上 是 结论 (1 证 明 : 着 立 号 站 <oo, 财 将 以 凡 率 1 收 航 ， ， 


Rl 

《3) 利用 其 ronecker 引 理 导出 柯 泵 英 哥 给 夫 强 大 数 定 律 . 

56。 设 到 :, xs，… 是 独立 随机 变量 序列 , 对 它 成 立 中 心 极 限定 一 ， 则 对 

《 开 时 成立 大 数 定 律 的 充 要 条 件 为 五 ( 吾 ! 十 … 十 瑟 s) 二 O00). 


但 


pe 


=i 


57, 设 站 县 a 是 独立 同 分 布 振 机 变量 序列 ， 且 A 对 每 一 个 


# 一 】 2 有 相同 分 布 ,那么 ,车 下 E 一 0 DT;=1, 则 至 ;必须 是 和 NtD0,1) 变 基 . 

58， 设 1 是 铬 立 随机 变量 序列 , 有 王 服从 交 (0,2-5, 试 证 序列 {i: 
1) 成 立 中 心 极限 定理 ! 《2) 不 满足 费 勒 条 件 ; (3) 不 注 足 林 德 由 格 条 件 ， 从 
而 说 明 林 德 贝 格 条 件 共 不 基 中 心 要 限定 理 成 立 的 必要 条 件 。 

59。 浇 4Xs+ 是 独立 随机 变量 序列 , 已 服从 [一 1，11 均 名 分 布 , 对 六 = 
0 21 ， 证 明 对 {,》 成 立 中 心 极限 定理 但 不 注 足 费 勒 
条 件 . 

60。 在 普 阿 夫 试 验 中 ,第 3 次 试验 时 率 件 刀 出 现 的 概率 为 p:， 不 出 现 ， 
概率 为 8%， 各 次 试验 是 独立 的 ， 以 ww 记 前 # 次 试验 中 事件 所 出 现 的 次数 ， 
试 证 : 
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成 立 中 心 极 限定 理 的 充 要 条 件 是 "pigi= 十 ao。 


61， 设 {思路 独 立 , 互 服从 [一 条 均 句 分布 ， 癌 对 {XX 能 否 用 中 心 极 慑 
定理 ?+ 
62， 试 问 对 下 列 独立 随机 变量 序列 , 李 雅 普 沙 夫 定理 是 否 成 立 ， 
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64。 设 4 二 0, 独立 随机 变量 序列 { 开 :}, 对 一 切记 芳 ， 以 概率 三 分 别 取 介 








土 站 , 斌 证， 当 4 一斑 时 大 数 定律 成 立 ， 对 4 宕 1 则 不 咸 立 。 
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前 言 


这 本 处 梳 率 论题 解 力 ， 是 根据 复旦 六 学 数学 系 绢 扫 概 率 
论 罗 第 一 期 女 概 率 论 基 础 光 《1979 年 脱 ) 编写 的 ， 对 书 中 习 
题 全 部 作出 了 解答 。 

本 题解 是 在 教学 的 基础 上 上， 参考 了 有 关闭 料 整 理 而 成 
的 。 由 于 我 们 水 平 有 限 ， 加 之 编写 时 间 仓 促 ， 错 误 之 处 在 所 
难免 ， 请 批评 指正 。 

我 们 在 编写 这 本 题 租 的 过 程 宁 ， 得 到 了 有 关 兄 弟 院 较 的 
支持 和 就 励 。 在 解 题 过 程 中 曾 得 到 了 中 国 科 技 大 学 陈 逢 摆 教 
授 的 指导 。 我 系 刘 永和 革 付 教授 和 和 杜 丹青 老头 仔细 地 审 二 了 手 
稿 ， 提 出 了 很 多 修改 意见 。 灿 书 的 编辑 和 出 版 ， 得 到 了 我 系 
度 率 论 教 研 室 全 体 同 志 的 支持 和 协 台 。 在 教学 过 程 中 ， 我 系 
七 七 级 学 生 也 提 讲 了 了 一些 可 取 的 意 殉 。 李 韦 的 排 印 工作 还 考 
到 了 我 校 印 出 厂 的 热情 支持 。 在 此 ， 对 他 们 一 并 岩 示 感谢 。 


编 者 


一 九 八 一 年 元 月 


事件 与 概率 
条 件 构 率 与 统计 独立 性 …… 
随机 变量 与 分 市 画 数 ………… 
数字 畦 徽 扎 竺 徽 男 数 ………… 





第 一 章 ”事件 与 概率 


本 童 内 容 随机 现象 与 统计 独立 性 ， 样 木 空间 与 事件 ， 

古典 要 型 ， 几 和 何 概率 ， 概 率 空 间 。 

1. 在 某 天 市 中 ， 共 改行 过 种 报纸 太 ,B,C, 症 这 城市 的 局 

民 中 ， 订 购 A 的 上 45 狼 ， 订 购 吕 的 占 35%， 订 肪 志 的 占 30%， 
同时 订购 六 ，B 的 占 10 况 ， 阿 时 订购 态 ，C 的 占 8 忽 ,同时 
订购 日 ， 世 的 击 5 站 ， 同 时 订购 A，B，C 的 点 3 踊 ， 试 求 下 
到 百分率 ，(1) 生 订购 让 的 ; C2) 只 订购 让 及 BB 的 : (83) 只 证 
购 一 种 报纸 的 ; 《4) 让 好 订购 两 称 报 纸 的 ! (5) 至 少 订购 一 种 
-报纸 的 ， (8) 不 订购 任何 报纸 的 。 

解 : (1)P{ 史 订购 态 的 } = P06A) 一 P1A(BUYUC)} 
=PCA)— {P(AB)Y + PAC)—- P(ABC)} 
=0,.45—0,.10—0.08+0.03=0.30, 

(2)P{ 只 订购 A 及 了 的 } =P1(AB) -C) 
= P(AB)}— P(ABC)Y 
=0.10 一 0.03=0.07 
C3)P{ 只 订购 太 的 } = 0.30， 
P{ 只 订购 了 的 上 = 了 {B -AUQ} 
=0.35— (0.10+0.05— 0.03) = 0.23, 
PT 只 订购 已 的 = PC 《AUB)} 
-0.30 一 (0.05+0.08 一 0.03) = 全 ,28, 
PP{ 凡 订购 一 种 报纸 的 } 
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= 了 {只 订购 太 A}+P{ 只 订购 B}+P{ 只 订购 CC} 
=0,.30+0.23+0.20 = 0.73. 
《4)P{ 正 好 订购 两 种 报纸 的 } 
=PI(AB- OU(AC- BU BC- A)} 
=P(AB- ABC}Y+ P(AC- ABC}+ 
t+ PBC- ABC) 
= {0.1— 0.03) + (0.08— 0.03) + (0.05 
-0.03) =0,.07+0.05+ 0.02=0,14, 
(5)P{ 宇 少 订购 一 种 报纸 的 } = P{ 只 订 一 种 的 } 
+ PP{ 导 订 丙种 的 } + P{ 惟 订 三 种 的 } 
=0.73+0,.14+0,.03=0,.90, 
<6)P{ 不 讶 任何 报 继 的 }=1-0.90 = 90.10， 
2 .车 态 ，B，C 是 随机 事件 ， 说 明 下 列 关 系 式 的 概率 总 
祷 : (1)ABC= A; (2)AUBUC= A; (3)ABCC; 
(C4) ACBC., | 
解 ，(1) ABC = Ac 宅 BCDA(AHCCA 显 然 》c 卫 志和 有 
< 二 上， 若 各 发生， 则 也 与 C 必 同时 发 生 ， 
{2)AUBUC= ASBUCCASBCAECCA, B: 
恬 生 或 CC 发 生 ， 均 导 狼 A 发 生 ， 
(3) ABCC 之 上 与 B 同 时 发 生 必 导致 发 生 。 
(ACEBC=> ACB U CA 发 年 ， 则 B 与 C 至 少 有 
一 不 发 生 。 
3 , 试 把 各 吕 生 : "A, 表示 成 1n 个 两 两 互 不 相 容 如 
件 的 和 。 


解 : 站 UU…UA, 
= 贞 ; 了 《 丰 一 由 1 十 


+ 《An 一 上 一 人 人) 


《 残 ) = 和 :上 由 站 十 十 由 站 :站 站 


.在 基 班 学 生 中 性 选 一 个 园 学 ， 以 事件 入 表 示 选 到 的 
是 男 辣 了 学 ,事件 昌 表 示 选 到 的 人 人 不吝 欢 喝 歌 ， 束 件 C 表示 选 
到 的 人 是 运动 员 .(1) 表 本 和 BC 及 ABC， (2 和 什 委 条 件 下 成 
立 上 BC= AAA (3) 何 时 成 立 CCPB; (4) 何 时 间 时 成 立 和 = 了 
及 和 =TCC。 
解 ， (1 ABC=:{ 抽 到 的 是 男 况 学， 又 不 器 喝 王 ， 叉 不 
是 运动 员 上 ABC = { 抽 到 的 是 男 同 学 ,又 及 只 歌 , 又 其 运 漠 
员 上。 
(C27)ADBC= AmDCDOA， 学潮 不 爱 咀 注 是 沸 
是 运动 员 时 成 站， 
(3) 当 不 是 运动 员 的 学 牛 必 是 不 爱 唱 歌 的 时 ,CECB 


C4) 雇 == 呈 及 让 = 人 咏 访 = 是 = 如 ， 当 易学 上 生 的 人 
就 是 不 爱 喝 歌 的 学 上 生 企 体 ， 也 就 不 是 运动 员 的 学 企 全 体 | 
立 , 了 出 可 记 表 述 为 ， 当 表 学 洼 不 爱 呜 歌 旦 不 爱 后 近 定名 
田 学 洼 ， 并 且 男 堂 生 不 媳 运 动 员 且 不 十 运动 员 的 是 男 答 三 时 
1 
5 .用 模 球 模型 进 一 例 ， 指 也 样 本 空间 及 各 利 事 件 运 和 站。 
外 设 乾 让 有 三 个 球 ， 绢 号 为 1，2，3， 每 次 模 一 
个 球 。 社 本 空间 共有 3 涉 样 本 谋 (C17，(27，，(3)。 
设 上 = 2 B=it 3 C=13}, 则 A=13}， AUB= 
{1] .2,.3}, ANMB={1}, A B={2}, A+C={1,2,3}. 
6 .车 太 ， 了 BB，C，D 韶 四 个 事件 ， 试 用 这 四 个 事件 表示 
下 列 各 事件 (1) 这 四 个 事件 至 少 发 生 一 个 (2) 这 四 个 事件 
检 好 发 生 丙 个 《3) 态 ，B 都 发 生 而 CC，D 都 不 发 人生; (4) 这 四 


+ 


个 形 件 都 不 有 发生: 《5) 这 四 个 事件 中 至 多 发 生 一 个 。 
和 解 ，(1}){ 至 少 发 生 一 个 }=AUBUCUD. 
(2){ 怡 发 生 两 个 }=ABCD + ACBD + ADBC 
+ BCAD + CDAB+ BDAGC. 
(3){ 和 ,了 都 发 生 而 C,D 都 不 发 生 } = ABC D. 
(4){ 都 不 发 二 = A BCD= AUBUCUD. 
(5){ 至 多 发 生 一 个 = ABCD+ AEGD 
+ BAGD+ CAED+ DABC 
=ABUACUADUBCUBDUCSD. 

了 从 0 » 1 ”9 由 随机 地 取出 5 个 数 { 本 证 复 ) 
3E 记 革 些 数 正 好 出 现 i 次 这 一 事件 ( 例 媚 52353 ,婚庆 本 世 ，， 
也 属于 bE, 及 EE,), 试用 文 图 表示 EF, ;已 1 的 关系 。 

解 ， 分 析 一 下 E; 之 间 的 关 厅 。 先 依次 设 样 本 点 @EEi， 
再 分 析 此 @ 是 否 属 于 EyGj 夺 i)，EjyEr(j 半 ij，k 帮 i) 等 ,(1》 
E ,为 不 可 能 带 件 ,.(2) 基 BEE, 如 EEN(i=1,2;3,4}，。， 即 
EE = 中 ,3) 若 weEE, ， 则 [区 有 有 EEE,,;, 于 是 ECE,., 若 
EE,, MNwEE:, mek,,. (4) 才 EEE,，、 则 必 有 vwEE, 
或 EE, 之 一 发 生 ， 但 w€EE,E;,. 由 此 得 EE, ULE.,E,. 一 
卫 :， 上 上 * 民 。= 中 。(5) 知 
EE:， 则 必 有 oELE 或 
中 EE 之 -发生 ， 由 此 得 
E,E,UE,E,=E,. (6)E, 
中 还 有 这 样 的 点 中 ; 12345， 
它 仅 属 寺 EE,; 而 不 用 属于 其 





它 ECisl:0)。 诸 互 ;之 剖 的 关 E6= 中 ，Eo= 移 
系 用 文 镜 形 示 如 讽 1， 图 1 


" - 明 = 





姑 ,让 明 下 列 等 式 ， 
(I) Ca 十 了 CC t+ nCa=n2n!, 
《2)》 Cho CTS3SCE 一 (in InCRa=0s 


站 长 十 工 


pli 3 站 一 人 
en Ey 


证 (1) 因 为 . 
《1 十 五 ) 二 1 十 人 0 + C2x?+ + CnAxn 

条 边 对 x 求 导 得 

nl + xX) =OL+ 2 CE nCAx"! 
让 其 中 令 x =1 即 得 所 欲 证 。 

(2) 在 上 式 中 令 x = 一 工 邯 得 所 和 欲 证 ， 

《3 要 厂 式 和 章光， 必须 0 志 r 信 a。 出 于 

Ci = 0 ，CE = Cr ” ， 此 题 即 等 于 要 证 


明寺 e+l 


了 至 +? 人 一 +r 
SO CC r Fn 0 ra, 


0 » atb? 
-利用 款 级 数 下 法 林 证 明 此 式 。 因 为 
(xX+1 x+ l= xt 1 nh, 
比较 等 式 两 边 x** "的 系数 即 得 证 ， 
9 ,多 中 有 白 球 5 内 ， 黑 球 6 只 ， 陆 续 取 出 三 球 ， 六 讲 
合 汶 黑白 黑 和 的 概 深 。 
解 : P=AsAs } /Ai = =0.15. 

一 部 五 本 头 的 文集 ， 按 任意 次 序 放 到 忆 架 上 去 ， 滤 
求 下 列 概率 : 《1 第 一 卷 出 现在 旁边 (2 第 一 但 及 第 五 瘤 引 
现在 旁边 (3) 第 一 卷 或 第 五 卷 出 现在 旁边 f (4) 第 一 卷 及 第 - 
正人 闫 都 不 出 现在 党 边 ; 05) 第 三 优 正 好 在 正中 。 





解 : (1) 第 一 卷 出 现在 觉 边 ， 可 能 出 现在 堪 边 或 有 过 * 
剩 下 四 卷 可 开 有 剩 下 四 个 位 置 上 任意 排 ， 黄 以 
P=2x41/51= 2/85 
(2) 可 能 有 第 一 卷 出 现在 左边 而 第 五 卷 出 现在 石 也 -+ 
或 者 第 一 卷 出 现在 右 进 而 第 五 郑 出 现在 左边 ， 鲁 下 三 命 下 村 
中 间 三 个 位 笠 圭 企 意 排 ， 所 以 
P=2x31/5! =1710。 
《30P= {第 一 关 出 现在 维 边 } + 了 {第 五 闪 江 现在 强 
边 } 一 P{ 第 一 卷 及 这 五 汰 出 现在 旁边 } 
2 2 1 7 
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(47 这 里 事件 是 63) 中 事件 的 对 立 事 性， 两 坊 
p=1-7/10=3/10, 
(5) 第 三 卷 居 上 由， 站 余 四 浴 在 则 下 四 个 位 置 上 本 村 
意 排 ， 所 以 
p=1741/5!= 1/5. 

11,. 把 1;2,3,4,5 庄 数 各 写 在 一 小 纸 上 让 上， 性 取 其 三 而 排 
成 自 让 向 在 的 次 店 ， 求 所 得 数 是 偶数 的 概 认 ， 

”和 解 ， 末 位 数 只 可 能 是 2 或 4 , 当 末 位 数 是 2 (或 4) 时 ,前 
两 拉 数 字 从 和 莘 下 四 个 数字 中 选 排 ， 所 以 
p=2xXxA/ Ai=2/5. 

12, 在 一 个 装 有 nn 只 和 白 球 ，n 只 黑 球 ，n 只 红 球 的 的 中 , 任 
取 呈 只 球 ， 求 其 中 和 白 、 轩 、 江 球 分 别 有 miyms m3 (m1 十 诺 ; 
+ ms = nm) 内 的 释 举 ， 

MM， p= CC Cm /CE 

13 .市 航 中 和 3 内 委 球 ，7 内 红 球 ，15 民 黑 球 ， 乙 伐 中 : 

» 


有 10 只 白 球 ，6 只 红 球 ，9 只 黑 球 ， 现 从 两 手中 各 取 一 球 ， 
求 两 球 颜 色相 同 的 概率 。 
解 : Pi 两 球 颜 色相 隐 } = 了 上 { 两 球 均 月 上 + 上 [两 球 均 黑 } 
十 卫 { 两 球 均 红 } 
-和 X125 X25+25 X25 625 = 0.33。 
14 .由 幻 有 号 亚 1,2,…，N 的 球 的 箱子 中 有 放 回 地 挠 了 mn 
次 球 ， 依 次 记 下 其 号 础 ， 试 求 这 些 号 码 按 严格 上 升 次 序 排列 
解 。 若 取出 的 导 玛 蚌 控 严格 上 和 次 序 排列 ， 则 n 个 碟 玖 
必然 全 不 相 吏 ，n 坊 N,n 个 不 同 号 码 可 产生 nl 各 不 同 的 绰 
列 ， 靶 中 只 有 一 个 是 接 严格 上 升 次 序 的 排列 ， 也 就 是 说 ， 一 - 
种 组 合 对 应 ~ 种 严格 上 升 排 列 ， 所 以 共有 CB 种 按 严格 上 天 
次 施 的 排列 .总 可 能 场合 数 为 N"， 故 题 中 欲求 的 概率 为 
P = 人 下/ N 。 
#15, 在 小 是 中 这 些 号 到 按 上 升 《 不 一 定 严格 ) 次 序 排列 
的 概 深 ， 
解法 一 , 兴 引 入 重复 组 合 的 概念 .从 n 个 不 同 的 元 素 里 ， 
每 次 取出 ma 个 元 素 ， 元 素 可 以 重 滥 选取， 不管 怎样 的 顾 庄 并 
成 一 和 组， 叫做 从 个 元 素 里 每 深 取 m 个 元 素 的 重复 组 合 ， 其 
组 合 种 数 记 为 C8 ,重复 组 合 种 数 与 不 重复 (通常) 组 合 种 
数 之 间 有 如 下 关系 式 ; 
/ Ch = Ch mi 
这 个 公式 的 证 明 思 路 是 ， 把 0 个 不 同 的 元 案 编 号 为 1,2，…， 
n， 调 把 重 汉 组 合 的 每 一 组 中 数 从 小 到 大 排列 ， 每 个 数 依 次 
挨 寺 9;1;…，im 一 1， 则 这 一 组 数 就 灾 成 了 从 1,2,:…， B+m 
和 





一 1 共 n + m 一 1 个 数 中 ， 到 出 m 个 数 的 不 重复 组 合 中 的 一 组 。 
这 种 运算 构成 两 者 之 间 一 一 对 应 ， 

车 取出 个 号 码 接 上 升 〈 不 一 定 严格 ) 次 序 排列 ， 与 上 
题 同 理 可 得 ， 一 个 重复 组 合 对 应 一 种 接 上 升 次 序 的 排列 ， 所 
以 共有 C8 种 按 上 升 次 序 的 排列 ， 总 可 能 场合 数 为 N", 从 而 

p= CR/N"= CR.n-i/N® 

解法 二 : 现 技 另 一 思路 求解 .取出 的 a 个 数 中 间 可 设 n 一 1 
个 间 壁 当 了 出 的 a 个 数 全 部 相同 时 ， 可 以 看 成 中 问 没有 同 
监 ， 故 间 监 有 CA ， 种 取 法 ， 这 时 只 需 取 一 个 数字 ， 有 C 


种 取 法 ， 这 种 场合 的 种 数 有 C8&_， CA 种 . 当 n 个 数 宙 两样 数 构 
成 时 ， 夏 成 间 壁 数 为 1 。 分 成 左右 两 段 ， 分 别 由 小 大 两 个 数 
填 上 ， 而 间 壁 的 位 置 有 C4- :种 取 法 ;数字 有 CN 种 取 法 ， 这 
种 场合 的 种 数 有 i-1C 旬 种 . 当 n 个 数 由 三 样 数 构成 时 ， 可 
得 场合 种 数 为 C2.1 C$ 种 ， 等 等 .最 后 ， 当 £1 个 数 均 为 不 同 数 
字 时 ,有 n -1 个 间 改 ,有 C" ， 种 取 法 ， 数字 有 C8 种 取 法 ， 
这 种 场合 种 数 有 C"_，CB 种 .所 以 共有 有 利 场 合 数 为 : 
m= CACN+ Cai+ CCk+ 


tC CR =Cn 1. 
此 式 证 明 见 本 章 第 8 题 《<3) ,总 可 能 场合 数 为 21 = NN"， 
歼 所 求 的 概率 为 - 
P=imirni=Chsn-irN” 。 
16, 任意 从 数列 1，2，…，N 中 不 放 回 地 取出 n 个 数 并 按 
大 小 排 殉 成， | 之 XX 试 求 xm= 这 的 概 


中 并 二 





率 ， 这 里 1 所 M< 生 N. 

解 : 因为 不 放 回 ， 所 以 n 个 数 不 重复 .从 11，2，…， 
M 一 和 址 中 取出 m 一 1 个 数 ;, 人 只 {M+ 1,…N} 中 取出 n 一 mm 个 数 ， 
数 M 一 定 取 出 ， 把 这 2 个 数 按 天 小 次 序 重 新 排列 ， 则 必 有 xm 
= 革 . 故 


m-1 n-m n 
p=C™ CC! CM / CHR, 


当 寺 一 1<m 一 1 或 N ~ M<a -下 时 ， 概 率 b=0。 
”二 17。 上 题 中， 车 采用 有 了 放 回 取 数 ， 这 时 Xx| 扩 XX, 碟 … 
Xn 试 求 xm= 对 的 概率 。 
解 从 1,2,…，N 中 有 放 回 卫 取 个 数 ， 这 nn 个 数 有 三 
类 ， 二 M，= 计 , >>MM. 如 果 我 们 固定 k ,次 是 取 到 所 M 的 数 。 
#, 次 是 取 到 汪 M 的 数 ， 当 然 其 余 一 定 是 取 到 计 的 ， 


当 次 数 园 定 后 ,之 M 的 有 (M - 1)“!: 种 可 能 的 取 法 (因为 
每 一 次 都 可 以 从 M - 1 个 数 中 取 一 个 ),>>M 的 有 (NM): 


能 的 取 法 有 (MD 了 (NM 上 种 ,对 于 确定 的 1，k。 


取 到 > M 的 数 ， 这 共有 Ck' x CE: 种 不 同 的 固定 方式 ， 


因此 | 次 取 到 < 之 M 的 数 ，k; 次 取 到 M 的 数 的 可 能 取 法 有 
ckicks, CM DE! CN -M)*: 种 , 
设 B 表 示 事 件 “把 取出 的 n 个 数 从 小 到 大 重新 排列 后 第 
m 个 数 等 于 M”， 则 8B 出现 就 是 k, 深 取 到 < 之 MM 的 数 ，k, 次 取 
到 > 再 的 数 ，0<k sm -1，0 委 ka -~-m， 因 此 B 包含 的 
所 有 可 能 的 取 法 有 





m-] -Tn 
CEC CM- DY! (N- MD)Es 种 。 
1 : 
斯 以 
1 -1 一 反 长 长 
PB = Na 了 3 Cn Chik, x 


x MDE CN ME 
18,。 从 6 双 不 同 的 手套 中 任 取 4 只 ， 问 其 中 恰 有 一 双 配 
对 的 概率 是 多 少 ? 
解 ， 有 利 场 合 是 ， 先 从 6 观 中 取出 一 双 ， 其 两 只 全 取 
出 : 再 从 镜 下 的 5 双 中 取出 两 双 ， 从 其 每 双 中 取出 一 只 。 所 
所 欲求 的 概率 为 
p= CICICECICE / Cts =35=0.48. 
19, 从 1 双 不 同 的 鞋子 中 任 取 2r(2r<na) 只 ， 求 下 列 事 性 
发 生 的 概率 (1) 没有 成 对 的 圣 子 ，(2) 只 有 一 对 鞋子 (3) 
过 有 两 对 鞋子 (4) 有 r 对 鞋子 . 
部 .1)7 有 利 场合 是 ， 先 从 na 双 中 取出 2r 双 ， 再 从 每 双 中 
取出 一 只 ，。 
pP=C (CL /Cs C2r<n), 
(2) 有 有利 场 合 是 ， 先 从 1n 双 中 取 册 一 又， 其 两 只 全 阳 
出 ， 再 从 剩 下 的 1 一 1 汉中 取出 2r - 2 双 ， 从 其 每 双 中 取出 一 
只 。 
p=CaCEC (CE :M/C 


去 下 一 乌 4r 
_ Lr 
二 二 2 Cl /CC 


站 圭一 


(3)p=2204 CLO, /Ce 


+* 人 = 





(dt)p=C5CC3 ACT CE /CY, 
20。 找 中 有 n 只 球 ， 记 有 号 码 1,2,'…,n ， 求 下 列 事件 
的 概率 ，(1}) 任 意 到 出 两 球 ， 号 码 为 1,2; 〈2) 任 意 取出 3 球 ， 
设 有 号 码 1# 3) 任意 取 出 5 球 ， 号 码 1,2,3 中 至 少 出 现 一 个 。 
解 : C1)P{ 任 意 取 两 球 ， 号 码 为 1 ,2} = 1 /CE，。 
(2) 任 取 3 个 球 无 号 码 1， 有 利 场 合 是 从 除去 1 号 
球 兴 的 8 -1 个 球 中 尾 了 到 3 个 球 的 组 合 数 ， 硫 
P{ 任 取 3 球 ， 无 号 码 1 = CR CN。 
《3)P{ 任 职 5 球 ， 号 码 1,2,3 中 至 少 岂 现 1 个} 
= 1 一 卫 { 任 取 5 球 ， 号 码 1,2,3 不 出 现 } 
=1 -Cis CE。 
其 中 任 取 5 球 无 叶 砂 1,2,3， 有 利 场 合 是 从 除去 1,2,3 号 球 外 
芍 a- 3 个 球 中 任 取 5 个 球 的 组 合 数 。 
21 .和 袋 中 装 有 1,2,…，N 号 的 球 各 一 只 ， 采 用 (1) 有 旅 
加; 《2 ) 不 放 回 方式 摸 球 ， 试 求 在 第 次 摸 球 时 首次 措 到 1 
号 球 的 概率 。 
解 : (17 有利 场 合 是 ， 前 上 -1 次 从 人 N -II 个 号 中 5 除 1 号 
外 ) 抽取 ， 第 k 次 取 到 1 号 球 ， 
p= {No 11e1/NY= CN- 1): /Nt, 
《2 考虑 前 次 错 球 的 情况 ， 


p=Ar 1 +1/ AN=1/N. 


22,. 甲 有 n+ 1 个 硬币 ， 乙 有 8a 个 硬币 ， 双 方 投 拉 之 后 进 
行 弛 较 ， 求 甲 搓 出 的 正面 比 乙 掷 出 的 正面 多 的 概率 。 
解法 一 ， 设 A= 1{ 甲 挪 电 正 面 数 之 乙 毛 出 正面 数 }， 
B = { 甲 挪 出 反面 数 之 乙 迫 出 反 田 数 }， 


ri. 





考虑 上 = { 甲 拉 出 正面 数 安 乙 拖 出 正面 数 ;。 设 A 发 生 , 车 乙 
指出 tn 次 正面 ， 则 甲 至 多 毛 出 n 次 正面 、 世 就 是 说 乙 禾 出 0 
次 反面 ， 甲 至 少 提出 1 次 反面 ， 从 而 甲 毛 出 反面 数 之 乙 毛 遇 
反面 数 , 深 乙 擅 出 2 - 1 次 正面 ， 则 甲 芭 多 搓 出 n - 1 次 正面 ， 
也 就 是 说 艺 搓 出 1 深 及 面 ， 围 至少 挪 出 2 次 反面 ， 从 而 也 有 
殷 毛 出 反面 数 污 乙 毛 出 反面 数 ， 等 等 .由 此 可 得 

AA= { 甲 丘 出 正面 数 委 乙 摔 出 正 而 数 } 

= { 币 卯 出 反 证 数 盖 乙 实 出 反面 数 } = 

“PIAY+P(BY= PCA)+ PCAY= 1., 
显然 A 与 B 是 等 可 能 的 ， 因 为 每 人 各 自 掷 出 正 而 与 反击 的 可 
能 性 相同 ， 所 以 PCA) = 了 (B)， 从 和 而 P(A)= 去。 

解法 二 ， 甲 搓 n+i 个 硬币 共有 如 +* 1 个 等 可 能 场合 ， 其 . 

中 有 C、,， 个 出 现 0 次 正面 ， 有 C。， 个 出 现 工 次 正面 ,…， 
C** 个 出 现 n +l 次 正面 . 乙 邱 n 个 硬币 共有 2* 个 等 可 能 场 


m+ 1 
合 、 基 中 有 CA 个 出 现 0 次 正面 ，CI 个 出 现 1 次 正面 ，…， 


CR 个 出 现 n 次 正面 . 著 甲 搓 n+ 1 个 硬币 ， 乙 邱 m 个 硬币 ， 周 
共有 at = 2""',2*= 2*"*! 种 等 可 能 场合 ， 其 中 甲 毛 出 正面 比 . 
乙 据 出 正面 多 的 有 利 场合 数 有 

m= CriCh+ CACat Ch)+ 


+ Ca (CCAF CET CH)+.. 

+ CR (C+ Ca 1 十 

t+Cn (C+ CL+-+ CR), 
条 用 公式 Ci = Cat+ C5! 及 Cat!= Ca 得 


时 是 于 





m= C+t CC (CIT CI) CE + CI)+ 
十 世人 站 二 人 人 十 人 二 和》 二 
CTCRCCRTCAI+T 和 二 CR 
十 CROCER+tCLI+…+ Cn) 
= [C+ CICH)+ (CY + CaC8+ 
+ CE CH]+[(Ca):+ CED Cl+ 
过 此 1 和 
二 CHP ca]tt{ Ca :3 
1 过 3 
+Ca! SCL +CaD Cs ]+ 
ta 1 [和 


+ (C+CRB Cs ] 


nh n 和 
= 妆 (CD2+2 DB Ch Cl = (RC:) 
[让 Bi 0 


= (2 = 227, 
、 所 雇 座 求 的 概率 为 
p= m/fni=27/2 nt1= 
应 注意 ， 甲 掷 出 0,1,，…,a+1l 个 正 商 的 na+2 个 场合 不 是 
等 可 能 的 。 
23。( De Mers 问题 ;一 颗 和 屋子 投 4 次 至 少 得 到 一 个 六 
点 ， 与 两 颗 般 子 投 24 次 至 少 得 到 一 个 双 六 这 两 件 事 ， 哪 一 个 
有 更 多 的 机 会 遇 到 ? 


“ 13 





解 ， 事 件 “- 一 颗 投 4 次 至 少 得 一 个 六 点 少 的 对 立 事 忻 
为 “一 颗 投 4 次 设 有 一 个 六 点 2” ， 后 者 的 有 利 场 合 数 为 ， 除 
去 六 点 外 的 剩 下 近 个 点 交 许 下 旭 地 排 在 问 个 位 置 二 的 排列 
数 ， 故 
P{ 一 加 授 引 次 下 人 少 得 一 个 六 点 + 
= 1 一 了 P1 一 笑 投 4 深 没 有 一 个 闪 点 } 
=1—-5*/6*=0.5177., 
投 两 颗 骨 子 共 有 3§ 种 可 能 结果 ， 除 及 六 C6,6) 点 外 ， 
还 有 35 种 结 球 ， 豆 
P{ 两 颗 投 24 次 至 少 得 一 个 及 六 上} . 
= 1 一 了 PI{ 两 歧 投 24 次 没 祖 一 个 避 六 } 
=1— 35°*/367+*=0.4914. 
比较 知 ， 诈 者 机 人 当 袍 大 ， 
24. 从 52 张 扑克 牌 中 任意 抽取 13 张 来 ， 问 有 5 张 黑 桃 ，3 
张 红 心 ， 3 张 方块 ， 2 张 草花 的 概率 。 
解 : p=CI Cs Ci Cis /Caz=0,0129 .，, 
25. 桥 牌 游戏 中 《四 人 人 各 从 52 张 纸牌 中 分 得 13 张 ) ， 求 4 











张 A 集 中 在 一 个 入 于 中 的 概率 ， 
MW CCCh ClCHcl tc 
CICIICisC 1! C Bz 
一 自作 106， 


颐 解 为 ,4 张 太 集 中 在 特定 一 人 手中 的 概率 为 CCC 二， 
所 以 4 张 羔 集中 在 一 个 人 手中 的 概率 为 
P=A4XC /CH=0.0106 。 
26. 在 扑克 有 牌 游戏 中 (从 52 张 牌 中 任 取 5 张 ), 求 下 列 
素 件 的 概率 〈 1 ) 以 A 打 头 的 同花顺 次 五 张 牌 ，《〈 2 ) 英 


* I#* 


它 同 花 是 次 近 张 柏 } ( 3 有 四 张 牌 局 点 数 : 〈《 4 ) 三 张 启 
点 数 且 另 两 类 出 同 点 数 《 5 ) 五 张 同 花 ; (6 》 异 花 顺 次 
五 张 神 ; 〈《 7 三 张 同 点 数 ， 另 外 两 张 不 同 点 数 ; 《 8 五 
张 中 有 两 对 ! 《 9 ?五 张 中 有 一 对 《10 1) 共 它 储 滴 。 
解 ， (1)p=47AC8 =0.0000015。 
这 里 设 六 只 打 大 站， 车 认为 太 可 打 两 潜 太 KQI10 及 A2345， 
则 管 案 有 变 ， 下 同 。 
《2) 取 出 的 五 张 可 以 电 攻 ,QQ,…，6 八 个 数 中 之 一 打头 ， 
p=CICi /Cs,=0.0000123, 
《3) 取 出 的 四 张 同 点 神 涩 13 个 点 中 某 一 点 ， 再 从 别 下 48 
: 张 牌 中 取出 1 张 ， 所 以 
p= ClsC1Cis / Cis=0,00024, 
《4) 取 出 的 3 张 同 点 占有 13 个 点 中 一 个 点 ， 接着 基 出 的 
:两 张 同 点 占 丰 共 余 12 个 点 中 的 一 个 点 ， 所 以 
p= ClaCiCl Ci / Ci,=0.00144, 
《5) 55 张 同 花 可 以 是 四 种 花 中 任 一 种 ， 在 周一 种 花 中 ， 
.5 张 牌 点 有 13 个 点 中 5 个 点 ， 所 以 
P=CiCia/Ct:=0.00198 
《6){ 异 花 烦 次 五 张 牌 } = { 硕 次 五 张 牌 } ~ { 司 花 硕 次 五 张 
` 珀 }. 顾 次 五 张 得 分别 以 态 ， 及 ,… ,6 九 个 数 中 之 一 打头 ， 每 
- 张 可 以 有 四 种 不 同 的 花 ， 而 同花顺 次 中 花色 只 能 是 四 种 花 中 
一 种 .所 以 
p = 了 { 贤 次 五 类 牌 -了 { 同 花 硕 次 五 张 牌 } 
=[CIC CCIIACS =0.0000294. 
《7) 三 张 同 点 牌 占有 13 个 点 中 一 个 点 ， 另 外 两 张 不 同 点 
中 有 剩 下 12 个 点 中 两 个 点 ， 所 以 
,15 





p= CiscieciotCi)2A Cs,=0,0211 。 
(8)P1 五 张 中 有 两 对 } = P{ 五 张 中 两 对 不 同 点 } + 
+P{ 五 张 中 两 对 同 点 } 
=CisCCICIlCI/ /Ci + 


+ C!s CC 1 CO! 7 人 各 2 一 .个 475。 


(9)p=ClCiC (CD /CE,=0.423, 
《10) 若 记 Ci ) 中 事件 为 Ai， 则 和 :入 和: 于 和 ， 
真一 所 6 站 上 而 事件 六,， 点 ,两 距 不 相 容 ， 所 Ek 


全 
p=1-— Pr U A) = 一 PCA =0,506, 
1 二 二 车 


27。 某 码头 只 能 容 
纳 一 只 船 ， 现 预知 某 日 
将 独立 来 到 两 只 般 ，、 转 
在 24 小 时 内 各 时 刻 来 到 
的 可 能 性 都 相等 ， 如 果 
它们 项 要 停靠 的 时 间 分 
别 为 3 小 时 及 4 小时， 
试 求 有 一 船 要 在 江 中 等 
符 的 概率 ， . 

解 : 设 x 7 分 别 
为 狂 二 船 到 达 码 头 的 时 
间 ， 虽 





O024, 0 E24, 
两 船 到 达 和 码头 的 时 间 与 由 上 述 条 件 决定 的 正方 形 内 的 点 二 一 
一 对 应 的 (图 2 )。 


各 着 而 二 





设 A 表 事件 《一 船 要 等 待 空 出 码头 2 ， 划 生发 生意 昧 着 

鸯 时 满足 下 述 两 不 等 式 

工 一 了 过 3， 了 一 工友 4。 
由 几何 概率 得 ， 事 件 A 的 概 窜 ， 等 于 正方 形 CDEE 市 直线 
XX 一 了 3 扩 y 一 4 之 辣 的 部 分 的 面积 ， 与 正方 形 CDEF 的 
种 积 之 比 ， 即 

P(A)=E242 一 《去 X202 二 去 X213)A242 
=31]/ii52= 0,27, 


28。 两 人 汐 定 于 7 
点 到 8 点 在 某 地 会 面 ， 禾 ， 
试 求 一 人 要 等 另 一 人 半 2 
小 时 以 上 的 概率 。 
解 ， 设 x，y 分 别 
为 此 二 人 到 达 时 间 , 则 | 
7 <x<s，7 <y<g.、 |】 
显然 、 此 二 人 到 达 时 间 | | SNR 
《zx;7) 与 由 上 述 条 件 决 7 外 一 一 一 一 下 
定 的 正方 形 CDEF 内 的 和 一 一 一 
”点 是 一 一 对 应 的 (图 ‘ 
3 )， 
设 上 A 表 事件 “其 中 一 人 必须 等 另外 一 人 的 了 时 间 去 小 时 以 
上 ”， 则 入 发 生意 味 着 满足 如 下 不 等 式 
工 一 了 六 去 或 了 一 工人 本。 
得 帮 何 概率 得 ， 事 件 A 的 概率 ， 等 于 AGDH 及 AFMN 的 面 
履 之 和 与 正方 形 CDEEF 的 面积 之 比 ， 所 以 
P(A)= 坪 ( 查 X 查 + 二 xx 去 )/(1x1)= 二。 
s FF 





29。 在 -一 线段 和 日 
中 随机 地 取 两 个 点 X， 
与 入 ,天 ANI, NN,, 
全 2 了 可 以 构成 一 个 三 角 
形 的 概率 ，、《 三 线 自 能 
构成 三 角形 的 充 要 革 作 ， 
是 任意 两 边 之 和 大 于 第 =! 
二 边 》 


be 
~ 人 
~ [x 
[2 
日 . 抽 光 
Lr. 





Ty 


DE et a 


解 ; 设 AB=:， 
让 从 1 二 和 AN cy 2 
则 
0 | 本 4 
OX a, 


(XrX) 与 由 上 述 条 件 决 定 的 正方 形 EFGH 内 的 点 起 一 一 - 
对 应 和 的 《 国 4 )， 
(C1) 设 Ka DX AXI=XA XXs=xe- Xt XB= 
a 一 Xx， 则 三 线段 构成 三 角形 的 充 要 条 件 是 
其 | 上 (X: 一 Xj 一 Xi 下 XTX1I 洲 各 8 
和 1 二 《a 一 和 1) (CE 一 斑 1)c 和 十 可 as 
(Xs CO— XT a 
这 决定 三 角形 区 域 】 《图 4 }). 
《四 ) 设 x > AN =x NX =x. -Xx :B= 
一 Xz 则 三 线段 构成 三 角形 的 充 要 条 人 忻 是 
XI 十 (Xi 一 X22 一 X21 > 二 2 
(一 下 TI 
xia) a0 


这 决定 矩形 区 域 工 。 
+ 





《 夏 ) 当 Xx! = xz 时 ， 不 能 构成 三 角形 。 
由 几何 概率 知 ， 
一 站 取 祝 慌 一 外 _ 下 ( 工 ) 面 积 二 矩形 (E) 面 各 
PP 三 线段 祝 盛 三 角形 } 三 一 正方 及 FGH 和 面积” 
三 ( 计 X 千 2 和 2A 十 二 AX 计 A)/a? 二 癌 


30。 往 线段 [0,17 上 伍 意 投 三 个 点 ， 河 由 0 至 三 点 的 三 线 
段 ， 能 构成 三 角形 与 不 能 构成 三 角形 这 两 个 事件 中 哪 一 个 事 
性 的 概率 大 。 

解 ， 设 0 到 三 点 的 三 线段 长 分 鲁 为 xyy.z， 即 相应 的 右 端 
上 感 坐标 为 Xsyy2Z， 显然 有 Ox ,Zl1, 这 三 条 线段 狗 成 三 
角形 的 充 要 条 件 是 ， K+y TR+t2 TT +2 x, 





二 jj 





在 线段 [0,1] 上 任意 投 三 点 Ey yz 与 立方 体 0 志 所 1， 
章 妇 7 二 1 0<z< 委 1 中 的 点 (xyyyz) 一 一 对 应 ,可 见 所 求 * 攀 或 
三 角形 ”的 概率 ,等 价 于 往 边 长 为 1 的 立方 体 T 中 均匀 地 接点 ， 
和 而 点 落 在 x+ 了 zx+z>yyy+22xz 区 域 中 的 概率 ; 这 也 
就 是 落 症 图 5 中 由 AADC,AADB,ABDC,AAOC,AAOB, 
入 BOC 所 国 成 的 区 域 G 中 的 概率 ,由 于 VOT}Y=1， VY(G}=1* 
一 3X 寺 义 寺 XX1 = 和 去 ， 

二 VCG)AYCT)= 广 。 

出 此 得 ， 能 与 不 能 构成 三 角形 两 事 

31。 在 一 张 打 .上 方 格 的 纸 上 投 NS 
一 要 直径 为 1 的 硬币 ， 方 涡 要 多 小 二 | 2 
才能 使 硬币 与 线 不 提交 的 概率 小 于 & 计 一 一 ~… 


此 1 
1 %. | | 
解 : 设 方 格 边 长 为 a, 当 杞 币 回 一 人 
心 落 于 图 6 中 阴影 部 分 才 与 边界 不 本 一 al 


提交 (图 中 只 取 一 个 方 格 )。 由 几何 


图 4 
声 率 得 
.，- 阴影 部 分 面积 
Pt 硬 币 与 线 不 相交 } ~ “ 方 格 画 积 
= (a— 1):/a:. | . 
令 《a 一 1)27az=0.01 


钥 为 当 a<1 时 ， 硬 币 必 与 线 相交 (必然 车 件 );、 故 只 短 考 悦 。 
六 1, 由 上 式 得 
(a—1l)/a=0.1; 了 一 1 二。 . 
斤 当 方 格 园 长 a<<1 襄 时， 才能 使 硬币 与 线 不 相交 的 概率 小 于 
1 %， 
20+ 


32。 从 人 0，1) 中 隧 
机 地 取 两 个 浆 ， 求 下 斌 
统率 :(1) 两 数 之 和 小 于 
1.2 (2) 五 数 之 积 小 于 
入 《3) 以 上 两 条 件 同 
时 满足 ， 

解 ， 从 (0,1) 中 取 
出 的 两 数 分 别 记 为 xX， 

则 《zs 7 了》 与 正方 形 
玉 BCD 内 的 点 一 一 对 应 
《 如 图 )， 图 7 

(1 直线 x+ 了 = 1.2 与 BC 交点 坐标 为 (1，0.2)， 与 DC 交 
点 坐 标 为 (0.2，1)， 所 以 由 几何 概率 可 得 


P{ 两 数 之 和 小 于 1,2} = 因 虹 区 城 ( 3 加 各 


={1l— 译 X00.8x0.8)/1=0.68, 
(2) 双 曲线 xy 二 地 二 上 
与 BC 交 吉 这 入 为 人 1 
本)( 图 8) 与 DC 交点 淮 。 | ! 


宗 为 (二 ,1， 所 以 由 几 一 
何 概 半 得 2 
| 


~ TT 


pT 站 3 ip 


Tm 


5 





= _ 胃 影 区 域 ( 卫 ) 面 积 _ 1 

正方 形 面 积 . ! - 二 站 的 二 
= 1 + 1 be : 
EX1+) Ard 
二 二 十 让 lnx | 4 


"Be. 





= 去 十 于 ind=0.6。 
(3) 直 线 x+y= 1,2 与 曲线 xy = 二 的 交点 坐标 为 (图 9 》 


| -000.1 Hong e020 
y1=0.6—0,.1v 11=0.268, ys = 人 0.0252, 
PP{ 两 数 之 和 小 于 1.2， 末 数 之 积 小 于 直 } 

_ 阴影 区 域 ( 下 ) 而 积 _ 

-下 方形 面积 “0*2*X1+ 


+ {xtiadx + fois’: 1 dv 


站 aw268 4 下 





+ [is x+1,2)dx 


中 理 立 前 入 


=0.2+( 一 志 xzT1.2X) | + 


口 生 过 


U 
入 二 且 证 到 


四 中 汪 了 这 


二 三 Enzx | We 《一 去 区 二 1 .2x) 


=0.2+0.0657+0.3116+0.0160 = 0.593 
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33. 谍 点 1 各: 


“一 An 是 随机 事 性 ， 试用 归纳 法 证 
朋 下 列 公式 ， 
POASUASU MAY PA) Tm PAA 
i™! nr ji 


1 
证 ， 当 nan = 2 时 ，AUA:=AUCOA AIAA， 与 
入 ;一 真 |1 起 ,两 者 不 相安 ， WL! 
PIA UA.)=P(A,IPIA. -A,A,.) 
一 下 (和 二 PS 一 下 (人 点) 
设 对 na ~ 1 原 式 成 立 ， 现 证 对 n 原 式 也 成 立 。 
(AU…UA。 UA) = P{A, UU UA DUA,.} 
= 下 上 (ADUA +PCA 
一 了 1A 0) 门 入 
= 了 (AU…UA +PIA) 
一 下 AAA 和。 上 
对 前 后 两 项 分 别 应 玫 归 纳 假 设 得 
POALU:- UA UA.) 
= {PA BPAAD+.- 


nn- i i 
二 蔷 一 1)*-*PiA, ‘A +PrA,.) 


-{ 呈 PCAAW- POAAnAIA) + 
f= A- 


ji t 
+(- DP(A, A A A A A.)} 


= PAD BD POAAD+.. 
= 地 地 


jriz 1 





十 《一 1 PN 由 

至 此 ， 原 式 得 证 ，。 

34。 某 班 有 N 个 士兵， 每 人 各 有 一 支 枪 ， 这些 枪 外 形 
完全 一 样 ， 在 一 次 夜间 紧急 集合 中 ， 若 每 入 随机 地 取 走 一 支 
抢 ， 问 至 少 有 一 个 入 拿 到 乔 己 的 枪 的 概 宣 。 

解 ， 设 六 1 = { 第 i 个 成 士 拿 到 自己 的 枪 }, i = 1 2 全 。 
点 之 间 相 容 ， 现 用 上 题 公 式 鱼 。 

P(A)=(N-1)!x1/Ni1=1/N, 


POAADY= (No x1x1/NI=1/A (ixj), 
“os PIATA .An)=1/NI., 
由 公式 得 
P{ 至 少 有 一 个 战 十 拿 到 自己 的 枪 } 
=P(ALUA,U-… UAx) 
何 
= P(AD- DD PCAIAD+… 
1=4 Nj>i2 1 
C1IPOA A"An) 
二 上 有 C 训 一 于 (一 -1C 一 了 -一 
站 月 








四 1 Nl DD 
1 


注 ， 由 此 可 求 得 ， 事 件 “ 至 少 有 一 个 战士 拿 到 自己 的 
枪 ” 的 对 立 事 件 的 概率 为 
P{N 个 战士 中 没有 一 个 战士 拿 到 自己 的 枪 } 


DT CD CD 
一 一 一 到 一 如 一 


k=1 1 "2 Kt k=0 kt 








*35。 在 上 题 中 求 恰好 有 k(0<k 扩 N? 个 人 拿 到 自己 的 枪 
前 概率 ， 

解 ， 菜 个 指定 的 战士 拿 到 自己 的 补 的 概率 是 Pi= 
1/AN 。 利 用 上 题 注 ( 视 这 里 站 -上 为 注 中 人 可 得 ， 其 余 N 一 上 
个 战 十 者 没有 有 合 到 和 已 从 的 概率 为 、P。 = 《2 全 
有 个 战士 拿 到 自己 的 栓 ， 则 这 上 个 片 十 可 过 是 N 个 战士 中 任 
意 的 k 个 战士 ， 从 N 个 战士 中 选 出 一 组 k 个 战士 共有 CA 种 选 
法 ， 所 内 事 人 性 从 有 个 晓 十 全 三 入” 的 要 说 是 事件 
# 某 k 个 指定 成 十 拿 到 自己 的 拉 ， 瑟 共 余 NN 下 个 吉 士 没有 拿 
到 自己 的 枪 ” 概 率 的 CB 倍 ， 可 得 

P{ 愉 有 kK 个 战士 拿 到 自己 的 松 } 


1 ME (~ 1}1 1 Mk (1)1 
= ™ E | 中 一 一 :一 一 一 = oo 一 一 一 - 一 一 一 … 一 一 一 
CA A k 之 所 k! J J! 


36。 考 试 时 共有 NN 张 老 签 ，n 沾 学 生 参 加 考试 (nzK)， 
苍 抽 过 的 考 答 立刻 放 回 ， 求 站 考试 结束 之 后 ， 至 少 有 一 张 潜 
签 设 有 被 抽 到 的 概率 。 
艇 ， 设 考 签 编 号 为 1,2,…，N， 记 事件 和 ,= {第 i 号 考 签 
来 被 抽 到 }， 则 
PCOAD=(N-1)a/Ns, 
PCOAIAND = (N— 2) Na(is)), wp， 
PCALAs- An)=(N- NNa="0, 
诸 Al 相 容 ， 利 用 第 33 题 公式 计算 得 
P{ 至 少 有 一 张 考 签 未 被 抽 到 } 
=P{AUA:U…UAA 


和 


四 


杂 


一 全 了 (AD 一 人 了 (生生 和 十 
1 ' Fj 


+t— 1 P(ALAAnN) 
_ 1 NN- 1)? C2 
=CN Na ~ 人 者 KR 一 + 


直 《 一 1)N-z 人 过 ”1 -Na 二 0 


(CN—1)™ 
本 

37。 甲 , 乙 , 册 三 人 按 下 面 规则 进行 比赛 ， 第 一 局 由 甲 。 
乙 参 加 丽 再 就 空 。 由 第 一 局 的 优胜 者 与 两 进行 第 二 局 比赛 
而 失败 者 则 轮空 ， 纪 赛 用 这 种 方式 一 直 进 行 到 其 中 一 个 人 连 
胜 两 局 为 止 ， 连 斑 两 局 者 成 为 整 场 比赛 的 优胜 者 .调用 ， 己 ， 
责 性 每 局 的 概率 名 为 专 ， 问 甲 ， 乙 ， 丙 成 为 整 场 比赛 优胜 者 
的 概率 各 是 多 少 ? 

解 ， 这 种 比赛 的 可 能 结果 ， 可 以 用 下 面 方法 表示 : 

BRB; 和 CC naebDb, acbhaa, acbact, acbachb, 

bb, bece, beaa, bcabb, beabee, beabcaa, 

在 这 些 结 果 中 ， 恰 巧 包含 个 字母 的 事件 发 生 的 概率 应 





Mt 
二 之 {~ iY! ON 
4 


为 1/2r， 如 as 发 生 的 概率 为 二 ， acbb 发 生 的 概率 为 1/16 等 


等 . 则 
pe) =CPtacc} + Ptbecc}yj + tP(achacc) + 
十 了 [becapbee)] 十 … 
1 1 1 -2 


= 2 X34+ 2 Xi 2 Xst+t 7 
册 于 甲 ， 乙 两 人 所 处 的 地 位 是 对 称 的 ， 所 以 pay = Ptb), 得 
Pla)= pLb}= 和 (1 -2/7) = 85/14, 
三 Fe 


38。 父 ， 母 ， 子 三 人 举行 比赛 ， 每 局 总 有 一 人 姓 一 大 负 
《没有 各 局 ) ， 每 局 的 优胜 者 就 与 术 参 加 此 局 的 人 再 进行 出 
赛 ， 如 果 某 人 首先 打 胜 了 两 局 ， 则 他 就 是 整个 比赛 询 优 车 
者 . 班 父 决定 字 一 局 由 哪 两 人 人 参加， 其 中 儿子 实力 最 强 ， 所 
以 父 为 了 使 具 己 得 胜 的 概率 达到 最 大 ， 就 决定 第 一 局 由 它 与 
大 子 先 比 付 .并 证 父 的 决策 为 最 优 策 略 ( 任 每 一 对 选手 中 一 
人 性 对 方 的 概率 站 上 整个 比赛 中 是 不 变 和 的 ) 。 

证 : 设 父 胜 子 的 概率 为 p,， 子 胜 父 的 概率 为 p:， 父 腑 
母 ， 坪 胜 父 ， 评 肚子 ， 于 肚 母 的 概 浴 分 别 是 pa piypsype。 
则 庄 P! 间 有 关系 : Ps t+ pe=1，D, 之 p;. 仿 上 题 ， 设 首 局 为 父 
对 母 ， 比 赛 的 可 能 结 东 为 ， 

Asajs hoczcey Ascabeb,, ascsb,as, 
bb beocss bceaiass bcenib,., 
a 表 父 胜 ， 但 父 胜 母 与 父 胜 子 的 概率 不 同 ， 为 明确 起 见 ， 比 
完结 果 中 字 基 附加 下 奈 ， 下 标 站 i 对 应 概率 p;。 融 
Pitay = Plasaj+ Plascbas) + Pb, craas)y 
pp tpPapaPpshs +t PPPpiPs, 
类 似 地 ， 第 一 局 若 父 对 子 ， 则 可 得 
pzta}= Plaas)} + Plabcoa) + Pcsb,asa,) 
piPs+PiPAPeP1r PpsPsht., 
第 一 局 若 子 对 母 ， 则 
ps(a}= Plceaias) + Ptb,asa,;) 
=pePips + Pspspi= PPs(Pe +ps)= PiPse 
易 见 psta)< 之 pi(a)。 由 于 Pi 区 pss 所 以 Pipiprpi< 
有 ,Popipa， 了 bzpspspi<psprphspy， 因 此 bx:(a)<<pita)。 
从 而 Pita) ps (a) Pest) 
这 说 明 父 的 决策 最 优 ， 


3。 





9。 ， 给 定 p = P(A),4=P(B),r=P(AUB}), 求 
P (AB ) 及 PCAB). 
和 解 ，P(CAB)=PIA BY=P(AUB-B) 
=P(iALUB}-P(B}=r-q, 


P( 人 区 =P(AUB)=1-P(AUB)=1-r， 
40， 已 知 ， P(AB) = 了 (AD)PCE)，C 一 AE， 忆 二 及 B， 
证 明 ，PI(AC) 六 P(A)PCC)。 、 
证 ， 设 BC= 人 C，,， 
C(A-B)=C,,. 有 
.由己 一 A 了 = 和 襄阳 可 得 
CCAUP, f 


C=C1UC,, RN 
CflCs = (1) \ 
COAB 
~ ACI=A(BC) 
A 图 10 * 
再 由 P(B) 污 P(C ,) 得 
P(AC,y = P(AB) = P(A)P(B) PPCAIP(C,),. (2) 
由 CC: 己 太 并 利用 PCA) 专 1 得 
P(AC,) = PC P(A)P(C,). 3) 
南 (1)，(2)，(3) 可 得 
P(ACy=P{AC LUCT=PACUAC) 
=P(ACI)+P(AC,) 
DP(AyP(C + POCAYPCC,) 
= 了 P(A)CPIC +PIC: =PIA)PCC)。 





于 





41,.<1) 已 知 访 ;与 太 : 同 时 发 生 则 入 发 生 ， 试 证 PtAY 

PCA}D+PA.)—1, 
(2) 神 站 | 六 ;入 ; 己 太 ,二 计 PA) 字 P(A1)+ P(A,Y 
+P(lA.)~ 2, 
证 (1) 入世 入 | 六。， 册 三 油 入 太 P(A LAA) 坊 1 得 
PeADPOA TA) = tPA,)- PA,UA.Y 
=PCAY+P(N.,) 一 
《2) 直 二 A 六 ;六 ,8， 两 泌 洒 用 (01) 的 结 凡 得 
P(AS2PIOA TAA DPIA) + PAA)-1 
PCA)—-1+PiA +P A,.) -1 
=P(A)+P(A.)+ PA) -2., 

*42。 用 概率 论 想法 求 RN 阶 行列 式 的 四 开 式 中 包含 主 对 
角 线 元 素 的 项 数 。 

解 ， 设 入 及 行列 式 中 元 索 为 ay， 行 列 式 展开 式 的 每 一 项 
为 不 同行 不 同 列 元素 的 息 积 .对 于 每 一 项 让 的 各 个 元 素 ， 从 
第 一 列 中 取 一 -个 元 素 有 六 种 取 法 ， 当 外 第 一 列 中 到 的 元 素 取 . 
定 后 ， 再 从 第 二 殉 中 取 一 个 元 嵌 有 N -~ 1 种 取 法 ， 接 着 从 第 
三 列 中 取 一 个 元 素 有 N -2 种 取 法 。 等 等 .每 种 取 潜 都 是 等 可 
能 的 ， 共 有 NI! 种 取 法 . 

设 六 k 表 事件 {和 N 阶 行列 式 的 项 含 axx} ,= 1,2,*…，N, 则 FE 

PIA = (NN -D1*l/N1=1/N=1Anp, . 
POAIAD = CN -DI 1/NI=1/AS (DD) 
PrA ,A,X AN)=1/Ni 。 


至 少 合 一 个 主 对 角 线 元 素 的 项 的 概率 为 
NH 
P(A) = PA DT POANAD) T+ 
k=] Es 1 Neal>iw1 


+ CDMIPtA A AN) 


中 加 六 如 





= 全 四 . 1 一 伺 广 1 + 1}M-1CN 1 
A A | 
J J 1 和 J 一 1 _ 
= 1 21 十 … 十 【一 1 Ni， 
由 此 得 包含 主 对 和 角 线 元 素 的 项 数 为 


NI SACD dl 
RD. 


注 : 人 
by = 1 -PCUAD = 六 > Dr 和 
lim py = 1/e, 
HN—y 心心 


43。 | 
A- (A 一 -a)(A -a—1) 
1 + RT +t AD A 2) 


1 A 
+7 六 二 一 1 (十 1 和 有 


其 中 A，a 都 是 正 整数 、 且 和 >a。 
证 ， 设 袋 中 有 上 个 球 ， 其 中 a 个 是 白 球 ， 不 还 原 随机 到 
出 ， 第 k 次 才 首 次 取得 白 球 的 概率 为 


由 生生 








Pr = 
AA 


_a(A -a)(A -a~-i)''(A-a~k+2) 
CA D(A -2). {AE+1) 
Ck=1,2,""sA -a+1)., 
因为 眶 由 有 a 个 白 球 ， 和 A 太一 a 个 黑 球 ， 车 一 开始 总 是 取 到 黑 


直人 





球 ， 直 到 把 黑 球 取 完 为 止 ， 则 至 迟到 第 A -a+1 次 一 定 会 
如 到 自 球 ， 也 就 是 说 ， 第 一 次 或 第 二 次 … 或 至 迟到 第 A -a 
+ 1 次 取得 自 球 事件 是 必然 事件 ， 其 概率 为 1. 所 以 


l=pi+P;y+ :+ PA-s4l 


a ,alA a) a) CA) 
= A A(AC— —1) TACATI).. -a 二 2)a”" 
:等 式 两 边 同 尖 以 态 /a 得 


A-a (A-a)(A~a-l) 
六 二 全 一 
(A ~ 2a) 入 


i 


《六 一 再 二 a aa” 
。 用 某 种 药物 对 患 有 胃 江 疡 的 512 个 病人 进行 治疗 
-结果 368 人 有 了 明显 疗效 ， 现 有 尘 胃 溃疡 病人 和 敬 服 此 药 ， 你 能 
.对 其 效果 做 何 柜 计 ? 
乌 ， 有 明显 疗效 的 频 农 为 368/512=71.9%， 所 以 、 竺 
家 六 况 病 信 若 服 此 药 ， 约 有 71.9% 的 可 能 有 天 显 疗效 ， 
。 求 世 合 事件 A ,了 B 的 最 小 a- 域 。 
本 此 I- 城 首先 包括 纪 , 中 ,各 ,也 诸 元 素 ， 然后 通过 求 
: 道 ,并 , 交 运 算 逐 步 产生 新 的 元 素 ， 得 共和 包含 如 于 16 个 元 素 ， 
{10,,A,D,A, B,AB,AB, AB, AB, 
ABUAB,ABL AB,AUB, AB =AUE， 
AB =AUB, AB= AUB}. 
一 ， 现 证 明 它 是 包含 起 ，B 的 最 小 o- 域 .首先 它 包含 
-和 ,Bi 由 于 所 有 集 均 由 入，B 产生 ， 故 最 小 , 集 是 有 限 个 ， 
就 只 需 证 它 为 代数 、. 即 接 如 下 两 条 验证 集 系 封闭 即 可 ， 


1° 若 CEF, 则 CEF; 2* 车 C，D EF, 则 CUDEF. 通 过 验 
-证 知 确 为 代数 ， 
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证 二 由 交 图 知 ， 两 个 华 至 多 可 六 上 息 四 个 部 分 (图 11)， 
可 称 之 为 产生 人 柴 的 最 小 部 分 ,从 这 四 个 部 分 中 全 取 0,1,2,3, 
小 求 并 集 ， 共 同 构 成 四 
Co+CI+CI+rC+CI=16 


个 集 。 故 善 能 找到 1 个 由 各,B 
产生 的 不 同 的 集 ， 剧 它们 一 定 
是 由 点 ， 上 产生 的 og- 域 ， 为 
此 只 须 验 证 如 上 16 个 集 两 两 不 
同 就 驶 了 、， 世 可 在 一 开始 就 根 
据 这 16 个 集 的 构成 法 依次 构造 
出 来 ， 即 得 欲求 的 o- 代 数 ， 而 
不 需要 再 证 明 。 国 11 

46。 证 明 昌 的 一 切 子 集 组 成 的 集 类 是 一 个 o- 域 。 

证 ， 记 FF = {2 的 一 馈 子 集 } 

(让 QQ 是 虽 的 子 集 ， 所 以 QEF， z 

(i) 若 总 万 下 , 则 起 是 锡 和 的 子 集 ， 锡 一 六 也 是 R 的 子 集 ， 所 
A=Q-AEF., 

Ci A(i= 1,2,.… ) EF， 当然 有 人 二 Asi=1,2, 。 
任 一 2E€ UA 必 有 革 一 上 人 鱼 ww EA 所 以 Ew, 从 有 醒 


8 一 UA, 即 UA, 也 是 只 的 一 个 子 集 ， 故 UArEF。 
4 业 . 
a FE 是 9- 域 。 
47。 证 明 ;， go- 域 之 区 人 为 G- 域 。 
证 ， 设 Ft(tET) 是 o- 城 ， 记 = MF 





(QE 每 一 Ft 所 以 EMFt， 其 人 ET 。 
性 


* + 





ii) 点 EF， 则 和 AE 每 一 Fl, 由 下 ,是 和 - 域 得 AE 每 一 F， 
所 以 AEUFt， 从 而 AEF。 
要 


(1 上 二 1 2) 人工 则 请 点 必 属 于 每 一 Fl 内 于 
上 1 下 


ff 是 0- 域 . 
48。 证明， 包 侣 一 切 形 如 ( -oo,x) 的 区 间 的 最 小 0 - 域 
是 一 维 波 雷 尔 az- 城 。 
证 ， 一 维 波 雷 尔 e- 咸 B= m{[a,b)} 是 由 左 闭 右 开 区 间 
类 产 汪 的 0~- 域 ， B= kf 一 coo, zx 是 自 形 如 (55 ,X) 葡 问 类 
产生 的 o~ 域 ， 
因为 [a,b}y= (~-o0,b)—- (- co,a) 
等 式 左 边 是 请 中 两 个 集 的 差 ; 由 此 知 吾 包含 一 切 形 如 Ca,b) 的 
集 , 而 B 是 由 一 切 形 如 [ayb) 的 集 类 产生 的 c- 域 ， 所 以 B 一 卫 ， 
又 由 于 (~o0, 2)= UCx-n, x-n+l), 
等 式 右边 是 B 中 集 的 可 列 并 ， 由 此 知 B 包 含 一 切 形 如 (〈 - co， 
xy) 的 集 ， 与 上 航 同 理 得 B 二 B。 
“B=B, 
49。 设 QQ 是 定义 在 o~ 咸 上 的 非 负 广义 实 值 函 数 ( 即 可 
以 取 有 上限 或 无 限 值 的 函数 ) ， 如 果 它 具有 可 列 可 加 性 ， 并 且 
(由 ) = 0 、， 则 称 Q 为 测度 . 试 说 明 测 度 概念 是 算术 中 计 数 概 
念 及 几何 中 长 度 、 面 积 、 体 积 等 概念 的 推广 。 
解 ， 算术 中 的 计数 ， 以 s( 匡 ) 表 集合 卫 包 含 的 元 素 的 个 
数 .01)s5(E) 韭 信 ,(2) 对 Es,i=1,2,-…sn， 车 任意 两 个 E 与 


+ 


EMis j) 都 不 包含 相同 的 元 素 , 则 s( 遇 E) = 关 s(E0， 即 和 
1 i™1 


集中 位 合 元 素 的 个 数 等 于 每 个 集 所 包含 元 素 个 数 之 和 ， 集 栈 
数 s EE) 具有 有 限 可 加 性 ,(3) 若 E = 中 是 空 集 ， 它 不 包含 任何 
元 素 ， 则 有 s (中) = 0 ， 

几何 度量 中 的 长 给 ， 以 m{EE) 表 区 和 闪 的 长 度 ,。 (1)m (Ey 
非 负 .(2) 对 区 间 EEi,i= 1,2,…， 车 任 两 个 E; 与 Ej 都 不 相交 ， 


则 mCUE) = 写 m(E)，m(E) 具有 可 列 可 加 性 .(3) 空 入 


中 的 长 度 mm( 中 ) = 0 。 

当 区 癌 改 成 区 域 ， 长 度 改 成 面积 或 体积 时 ， 如 上 结论 也 
成 立 。 

把 算数 中 计数 、 几 何 度 恒 中 的 共同 性 质 一 一 非 负 , 可 多 可 
加 性 ， 空 集 对 应 信和 为 0 抽 这 出来， 并 加 以 适当 地 推广 ， 
就 得 到 测度 的 概念 .以 一 维 LL- 测度 为 例 ， L[a,b)}=b-a, 
区 间 [Ca,b) 的 L~ 测 度 就 是 区 间 的 长 度 : 利用 有 限 可 加 性 定义 
出 集 系 {Cs,b) ,8&,bER' 产 生 的 环 上 的 测度 ， 再 利用 测度 延 
拓 就 得 到 了 波 雷 尔 域 B 上 的 L- 测 度 ， 

50。 用 测度 概念 解释 古典 概 型 、 几 何 概 率 及 概率 论 公理 
化 结构 中 关于 裤 率 的 和 定义。 
” 和解， 在 概率 论 公理 化 结构 中 ， 定 义 在 事件 域 了 上 的 集合 
订 数 , 营 满 足 () 非 灸 性 ，P(A) 之 0，AEF ii 规范 性 ， 
PO)=1 Cii) 可 歼 可 加 性 : 若 AAEF，i=1，2,*…， 


AlAi= 和 isj， 则 P( 守 AD = 号 P(AD: 则 称 P 为 F 上 的 构 





率 . 由 这 三 条 性 质 可 推 得 P($) = 0 。 与 上 是 比较 可 知 ， 定 义 - 
9 


在 FF 上 的 概率 P 实 质 上 就 是 定义 在 FF 上 的 规范 性 测度 ，。 

概率 的 十 巫 定义 ; = {mi py Dn 对 起 二 2 定 兴 其 
统率 为 P(A = -会 各 全 刘 s so -。P 具有 非 负 性 ， 有 限 
可 加 性 ，P 引 ) = 0. 这 里 的 概 革 了 相当 于 算 本 中 的 计数 ， 所 不 
网 的 是 ，P 还 具有 规范 性 ， 即 了 (8 = 1, 这 时 PRP 字 质 上 是 定义 
在 F = {外 的 一 切 子 集 tY+ 上 具有 规 论 福 的 测 星 ， 

几何 概 雍 的 定 以 :到 品 ， 避 与 G 都 是 波 雷 和 尔 可 测 集 ， 
对 定义 其 概率 为 PCG) = (G0)YLCQ)， 其 中 L(G) 表示 区 
城 G 的 L- 测 度 , 显 然 P 具 有 非 人 各 广 , 由 LL- 测度 具有 可 列 可 可 
性 得 PP 也 具有 可 列 可 加 性 ,另外 ， Pi) =0，P(5) =1. 所 以 
P 是 定义 在 F= 多 站 BB 上 的 其 有 规范 性 的 测度 ， 


半生 


第 二 章 ， 条件 概率 与 统计 独立 性 


本 童 内 容 条 性 概 床 ， 全 概率 公式 ， 问 叶 斯 公式 ， 事件 
独立 性 ， 上 丰 努 里 试验 与 直线 上 的 随机 游 动 ， 二 项 分 布 与 普 阿 
松 分 布 。 


1。 把 字母 M,A, 芭 大,M 分 别 写 在 一 张 卡 片上 ， 充分 渴 
合 后 重新 徘 列 ， 河 正好 竺 到 顺序 MAXAAM 的 概率 是 多 消 ? 
解 ， 自 堪 往 右 数 ， 排 第 守 个 字母 的 事件 记 为 Ap， 则 
POAI = 2/5, P(A, | 和 AD)=274， 
P(A | 访 , 丰 1) = 村 ，P(A,， | 和 :上 :各 = 二 ， 
P(A, |A,AsA,AL)=1, 
所 以 题 中 窝 求 的 概率 为 
PIAIA.AsAA)=PCANPIA, |A.): 
P(A | 太太 J)PCA, | 二: 下 :下 
PPIA | AAA AD = 下 * 笃 . 吉 * 二 "1=1730。 
2。 有 三 个 孩子 的 家 庭 中 ， 巴 知 有 一 个 是 女孩 ， 求 至 少 
有 一 个 男孩 的 概率 。 
解 ， 总 场合 数 为 2 = 8 . 设 和 = { 三 个 孩子 中 有 一 女 } 
”了 尾 = {三 个 孩子 中 至 少 有 一 筋 },. 太 的 有 利 场合 数 为 7 了 7，AB 的 
有 利 场合 数 为 6 ， 所 以 题 中 欲求 的 概率 PLB | A) 为 
p(BIA)= P(AB 6/8 _$6 


er 


PitA) ?7/8 7° 
3。 车 MM 件 产品 中 包含 m 件 庆 品 ， 今 在 其 中 任 取 两 件 ， 


要 呈 全 


求 : 《 1 ) 已 知 取 出 的 两 件 中 有 一 件 是 广 品 的 条 件 下 ， 另 一 
件 世 是 废 皮 的 条 件 和 概率 ( 2 ) 已 务 两 件 中 有 一 件 不 是 庚 师 
的 条 件 下 ， 另 一 件 是 文 吕 的 条 件 概 率 ; (3 ) 到 出 的 两 件 中 
军 少 有 一 件 是 废品 的 概 训 。 

解 ，(1)M 符 产品 中 有 血 件 废品 ，M 一 m 件 正品 , 设 入 = 
{ 两 件 中 有 一 件 是 废品 }，B8B = { 两 件 都 是 废品 }， 显 然 A 二 B， 
则 PA = (CCNmt CCE/CE PB}Y= Cs /CE 
题 中 窝 求 的 概 认 为 

P(BiA)= P(AB)/P(A) = P(B)/P(A) 


(ChCHat CH/CE 2M-m-1l 
(2) 设 A= {两 件 中 有 一 件 不 是 度 品 }，B = {两 件 中 恰 有 
-_ 件 废品 }， 显 然 BCA， 则 
P(A) = (CR a CACH /CE 


PB}Y= CaCm-m/ Ch 。 


熏 中 窝 求 的 概率 为 
P(BIA=P(AB)/P(A) = P(B) /P(A) 


CELCH-m / CH Sm 





(C Cah-m+ C&O-m) /CE M+m~1 
《3)P{ 取 出 的 两 件 中 至 少 有 一 件 诬 品 } 

_ ver 2 : _ mCM~-m-) 
4。 袋 中 有 a 只 黑 球 ，b 只 身 球 ,甲乙 再三 人 依次 从 袋 中 


二 。 





取出 一 球 《 取 后 不 放 回 ) ， 试 分 别 求 出 三 人 各 自 取 得 让 球 的 
概率 《bzz23 ) 。 

和 解 : 点 = { 引 取出 一 球 为 白 球 }， B= 1{ 甲 取出 一 球 后 ， 
乙 到 出 一 球 为 白 球 }， 必 = { 甲 ， 乙 各 取出 一 球 后 ， 再 取出 一 
球 为 白 球 }, 则 

PiA)y=a/t{tat+b) 
用 取出 的 球 可 为 自 球 或 不 球 。 利 及 全 概率 公式 得 
P(B) = P(AYP(B] A)+P(AYP(B | A) 


_b b-1 | a b 
b 








il 


a+b-it atb " ag+b—1 


时 ， 乙 取 球 的 情况 共有 四 种 ， 由 全 概率 公式 得 
P(C) = P(AB) P(C| AB) + P(AB) POCI AB) + 
+P(ABYP (C|AB) + P(AB) PC| ABY 


bb- bP-2_ ， 
a+b)jia+b-i) a+b-2 
ab b-l ， 
t+ a+ ytatb-i1y a+b—2 
ab bo-l 
+ arbatb-1)' a+b—2 
ata 一 1) bb 
” (atb)(at+b-—1) a+b—-2 
bla+b—1i)(at+b—-2?) b 


“atbatib-yat+b-2 a+b 
5。 从 10,1,;2,…,9} 中 随机 地 取出 两 个 数 字 ， 求 其 和 大 
于 10 的 概率 。 
解 ， 设 B = { 两 数 之 和 大 于 10j， 六 l= {第 一 个 数 取 到 i} > 


要 学 这 - 


i=0,1 9. 则 PCAD=17I0，PIB1A=PIBRBIT AD= TD， 
PB | 让,) 二 《1 一 1)79， i= 2 3 PR | 入 1) 一 《一 2797， 
j=6,7:38,9. 由 全 概率 公式 得 欲求 的 概 这 为 


Ed 
P(B)= TP (CADP(ODIAD = = 0.356, 


6。 玮 谎 中 有 a 只 和 白 球 ，b 雇 黑 球 ， 乙 拆 中 有 a 只 和 白 球 ，B 
只 黑 球 、 革 人 从 力 复 申 企 取 两 球 投入 乙 袋 ， 然 后 在 乙 袋 中 任 
取 两 球 ， 问 最 后 取出 的 两 球 全 为 自 球 的 概率 是 和 多少? 

解 ， 设 态 , = 和 {从 甲 约 中 取出 2 只 白 球 }， 六 ,= { 从 甲 袋 中 
取出 一 只 扬 球 一 只 黔 球 },As= {从 围 找 中 取出 2 只 黑 球 }，B 
={ 从 乙 科 由 取出 2 只 白 球 }. 则 由 全 概率 公式 得 

P(B}=P(B | ADP(A)+ PBIA)PA,)+ 
+PiB|A)PtA,) 


Ca 人 ar Ca CpCarl CE Ca 


二 一 下 一 一 一 一 
CivCarpte CabC RtA+2 CatbCargta 


7。 设 有 个 袋子 ， 每 个 装 子 中 六 有 a 只 野球 ， b 只 上 白 球 ， 
从 第 一 虏 中 取出 一 球 放 入 第 二 袋 中 ， 然 后 从 第 二 袋 中 取出 一 
球 放 入 第 三 袋 中 ， 如 此 下 去 ， 问 从 最 后 一 个 袋子 中 取出 一 黑 
竺 的 概率 是 多 少 ? 

解 ， &A ,= { 从 第 一 瞄 中 取出 一 球 是 黑 球 } ,……… 和 = 从 
第 一 袋 中 取 一 球 放 入 第 二 侥 中 ,…， 再 从 第 i -1 禾 中 取 一 球 放 
入 第 i 袋 中 ， 最 后 从 第 i 伐 中 取 一 球 是 黑 球 上 ii= 1 N, 册 

PI(A =aAa+b)， PU(A)=b/(a+t+b). 

一 般 设 P(CAr) =a/ta+b)， 则 P(At) =b/(a+b)， 得 


sg- 





P(At = 了 (Ai | A PAL) 
+ 了 (Ac | ADPCAL =a/(a +b). 
由 数学 归纳 法 得 
P(Aw) = a/ita + Db), 
8。 飞 机 有 三 个 不 同 的 部 分 遭 到 射击 ， 在 第 一 部 分 被 击 
中 一 弹 ， 或 第 二 沸 分 被 出 中 两 弹 ， 或 第 三 部 分 被 击 中 三 阐 
时 ， 飞 机 才能 被 击落 ， 基 命中 率 与 每 一 部 分 的 面积 成 正比 ， 
设 三 个 部 分 的 面积 的 百分比 为 90,1,0.2,0,7, 若 已 击 中 两 弹 ， 
求 击落 飞机 的 概 半 :， 
和 解 ， 设 太 , = {飞机 第 一 部 分 中 两 弹 }， 入, = {飞机 第 二 
部 分 中 两 弹 }， 太 ;= {飞机 第 一 部 分 中 一 弹 }， 态 , = {此 它 悄 
视 }， 则 
起 ,起 1 = 中 个 夺 ])， 和 六 1 十 访 1 十 站 3 十 让 ,= 避 ， 
P(A)=01x01=0.01， 
PIA)=0.2x0.2=0.004, 
起 ,= {第 --- 弹 中 第 一 部 分 且 第 二 弹 中 第 二 部 分 ， 或 第 
一 弹 中 第 一 部 分 且 第 二 弹 中 第 三 部 分 ， 或 第 一 弹 中 
第 二 部 分 且 第 二 弹 中 第 一 部 分 ， 或 第 一 弹 中 第 三 分 
分 且 第 二 弹 中 第 一 部 分 }， 
PIA =0.1xX0.2+0,.1xX0,.7+0,.2xX0.1+0.7 x0,.1 
= 人 0.18, 
PA)=1 -CP(AWY+PIAS) P(A) = 0,.77. 
设 B- { 飞 加 被 击落 }， 出 
P(BIAD)=1(Ci=1,2,3), PF(B1A.)=0, 
由 全 松 率 公式 得 
P(B) = SP(B | ADP(AN 


呈 巡 闪 、 


= O01 +00d+ 人 .18=0,23, 
9， 投 硬 丰 n 回 ,第 -=- 回 出 正面 的 要 六 为 6， 党 二 回 后 每 次 
出 现 与 六 ~ :次 相 降 丙 而 的 概率 为 p, 求 审 n 回 时 出 下 而 的 概率 ， 
并 讨论 省 i590 时 的 峡 况 ， 
解 ， 注 A,= 地 了 工 问 册 正面}， 记 =)， 则 由 题 音 
利用 全 机 让 得 
PiANi, Y= PA,. 
=PRi+ (LL~ p(t1l~ Pi) 
= 2p — 17p:+ (1t ~ p), 
已 匆 Ip 1 = c， 依 次 今 i= nn 一 1，n 一 2 11 外? 详 扒 闫 系 式 
Py.= (2p -1)pn-1+ (1—p». 
Pa- = (2Pp ~ Dpn-s + (1l—p),, 
p: = 2p Dp il—-p= 2p -1)c+tl -pp}, 


TADPIAD + F(A) A OPOAD 


解 得 
Ps,= (~—p):.1l+ (2p—1)+ (2p—1):+ 


+ (2p — 1)"- +c(2p— 1)°7', 
当时 


一 ， 了 二 - __ nm~1 


pr 。 
1 车 p=1， 别 bsC，1im pu= 必 ! 
了 及 一 se 


(用) 


2° 洛 p= 0， 则 当 n = 2k 一 1 时 ， Pn= 当 n=2k 时 ,Pa 


一 一刀。 


著 c = 去 ， 则 pn 本 去 ， Limpw = 去; 


起 ec 关 坪 ， 则 c 关 1 一 cy lim pa 不 存在 。 
ni oo 


-i 


3" 若 0<p<1， 则 由 { 米 ) 式 可 得 
limp = limr 云 一 去 (2B 一 1)a-+ct2p~1l)n = 二 
了 一 Pa 一 


10。 甲 乙 两 手 各 装 一 只 自 球 一 只 黑 球 ， 从 两 黎 中 备 取出 
一 球 相交 挤 放 入 另 一 袋 中 ， 这 样 进行 了 若干 次 ,以 pn，qn， 
rs 分别 记 在 第 a 次 交换 后 甲 氏 中 将 包含 两 只 白 球 ， 一 只 和 白 球 
一 只 黑 球 ， -两 只 奥 球 的 概率 , 试 导出 ps:1， qn+iy In+i 用 pny 
qas rs 赈 出 的 关系 式 ， 利 用 它们 求 pst1，9gnt1， rn+1， 并 讨 
论 当 n 一 ce 时 的 情况。 
解 ， 信 Ai，Bi， 二 分 别 表 示 第 工 次 交换 后 ， 四 袋 中 有 两 
只 自 球 ， 一 和 白 一 思 ， 丙 黑 球 的 事件 ， 则 由 全 概率 公式 得 
pn， = PA,1} = PIAVDPIARL | An) 
+ PIBAIPCAs | Bra) + POCMPCAn | Cm) 
= 和 pn 二 + 本 dn+0*rn= 二 qn: 
qnri1 = P(Bs,:) = PCAWP(BS, | 入) 
+P(BYP(Bs 1 | Bn +P (CY)P(B, ,| Cm) 
二 I*Ppn 计 dn+1*Tn= Pant+ 计 dn+ Tn 
frnil 一 了 (Lai) = PAWYPOCn 1 | 和 na) + 
十 了 (了 ByPLay iD 了) 十 了 (CnPCC | (Lay 
=0*pa+ 坊 an+0vrn= 二 Qn。 
这 里 有 pn:i:=fnriy， 又 pai+gqnrl+rnari=1l 也 以 gni=1 
一 pa+1. 同 理 有 9n= 1 一 2pbn， 再 由 Pnr1 = 二 qn 得 Pn+i 三 
诗人 一 2pn) ,所 以 可 得 递 推 基 系 式 为 
| rn+] = 二 Pn+ri1 三 守 (1 一 2pn)y 
Qnri™= 1 -2Ppn+1 
初 嫩 人 条件 是 甲 和 的 一 和 白 一 黑 ， 乙 袋 一 身 一 味 ， 贰 po = ro = 0 
qe 三 17 由 递 推 关系 式 得 


* 导 吕 





fn+!1 = Pn+i = 址 (1 -2pn) = 和 一 走 Pn 
三 二 一 查 { 林 一 二 中 ay 二 让 一 看 十 村 pn-) 这 


1 
二 了 2 一 3 十 i i i 


+ CDm ipo/2"! 
本 [1-《 一 去 和 ”了 
1 一 (一 告 ;) 
= 杏 [1~( 一 1)n (去 )9 1 
= 兰 二 (15 再 * 汇 二) 
dn+1 = 1— 2Prn,1 =2/3+ 《一 1 各 性 1 


limpn= limrs= 车 ; limg, = 2/3, 
再 一 上 了 一 下 一 和 OS 


11。 设 一 个 家 许 中 有 an 个 小 孩 的 概率 为 


xp ， 11， 
pa= | 


1 一 人， n=0, 


1 一 外“ 
这 里 0<p<1:0<a<t1-~p)p。 若 认为 生 一 个 小 孩 为 男 芒 或 
女仆 是 等 可 能 的 ， 求 让 一 个 家 庭 有 上 (kk 这 1) 个 男孩 的 概率 为 
20pr/ (2 — pyr*, 

种 ， 设 和 -= {家 庭 中 有 n 个 搁 子 }，n = 0,1;2,…'， B= 
家庭 中 有 上 个 男孩 } .注意 到 生男 孩 与 生 女 孩 是 等 可 能 的 ， 
册 二 项 分 布 (p = 去) 得 

和 P( BIA) = CE = CE 二)n。 
油 全 概率 公式 得 


i 
P(B) = PAVPB | A = Sapn CE CF)? 





| +1 
=a 人 Ch (BS) (cA 中 i=n ~k) 
i™= . 


‘# 





pe ) 3 et PY) 
= a( 六 5 CE + 3 


= “(5)( 1 := 5) = 2ape/ (2 一 DOri。 
12。 在 上 题 假 设 下 : (1 ) 纪 知 家 府中 至 少 有 一 个 男孩 ， 
求 此 家 庭 至 少 有 两 个 只 孩 的 构 率 ，《 2 ) 已 知 家 寿 中 没有 妆 
骇 ， 求 正好 有 一 个 男孩 的 概 衬 。 
解 ，(1) 设 A = { 至 少 有 一 甸 孩 1，B = { 蒜 少 有 2 个 男孩 }， 
OB，AB=B， 由 0 之 p/(2 -Pp) 之 1 得 
P(A)-= 兴 2apr 209 _ _p/(2—p) 
上 





2) (2p 2-p I-p/(2~p) 








op 

《2 一 Pb)t1 一 py ， 

-wi 已 -< -PP 一 上 
(一 全 JE 0 


-. p .. 
《2 一 p) (1 一 pb)” 


上 (AB) P(B) pp 
8 1A)=ECA = PAAY -Ep: 


《22C = {家 中 无 女孩 }= {家 中 无 小 孩 ， 或 家 中 有 2 个 小 
孩 县 都 是 男孩 ，n 是 任意 正 整数 }， 则 


FLC7 = -了 ap™( 南 )™ 





Pp 
= op_ ap/2 oo up xp 
lp +1- /2= 1 1-p + 23-p 
_2-3p-ap+p’ 

{1~-p)(2-p) 


A = { 家 中 正好 有 一 个 男孩 = {家 中 只 有 一 个 小 孩 且 


由 这 站 -< 


是 男孩 }， 则 
P(A =ap* 寺 = 和 吉 ap， 月 A CCC， 
所 以 在家 中 没有 交接 的 条 件 下 ， 正 好 有 一 个 月 了 稚 的 条 件 概率 :. 
P(A,C) _P(A,) 


PA [tC) -EC “piC) 
_1 ,2-3P -aptp’ 
To Pr pip) 


apl—>-pP2mp) 
2 3p—-ap+p’) 


13。 已 知 产品 中 96% 是 会 格 品 ， 现 有 一 种 简化 的 答 查 方 
法 ， 它 把 误 正 的 合格 品 确 认为 合格 品 的 概率 尖 0,.938， 而 斌 i 
废品 为 合格 品 的 概率 为 0.05， 求 在 简化 方法 检查 下 ， 侣 格 品 
的 一 个 产品 确实 是 合格 品 的 概率 ， 

解 ， 设 入 = {产品 确 为 合格 品 }，B = { 检 查 后 判 为 侣 裕 
品 } .已 知 PC(B|A)=0,.98, P(t(B| A)=0,05,P(A) = 0.96,. 
求 PCA | B), 由 由 时 斯 公式 得 


PFPA)POBIAY 
PCAYP(BI A)+ P(A}YPCB| A) 


_ 0.96 x 0,.98 0.9408 
“0.96x0.98+0,.04Xx0.05 0.9428 


一 0.9979。 

14。 炮 战 中 ， 在 距 目 标 250 米 ，200 米 ，150 米 处 射击 及 
概率 分 别 为 0.1，0.7，0.2， 而 在 各 读 处 射击 时 命中 目 标 旺 
概率 分 别 为 0.05，0.1，0.2， 现 在 已 知 目 标 被 击 急 ， 求 击毁 . 
各 标的 燃 弹 是 由 250 米 处 射出 的 概率 。 


"好 
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P(A C}= PaA7yPCC)， 
P{BC) = PCB) PIC)， 


| 


又 有 
PeA BC) = PCAUBUC}=1- P(AUBUC) 
=1 -P(AY+tP(BY+ PiCY -P(AB)— 
=- PIAC)— PIEC)Y+ P(ABC)YY 
=1— P(AY—P(B}Y -P(tC}Y+ P(APB)+ 
+ PCA)P(C}Y + PC(B}YP(CY) ~ PCAYP(B}P(CY 
‘1—- PAW ~ PB ~ POC)) 
P(A}P (BB) PICC)， 
所 以 上， B， 必 相互 独立 。 
18。 证 明 ; 事件 ,An 相互 独立 的 充 要 条 件 是 
于 列 2 个 等 式 成 立 : 、 、 、 、 
A P(A 和 上: ~ An}y = PCA)PIA,): PA), 
其 中 必 取 A 或 Ai。 
十: 必要 性 , 设 事 件 A1 ,入 ，，…,An 相 有 独立 ， 用 妇 疯 法 : 
证 .不 失 一 般 性 ， 假 设 总 是 前 连续 m 个 集 关 , 取 A 的 形式 . 当 
和 一 工时 ， 
PF( 久 ,站 An)= PA, An) — P(AL A,) 
= POCA) PA) — POA) PCA) 
= P(ALP(A,)-.…P(A,), 
设 当 m = 时 有 
P(A ArLAk+t1'" An) = 
=POA) .PCAWP(ALL 1 An), 
风 当 m= 二 1 时 
P(A, - AryiAris An) = 


* 如 和 骨 ， 


此 





一 P(A, 机 人 全 En 
— PlA, 由 
= PA POAIPCAL, 2) P(A) — 
— PA P(ADPCALL P(A) 
= PCAL} POALCO ~ POALG OPCAL 2) POA,) 
= POA -PCADPC Arr POA a) P(A,) 
让 而 有 有 下列 引 个 等 式 成 立 ; 
PX, 入， A = PA PA PA), 
起 由 Ai 取 A1 或 A 
充分 狂 . 设 题 中 条 件 成 立 ， 则 
PtA,-..AW) = P(A P(A,), C1) 
POALAn- An) = POCA):P(A,- P(An). (2) 
* 站 人 太 a = 中 ， 


os PA -Ami1) = P(A -An AnU 由 1 
<1) + 《2) 得 
PCOA LAs) = POA PA 1), (3) 
向 理 有 
P(A 和 A 让 nm 1An) = 
= 了 (AD) - PtAs_s) POA- i) PCA), 
PCOALAn-zsAn-! An)= 
= P(A . POAn_2) PCAn-1)P(AS) 
两 式 相 加 得 
P( 上 pa An-1) = PCA) P(An 2)P(A,.). (4) 
人 <3) 十 《4) 得 


POA An a) = PADP(A,) P(A -2), 


si 4 
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- 靖 切 意思 。 

解 ，[ Ar 洋 事 件 A 二 第 上 次 试验 中 出 现 ”， P(AL) 

= 出 试验 的 独 立 性 得 ,人 而 n 深 试 验 中 让 玫 不 出 现 的 概率 为 

POA A, As) = PCAWIPCA, YY POCA,) 

= (1— ££)", 

于 是 前 1 深 试 验 中 ， 丰 至 少 发 从 一 深 的 概率 为 

1— PA, As :rr An)=1- (le -rl (n> ), 
这 说 明 洲 重复 试验 的 次数 无 限 增 加 时 ， 小 娄 率 事件 入 译 少 发 
生 一 次 的 概率 可 以 无 限 地 向 1 启 挝 ， 从 而 可 赭 成 是 必然 这 蜂 
上 生 的 。 

24。 在 第 一 人 台 车 床上 制造 一 级 品 零 件 的 概 弯 等 于 0,7， 
而 在 第 一 台 车 床上 制造 此 种 零件 的 概率 等 于 0.8， 第 一 去 车 
于 制 造 了 两 个 等 件 ， 第 二 人 台 制 造 了 三 个 零件 ， 求 所 有 淮 件 均 
为 一 级 品 的 袜 率 。 

解 ， 我 们 认为 ， 各 车 床 或 同一 车 床 制造 的 各 个 零件 的 好 
: 坏 是 相 筷 独立 的 ， 由 此 可 得 

P{ 所 有 零件 均 为 一 级 品 } = 0,8* x 0.7? =0,2509， 

25。 实 验 室 器 胃 中 产生 甲 类 细菌 与 乙 类 细菌 的 机 会 是 相 
得 的 ， 若 某 次 发 现 产 生 了 2n 个 细菌 ， 求 (1) 至 少 有 一 个 甲 类 
甸 菌 的 概率 ，(2) 甲 ， 乙 两 类 细菌 各 占 其 半 的 概率 。 

和 解 ， 利 用 p = 去 的 二 项 分 布 可 得 

P{ 至 少 有 一 个 甲 类 细菌 } = 1 一 P12n 个 全 是 乙 类 细菌 } 


=1-Cio( 寺 )"()?"=1- 2 7, 
= Ch) 人 3 


* 5 





。 地 灰 币 出 现 正 而 的 概率 为 P， 据 了 n 次 ， 求 下 刘 概 
村。 于 消 册 现 一 次 正面 ，(2) 至 少量 现 丙 次 正 虽 
和 解 ， 汉 上 用 二 项 分 布 得 
Pi 至少 出 现 一 次 正 面 } =1~ 了 P 了 {rn 次 人 金 部 出 现 反 闸 } 
Re 
FE 全 全 出现 两 次 正面 } = 
=1~ tl~ pCap(l- po) 
= 了 一 (1 一 pB) 一 npftl 一 PP)m !, 
27。 围 ， 乙 ， 估 三 人 进行 茜 项 比赛 ， 设 三 个 竹 千 局 的 概 
党 相等 ， 比 赛 规定 先 胜 三 局 者 为 整 扬 比赛 的 优胜 者 ， 洁 甲 胜 
了 第 --， 三 局 ， 乙 胜 了 第 二 局 ， 问 两 成 为 玫 场 比 赞 优胜 者 的 
慨 认 是 多 少 ? 
解 ，(i) 设 AA，B，C 分 别 表示 每 局 比赛 中 甲 ， 忆 ， 村 获 
和 胜 的 事件 ， 这 是 一 个 PtA》=P(B) = PC(C)= 半 和 草 多 项 分 布 
欲 因 成 为 整 场 比 赛 的 优胜 性 ， 则 需 在 未 来 的 三 次 中 ， 到 获胜 
三 次 或 在 前 三 次 中 ， 丙 胜 两 次 乙 肚 一 次 ， 而 第 四 次 为 肉 获 
胜 . 故 本 是 欲求 的 概率 为 


p= sot0i(3) (3) (8) + 
+ A(#) -六 + + 四 = 27: 


和 
正面 数 ， 试 求 两 人 搓 出 的 正面 数 相 等 的 概率 。 
解 ， 利 用 两 个 p = 去 的 二 项 分 布 ， 得 欲求 的 概率 为 


p = 全 P{ 下 所 出 让 次 正面 ， 乙 搓 出 让 次 正厅 } 


= 
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N_-2vn- /N- 
tn ) Cr) 
1 N22" N-2 N — 2 An 
WO- CEO D+) 
= + 了 (一 过 2 ” 
洲 i=1, 则 当 m = 2k 十 1 时 pn = 0， 当 m = 2 时 pa= 了 。 
洛 N =2， 哩 对 任何 ma 有 pn= 去 。 
若 人 一 2， 则 mpn = 二 《下 越 大 ， 收 就 速度 名 慢 ) ， 








32。 一 个 工厂 出 产 药 产品 中 庆 品 率 为 0.005， 人 任意 到来 
1000 件 ， 试 计算 下 面 概 宗 (1) 其 中 至 少 有 两 件 典 品 ; (2) 其 
中 不 超过 5 件 虐 品 : (3) 能 以 90 包 的 格 率 希望 广 品 件数 不 超 
过 多 少 ? 

和 解 : 利用 普 阿 松 和 逼近 定理 ，X 和 = 1000Xx0.005=5， 查 表 
二 算得 

P{ 至 少 有 两 件 废品 } = 


nn 


= 到 Ciooo(0.005)1(00.99571909- 


4 王 齐 
Fl 一 85 一 5e-5=09596. 
了 { 不 超过 5 人 性 废品 } = 


对 基 1 _ 
= Ciou0(0.005) + (0.998)1 "0 ~ =0.6160, 
1™ 1™ 
设 记 90 的 概率 希望 废品 件数 不 超过 k， 则 
k k 51 : 
2 Ctoo0od0.005)(0.995) Tt er Te = 0.90, 
| 1™ 


=。 5354。 





解 得 六 = 8。 
33、 东 交往 式 计算 机 训 20 个 终端 ， 这 些 终端 被 各 单位 玫 
立 操 作 、 使 用 率 各 沪 0.7， 求 育 10 个 或 更 多 个 终端 出 持 操 作 
解 : Pt 有 有 10 个 蒜 更 多 个 终端 同时 操作 } = 
= 呈 { 有 10 个 或 不 足 19 个 终端 不 在 操作 } 


t 
= C10.3) 1(0.7)29-1=0.9829. 


最 后 一 步 是 利用 教 本 P88 表 1 中 ps =0.3 一 栏 求 值 的 。 

34. 设 每 次 射击 打 中 县 标的 概率 等 于 0.001， 如 有 果 射 击 
5000 次 ， 试 求 打 中 两 阐 或 两 形 以 上 的 概率 。 

解 ， 利 用 普 阿 松 通 近 定 理 计算 ， 入 =5000x0.001=5, 
刚 打 中 两 弹 或 两 弹 以 上 的 概率 为 

p=1~— (0.999)°*?"— 5000(0.999) :59 x 0.001 
le -oe =0.9596., 

35。 扶 个 厂 有 7 个 显 问 ， 假 定 每 个 顾问 贡献 正确 意见 的 
百分比 为 0.6， 现 为 某 事 可 行 与 次 而 个 别 征求 顾问 意见 ， 并 
按 多 数 人 的 意见 作出 决策 ， 求 作出 正确 决策 的 概率 ， 

解 ， 设 A 表 事件 “ 某 事 实际 上 是 可 行 的 ” ， A 表 事 件 
#“ 某 事实 际 上 是 不 可 行 的 ” ，B 表 “多 数 人 说 可 行 ”B 表 

4# 多 数 人 说 不 可 行 ? ， 利 用 二 项 分 布 得 
POB| A)=P(B] A = BC } (0.6)1(0.4)"-!=0.7102 


所 以 作出 正确 决策 的 概率 为 
p=PCAYP(B | A)+P(A) PC(B| A) 
= 了 (ERBI AYCPCAY +t PCADI= PB A) =0.7102, 


+ SP» 
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让 -1 
p= O00 016)1C0,985) 0 +i- 0 80, 
i= 0 


出 于 k 们 不 夫 ， 有 
C100 EIO .015100 Xx 0.015 = 1.5s 
利用 普 阿 松青 近 定 理 计 算 ，*= 1.5， 于 式 可 以 写 戌 


- 室 5 e- la.5 20 80. 
查 表 得 当 上 -1=2 时 ，P=08088475 当 -1=I 寺 ， 了 P= 
0.557825,. 取 一 1=2， 上 =3。 所 以 一 人 宜 应 装 103 只 ， 才 能 保 . 
证 每 僵 中 有 100 只 以 上 好 和 杀 的 概率 趟 小 于 80%， 

41。 革 疫苗 中 所 含 细菌 数 服 从 普 阿 秘 分 布 ， 每 1 骞 乱 中 
平均 含有 一 个 细菌 ,把 这 种 冶 苗 放 入 5 只 试 符 中 ,每 试管 放 2 
毫升 ， 试 求 ，(1) 5 只 试管 中 都 有 细菌 的 概率 5 (2) 至 少 有 3 
只 试管 中 有 细菌 的 概率 . 

解 ， 每 一 毫 逢 平均 含 一 个 细 效 ， 每 2 毫升 合 2 个， 所 以 
每 只 试管 中 含有 组 状 数 服从 和 A= 2 的 普 阿 公分 布 ,由 此 可 得 

P45 个 试管 中 都 有 细菌 } = (1 ~e 5 = 0.4833s 
P{ 至 少 有 三 个 试管 中 有 甸 苗 } = 


着 
二 全 《1 一 ez)ife-z)s5-t=09800。 
4 


计算 时 利用 了 p= 1 - e- :的 二 项 分 布 。 

42。 通 过 某 交 叉 路 口 的 汽车 流 可 署 作 普 阿 检 过程， 车 在 
一 分 钟 内 没有 牢 的 概率 为 0,2， 求 宕 2 分 钟 内 有 多 于 一 车 欧 概 
于 。 

和 解 。 设 一 分 钟 内 通过 某 交 叉 路 万 的 汽车 数 服 从 和 ,的 普 限 


+ 


下 人 和光 着 =G21 一 0D2，= 一 1a0.2=T.6i。 
由 
加 信者 2 分 刍 内 多 于 一 - 计 的 概 吝 为 

Pleo t+ 3.20we :0,831, 

3 入 语 个 蜡 的 梳 这 服从 可 阿 枞 分布， 参数 为 *， 
价 拇 个 哮 变 沟 成 虫 的 概率 汶 p， 且 各 时 是 将 变 为 成 贝 彼此 问 
没有 关系 、 下 每 蛋 养 出 上 只 小 三 的 概率 。 
解 ， 党 语 产 i 个 好 ， 则 这 i 个 财 变 为 成 虫 数 服从 概率 关 
p，n=i 的 二 项 分 布 ， 所 以 
上 和 址 养 出 上 只 小 者} = 
-人 Fe? CE pill1—- pTE(C 人 Sm=i-k) 
pre-A Atm 

kt Ro ml 

14。 洛 已 知 t=0 时， 茶 分 子 与 男 一 分 子 砍 撞 ， 叉 知 对 
性 体 t 这 0 和 At 法 0， 洪 不 管 该 分 子 在 时 刻 t 以 前 是 否 遭 受 磁 
接 ， 在 Ct,t 二 AAt ) 中 遭 到 碰撞 的 概率 等 于 和 At 十 oC(At)， 试 
求 该 分 子 在 时 刻 + 还 没有 再 受到 碰撞 的 概率 . 

解 ， 设 s = {该 分 子 在 时 刻 s 还 没有 青 受 到 辜 撞 }， 则 

1 一 PCIAT)7 = ACATY + OCAT), 

Ptrtt+A7}= POC)POAT)Y = PCT — AAT— OAT)), 


(1-p)m= Apter, 





Pit+AT)y -PTr) Pirtyo(ArT) 
A Ar 


令 ATt 一 0 得 


dPrry 上 P ~ 
a dz - 一 — Dir), Pier) 一 一 各 


。 本 





:积分 得 
Plty = ce ht 
- 当 Y0 时 ，PIT) 一 1， 所 以 c=1， 从 而 
P(t} =e-*7™ 
*45。 利 用 概率 论 的 想法 证 明 下 面 恒 涯 式 ， 
MM N+k 1 
| 
k=0 长 ) 


25， 
证 : 可 利用 媚 纳 赫 民 问题 证 明 . 某 数学 家 带 着 两 傅 火 柴 ， 
:每 次 用 时 他 在 两 盒 中 任意 抓 一 盒 ， 从 中 取出 一 很 ， 央 此 演 续 
.地 抽取 构成 了 一 操 p= 去 的 风 努 里 试验 .假定 最 初 每 盒 火 柴 
-恰巧 包含 N 根 ， 我 们 考虑 ， 数 学 家 第 一 次 发 现 空 盒子 的 时 
刻 . 在 那 一 时 刻 ， 另 另 一 旧 人 办 于 能 全 有 fr 为 0,1,…,N 根 火 
柴 . 设 从 第 一 盘 中 选 职 为 “成 功 ?” 。*Y 当 发 现 第 一 盒 * 荣 空 
时， 第 二 盒 中 尚 有 + 上 根 炎 紫 ” 这 一 事件 ， 等 价 于 “ 褒 五 关 一 
次 失败 发 生 在 第 和 N+1 次 成 功 之 前 ”， 这 个 事件 的 概率 为 
f2N -rr+lN+li ,去 )( 砚 巴 斯 卡 分 布 ) 。 考虑 到 两 意 淡 柴 
.所 处 的 地 位 相 局 ， 可 得 事件 “发 现 一 盒 空 ， 另 一 便 中 尚 有 上 
: 根 火 紫 ? 《〈《 记 为 Au ) 的 概率 为 
2ft2N -r+i1i;}N+1, 志 ) = 


-2 人 "am = Cv )ew. 


3 取 0 到 N 的 诸 事件 A, 之 和 显然 是 必然 事件 ， 由 此 可 得 


珊 边 周 委 入 健 并 利用 组 合 性 质变 形 得 
:2 





2 一 上 
Nr 


- 令 N -r=k， 并 注意 到 对 应 rf 从 0 变 到 N, 而 上 是 从 N 变 到 9， 
即 得 要 证 的 等 式 


忆 N + 
2( 2 
“46。 通 过 构造 适当 的 狂 率 蜀 型 证 明 ， 从 正 整 数 中 随 性 
:好 选取 两 数 ， 此 两 数 互 素 的 概率 等 于 67r: 
证 : 任何 一 个 非 夺 的 肯 然 数 ， 缘 可 唯一 地 (不 计 次 序 时 ) 
分 解 为 素数 的 笋 积 ， 要 证 两 数 互 素 ， 只 需 验 证 这 两 叛 没 有 公 
共 束 因子 就 行 了 .为 此 ， 把 素数 排列 为 pi 过 Pp;: 之 …， 对 任何 
tsN( 自然 数 ) 定义 事件 
Ayst = {在 1,2-…,NN 中 独立 地 取 两 整数 5&1, 与 不 
公会 因 于 PipePe。 把 所 要 求 的 《事件 ”的 概 计 定义 洲 
lim (lim n PCOANst)), 


为 计算 PtAy,t)， 定义 
1T1. 加 = 了 P11 自 1,2,… 要 中 独立 地 取 两 整数 ET 它 


11 
们 有 公 因 子 Pi ， Pp. , Pi 上。 


ln"**y 


史册 事件 容许 机 容 的 和 的 概率 公式 得 


) 77 NM- 7! 一 29, 


EL 
_ 。 Tt 
P(Aw,i y=1 1 +{(— i)tmis, tw 


{1 
显然 有 二) .,..; = (RN/p;,... Pji, ) ” 





1 - 1 
(5 一 Dp N) 1; 1 <( 3 一) “ 
Ti， It ! : 11 IE 
天 琵 
~ : 2Ct 
ee 


的 Ai 本 a 
1 i < it pt" Pi 





< nm ,i 
lt 1! 
1 
< 之 -一 一 一 一 。 《2 
1 < Pi ** Pi 


《2) 式 左 端的 2C8E7N 的 来 由 是 ， 








( 1 和 > 1 1 2 
. .NA TN Pp. pp. 
Pi Pi pi pi oY Pil? 








t 1 1 2 和 
1 和 
-1 p? ti pz p? ， 
<P(AND 瓜 
: 1 L 2 < ra 
一 一 + :一 一 一 Ct (3) 
3™= pr tm} I 1 pz p? k=™1 


4 


在 (3) 中 令 和 NN->oo 得 











+ 1 
lim P(AsD) =1-B + 位 一 
Hp oD i= 4 pe tr Yi 1 pz p? 
: 1 _ 
(-1) = 下 (1- —t-- 
Pi… pt 


-再 令 t->oo， 并 利用 歼 曙 隙 数 5(2) = fr 参看 华 罗 康 落 “ 数 
论 导 3I” p236， 225 ) 得 ， 欲求 前 概 率 为 


tmc lim PCAwD= I 1- -1 )= £02) = 
i» pr 


47。 某 车 间 宣 称 自 己 产品 的 合格 率 超过 99 关 ， 拉 验 人 员 
从 该 车 间 的 10000 和 位 产品 中 抽查 了 100 件 ， 发 讽 有 两 件 次 品 ， 
能 否 拓 此 必定 该 车 间 谎 报 合 将 率 ? 

解 : 侵 设 产品 合格 府 了 之 0.99， 不 妨 民 B=0.99。 瑰 内 
10000 件 中 负 100 件 ， 可 况 为 交加 抽样 ,而 100 人 产品 只 次 品 从 
数 服 从 二 项 分 布 ， 潭 用 普 阿 朴 带 近 定 理 得 ， 次 品 件数 不 小 于 
械 件 的 概 府 为 

p=1—- 0.99)190 一 190X0。01X 人 9988 

SST-e li-e l=0,2642. 
此 非 小 概率 事件 ， 所 以 不 能 据 此 断 定 该 车 闻 懂 报 合格 率 , (和 注 
意 ， 这 并 不 代表 可 的 隆 断 定 ， 该 车 间 没 有 慌 报 合格 宗 。) 





第 三 章 随机 变量 与 分 布 函数 


本 将 内 容 ”随机 变量 及 其 分 布 ， 随 机 向 量 ， 随 机 变量 的 : 
独立 性 ， 随 机变 量 的 函数 及 其 分 布 。 


1, 直线 上 有 一 质点 ， 每 经 一 个 单位 时 间 ， 它 分 别 以 概率 . 
P 及 1 -~P 向 右 或 向 左 移 动 一 格 , 着 该 质点 在 时 刻 0 从 原点 出 
发 ， 而 且 每 次 移动 是 相互 独立 的 ， 试 用 瑚 四 变量 来 描述 这 质 - 
点 的 运动 《 以 Sa 表示 时 刻 n 时 质点 的 位 置 ) 

解 ， 令 En 次 在 mn 次 移动 中 向 右 移 动 的 次 数 ， 则 了 5。 服从 、 
二 项 分 布 ， 

P{én=k}=Cs pC ~p)™Y, k=0,1,.,n 


所 5. 表 时 刻 a 时 质点 的 位 置 ， 则 
Ss= En-—(n-—E)=28,—n, 


的 分 布 列 为 
( 0 1 2 > ” 
《1 一 p)na Cnhp(l-pb)n Cap lp) YY 1 p * 
Sa 的 分 布 列 为 
( 一 二 十 2 -n+ … " ) 
《1~p)n Clp(ll-p)™! 人 2p2C1-pyn 2 bm 


2. 设 为 工 努 里 试验 中 第 一 个 游程 (连续 的 成 功 或 失败 >》 


“GF * 


的 长 ， 试 求 在 的 概率 分 布 。 
解 ，P{E=1} =P{ 失 成 }+ 了 Pt 成 失 } = pq+qp， 
了 入 = 好 = 工人 失 失 成 + 成 成 泉 上 = pp9 二 49P 
=p 9+9 Pp 
所 以 的 概率 分 布 为 
PiE=k}= PE 十 可 xD k=1,2,-. 
3.。c 应 取 何 值 才能 使 下 列 函 数 成 为 概率 分 布 ，(Df(k》 


EF 
= 六， k=1,2,.,N; C2)itk)=e i k=1,2. A >0, 





计 
解 ，(D 1 = f= NN, “c= 1. 


k 
(2 1 -< 茹 语 - -etex-1， “c= 《ex 一 1 。 


4. 证 明 函 数 TIx) = 去 ex1(~eo<xc<eco ) 是 一 个 密 : 
度 函 数 。 
证 ， f(x) 守 0， 且 


ftwax = 全 -eax= {erax -= _er-x 


三 ’ 
fr) 是 一 个 密度 函数 。 
5 . 若 的 分 布 函数 为 0104) ,有 求 上 落 在 下 列 范 围 的 概 : 
率 ;(1) 《6,9)5 《2)》(7,12) (3)《 13，15) 。 
解 ，(1) P{16<#<-9} = 
=P{ 志 (6 一 1 从 过 诗人 一 10) 之 去 (9 一 10)} 
= P{ 一 2 之 言 (5 一 10) 之 一 和 专 } = 
= 中 (一 二 ) 一 中 (-2) = 0。285788。 


< 


四 


上- 





《2) 卫 {7<E< 112 二 卫 去 (7-~107< 忆 机 (人 -100) < 所 去 (12-107 上 
= 忆 { 一 了 吉之 吉 ( 一 10) 之 1} = 电 (1) 一 中 (1 去) 
=0,.774338, 

3) P113<E<15} = 
= 卫 世 可 (13-10) < 杰 人 E-10)< -去 《15 一 0 
一 情诗 喜 < 必 二 人 E-10)7< 2 二 = 中 2 十 ) 一 中 (十 ) 
=0,.060597, 

6. 浒 玉 的 分 布 国 数 汶 NIK60， 9) , 求 分 六 ;Xs 使 
& 落 在 (-coyxi)y (xiyxs)y(xayxs)y (Xs) (X00) 中 
的 概 康之 比 为 7:24:38:24:7。 

伺 ， 7 +24+38+24+7=100,P{E Xx} = (100-7) /100 
=0.93, PIE<xa} = (7+24138) /100= 0.69, 酝 表 得 中 (1 ,5) 
xi0.93， 加 (0.5) s0.69。， 团 题 设 得 

中 (x) = 下 { 表 (5 一 60)< 栖 (一 607 = 一 下 和 < 了 
今 X 二 讲习 一 60) = 5， 解 得 y=64.5， 半 xx = 645 记 ? 称 
生 往 x =60--(63.5-60)=55.5。 如 令 二 (7 一 00) =0,5, 解 
得 yr=fli.5， 即 xs=61.5。 几 对 和 孜 性 得 zs =60-(61.5 一 和) 


出 
Lh 
心 各 
学 


7 车 E 的 分 布 函数 为 N(5,4), 求 a 使 ; 
(VP{E a) = 0.90;(2)P{ |e 5 >a} = 0,01, 
盘 ， (1) 中 41.3) = 0.90， 侧 P{E<a} =P{i 妈 (E-5) 之 
本 (aa -56)} = 四 (去 (a 一 5))， 令 十 (a ~5)=1,3 解 得 a=7.6。 
{2) 由 P{lE -5 >ay=0.01 得 P15 -5>a}=0.0035, 
从 而 P{ 击 (一 引 志 寺 a} =0.995， 丽 中 《2.6) = 0.995 所 以 
二 A =2,.6， B=5.2, 
8. 设 F(x) = P{Ex}， 试 证 F (x) 其 有 下 列 性 质 ， 
1)? 非 降 (2) 右 过 续 ; (3) FC~e)=0, F(t+o0)=1, 


“i 





证 ;fly 设 区 DECKE2) 一 下 《区 1) =P{x, < Ex 0y 
Px) FOr) 疾 降 。 
(2 证 xX< ee<Xa<Eat<ce<TI<Xo Xiy xx 由 概率 
等 本 加 性 得 
P {Ux ECx)} = Ptx<E<Sxoj 


:18 


Flix —- Fixi,1}I = Pir) -Pix). 


Fe 


内 此 得 FIxo) 一 FD = limcP (lx) ~ Tern)), 
也 -3 
xinmEtxay=Fz+oFz) 右 连续 。 
也 一 CO wt 
(3) 1=Pi-ocEcols on En +1)} 


= SF nti ~ Fn) = limFn) ~ lim ny). 


一 口 思 一 已 rc mM- 


出 单调 性 得 limP (x) 声 limF C0) 均 存在 且 有 穷 ， 由 0<F Cx) 


< 大 1 及 上 式 得 PFC 一 cs = 0 HH(20)=1，。 
3 . 试 证 : 若 王 1E<Xo lL ~ P{E>xX .1 一 &， 则 
P{x, Ex 1- (a+P), 
证 PXTSE<ASXK2 二 了 人 sx -PlE<X,} 
=P{iE<x} 一 《一 下 人 Xi 
= PlE<x,}+ PE2x1} -1 
-B+ -1=1- (+B), 
不 等 式 成 并 ， 
10, 设 短视 变量 上 取 值 于 50 1]， 著 PTxs8<7} 只 与 长 度 
了 一 - 工 有 闫 (对 一 荔 0<x<y 科 9 , 斌 证 服从 50,1] 均 名 分 布 。 
证 法 一 ， 定义 
在 





0 ， xc 一 cy0] 
ro- PIOSE<xX}, xXED,1) 
1 ， 入 二 《1.co) 
上 则 F(x) 是 5 的 分 布 函 数 , 由 题 设 得 ， 对 任 党 2xX C01 有、 


PIi0SE <x} =PIKSE<2x， 即 有 PT0OsSE< 2x = 2P{0<&E 


< xj 了 由 此 得 F(2x7 = 2F (x) ,逐一 类 推 可 得 ， 者 nx€ [50,1)， 
则 Flnx) = naF(x)， 或 者 土 F(x) = F( 到 )， 从 而 对 有理数 


-四 -.， 若 并 x 与 x 都 属于 C0,13, 则 有 F(x) = 时 了 (x), 再 由 


F(x) 的 左 连续 性 可 得 ,对 任意 无 理 数 a, 洒 ax 与 x 都 属于 


0,1], WF (ox) = oF (x), 
因为 区 间 [0,1) 与 C0,1) 的 长 度 相等 ， 由 题 设 得 
Fo) = 了 10< 妇 81 = PI0SESI} = 1, 
由 此 及 上 般 证 明 得 ， 对 任意 x E00,12 有 Px) = xP(1)= Xr 
部 下 (zy 为 
0 ， XxX 从 
F(xy -| xX， 1 
1， Xx>1 
E 服从 C0,1] 上 均 句 分布。 

证 法 二 : 如同 证 法 一 中 定义 的 分 布防 数 F(x), 由 F(x> 
单调 知 它 对 00,1] 上 的 L- 油 度 几乎 处 处 可 微 ， 设 x ;x: 万 
{0 ,1), 当天 二 大工 EC013 Ci= 1 ,27 和 ， 由 题 设 得 

F(x +Ax) -P(x)= Px + 人 x} 
= Plx: ECX + 人 x} = F(xs + Nx) — F(x,) 


等 式 两 端 都 除 以 各 xzx， 再 令 人 zx 一 0 可 得 ， 由 F’(x1) 行 在 可 


推 得 F' (zs)? 也 存在 ， 而 号 F" (xs) =F'(z。 从 而 对 任意 


xE0,1) 有 F'(x)y 二 6c。 当 XE€00,1] 时 显然 有 F' Cx) = 00。 一 - 


ep 


2 








点 的 长 度 为 0， 由 题 设 得 P{E=0}=P{E=1}=0, 由 上 所 述 
司 知 5s 是 过 续 型 随机 变量 ，F’' (x) 是 其 密度 函数 ， 从 而 定 出 
c= 1. 至 此 得 证 三 服从 [0 1 均匀 分 布 。 

*11。 洲 存在 四 上 的 实 值 函 数 Q00) 及 DC) 以 及 T(x) 及 
Stx)， 人 使 

fo(x) = ex Txy + DD) + Sx)}, 

则 称 4fg，98 毛 但} 是 一 个 单 参 数 的 指数 族 。 证 明 (1) 正 态 分 布 
Nm ) ;已 知 mo。， 关于 参数 9; (2) 正 态 分 布 订 (go:)y 
已 知 0。， 关 于 参数 mm， 《3) 普 阿 楼 分 布 BE) 关于 部 是 一 
个 单 参数 的 指数 族 ， 

但 [0,91. 上 的 均匀 分 布 ,关于 9 水 是 一 个 单 参数 的 指数 族 。 


_ 1 _ (x-mo)? 
证 ; io) = exp { S03 } 





=exp| -sr-mo)ln do} 


{XxX-m,)” 


=exp| -ot lng-ln Vas} 


车 令 Q(o) = -1/(26:),T(x) = (xmo)2z Do)= 一 tnoy 
St =-ln zx 则 有 

ftx) = eptiQCOTCE + Do) +S(r)} 。 
这 就 证 明了 正 态 分 布 Ntimo ,0 ) 是 单 参 数 o(o 汪 0 ) 的 指数 


族 ， 
(2) fa(x) = -exptt - SS 


of TIT — 2mxr+m:’ 
一 一 “一 一 一 一 
昌 立 可 


打 
=exp { 一 tin—— i } 
: J 200* 00 2 oo 


” 





沙 令 QIm)y = mjag,?， Tx}y=x, Dfmny= 一 相间 /ai ， 
NK 1 
SCx) = 2 + ln rg 5 ， 出 
mx 一 exBp{Qtm2TCz) + DCm) + SCx)}, 
于 以 正 态 分 布 N(m，og。”) 是 单 参数 (一 oo 之 m<co0) 的 指数 
旗 。 
入 全 
C3) PlksA) = re *=expiklnA—A— Ink!}, 
阁 令 QA = tnh, TOE}Y = 下 DOA) = A, Stk) = -inkit, 
则 p(kyA) = exp{QO) TO) + DO + Sk)}, 
所 以 p 人 ksA) 是 单 人 参数 和 (人 > 全 的 指数 族 。 
《4) 关于 [0 上 上 的 均 与 分 市， 其 密度 国 数 党 
1 co 2{ Ve 0 
0 ，x 交 或 x 之 洛 
了 ot 是 定 导 在 一 局 过 Xo9 的 画 数 ， 由 于 它 是 x 的 从 三 次 未 
的 蜡 浇 ， 所 记 沪 法 写成 形式 
fotx) =exp{OQOY TY + D0) + SCx)}, 
政 fotx) 美 于 不 是 一 个 星人 数 的 指数 沪 ， 
12. 定 光 二 元 函 党 
Fox,y)=1{ 1l, x+y~>0 
各 ， 工 十 了 < 。 
验证 此 国 数 对 每 个 变 元 莫 降 ， 赤 连续, 甩 满 是 (2.6) 友人 人 27)9 
但 无 法 使 (2,5} 保 持 非 负 ， 
证 : 分 别 对 奖 定 的 xu 和 yo 得 
FOxosy) = | 1 ， y >— Xo Fox,yo) = lx >-—yo, 
0 FR Xo 0 EYo, 
出 上 式 显 然 可 得 P(x,y) 对 每 个 训 元 非 隆 , 左 连 续 , 而 且 满 足 


P+ 


《2 .6) 瓦 (2.7)， 周 FI 一 c 77 = 0, F(x,— eo)= 0,， 
F{l:co,:03 ) 一 1 ， 伺 沫 

Ft) -B10 ~ PDs1)+F 00 一 —1» 
这 说 昌 阁 刺 ail 二 89 二 0 ， b=bs = 1 时 (2.5) 式 不 成 开 。 PEE 
F(x sy) 不 是 分 布 函数 ， 

一 “+ Yt 2 sh A ph . 

13 试 证 了 xoy) =ke (3X “25xy* 7 》 为 密度 函数 的 
充 要 条 华为 8 之 0,c 之 0,b* 一 ac<0， k = ac-b’ fr, 

证 ， 必 村 性。 

| f(x,y)dxdy = 


b ac—b? 
-a (x+y) -~ 


=| ke = 让 dxdy。 
b , b 、 
念 则 = 工 十 评 y， v=y， 得 了 =Yy X= J=1。 设 


_bhb? 
_ ac-b ,> 


[se ju Jj- 3 dv 


1 


| f(xsy)dxdy 


一 1 . 
于 积 分 收效 ,必须 a>0， (aC ~ by/a>0, 由 于 得 应 有 ac-b :> 


co uz _ 
0 以及 c>0. 利 用 | se ” du= WV 可 得 


- 
i 





"PP 





k= Vac /nr 
办 而 题 中 所 列 条 件 全 部 满足 。 

以 上 诸 步 可 道 排 ， 充 分 性 显然 。 

14. 攻 f(x)、f,(y) 为 分 市 密度 ， 求 为 使 人 f(xy) = 
了 (xy f(y) + h(xsy) 成 为 密度 瑟 数 ,h(x 7) 必须 而 卫 只 需 
满足 什么 条 性 ，。 

解 ， 设 fx,y) = 了 f(x)f,(y) +h(x,y)》 是 密度 消 数 ， 则 
由 fx 7 了) 之 0 得 h(x yy) 2 一 CX) 7 。 又 

f(x,y) dxdy = ff coopadx| fr)dy+ 


+{| hs,y drdy = 1 +| h(xsy)dxdy, 


所 以 应 有 | 有 h(x,y)ydxdy =0. 

入 之， 若 hir, 了 这 一 CX)f5C7)，htx,yY) 可 积 且 
1 h(x,y}dxdy =0, 显然 有 f(x,y)?Z>0 且 ||fCx,y)dxdy = 
1, 即 fx,7)? 是 密度 函数 。 

所 以 为 使 fxzy7) 是 密 庶 函数 ，htzy) 必 须 而 且 只 需 满 
是 hr) > -fi f(y) 且 azyz)dzdy=0， 


15, 若 (,W) 的 密度 函数 为 
ry): _ {Ae 。 ， X 0 了 1 
心 ， 其 它 


斌 水 ，(1) 常 数 点 《297PTE<2m<1Hz (3) 5 的 边际 分 布 ， 
(A)P{E + Ho} C5)fex ly (0)P{E<2 N11}, 


(1) oa 
和 站 


嘱 大 -本 二 





<2) PS<2,m<= | 2e-23dx erdy 
=-(~e* | -er | )= -ed 0 -e-). 
(3 六 的 边际 分 布 。 当 xl0 时 ff(x) = 0; 当 x 计 0 时 有 
fe (x) = | 2e- 2xe~7dy 一 2e-2x 
之 名 一 坚 
DP{E+n<2}=| 2e-*=dx| e-Ydy 
自 Db 


= 2e 《一 2°}ydx -| (201201n) dx 

= (1 一 e-4) +(2e-1 一 2e-2)=1+e-4-2e-z= (1-e-2)2. 
《5) 当下 之 90， 了 之 0 时 f(x | 了 )》= 0 当 x>>0，y>>0 时 有 
tx |) 一 -一 一 > f(x yy) _ eT SY) 


2 一 生 坚 
focyy e™7 2 。 
rh 
《6) Pin<1} = dy | 2e- r+ dx 
br] 


= | e-Y dy| ae- :xdx 
0 0 











=—e™Y =]1—6e° 1, 
斌 用 (2 的 结果 本 得 
— PiE<2MN<1} 《1-e-4)(t-e-1l)》 
P {E<<2 Im< t+ < = Te 
= 一 ee 


T6。 若 * E 人) 服 具 二 元 正 态 分 布 ， 参数 a， byaia + sy 
杞 DA) 记 下 面 椭 夺 的 内 部 


(x~a)* 2r(x— My -by (7 一口) a 
本 | Ts J 


试 求 P1(5,1) EDG)}. 
解 : 作 变 措 , 令 x -a=pcosb,y ~b=psin9, 则 | =p， 


Lt 








粒 辑 区 越 为 
-Cos Srstinbccs sin ft， a 
GE GC, Get 
cos i 2rsingcesb © sin?B  . 
二 L， FT 一 | 十 “- 他 > 3 = 他 
则 p= 和 A/s， 且 
i _ 1 
PitE Nn ED = 9r og Tr: ~ 
2 -Fy pS 
x[ wf pdp 
Tx 
S: pp? A 
可 Lo 2 5 
x | EE ~ 2 {1-r?) ”de 
。 1 
-Zt r”) | 
人 
一 时 仓 
“: 元 (1-e ), 
1. 270192 
| so 3? 和 = vl-r” 1 
“exrp {~ scr5} 


ws P{(E, nm) EEDA =1 
47. 证 明 多 项 分 布 的 边际 分 布 仍 是 欠 项 分 布 。 


证 ， 设 多 项 分 布 为 | 
Kr! , 


P {Ei = ki Er kr = 上 1-…… 1 
] 0 > k= 1 p=1, 2) 
二 到 上 i™ 


E 空 生 = 





利用 ( 2 7) 可 以 把 上) 改写 成 
P 全 kr = . 
nt K ， 本 ki ; 


ET 9 | P,_, * 


x {1—pi—"— Pr-1? nk kr-: (3> 
内 边际 分 布 的 定义 并 把 ( 3 代入 得 
下 

一 ] 下 一 上 ，…， E 1 = kk :} 

k, + "+k kr 0 

nipki... pole- 
二 
ilk nk ok}! 


Yar 


A (nk et kk ~ 
ks; = Kr tn—k kr )! P_, 
x ke ke) 
由 二 项 处 定理 得 
ee :=kKr-s}= 
一 nl pki, p Er- x 
EE “Kk: TO 一 —* kr 四 1 工 一 和 
x (1-pi- eps a) 1 Er (全 


把 (4) 与 人 3) 比 较 知 ， 边 际 分 布 仍 服 从 多 项 分 布 。 多 次 葵 
推 可 得 
k, 
Pi{é, = = 训 TCGCETT p, (1-p1) 


从 而 知 任 八 边际 分 布 均 服从 多 项 分 布 ( 包括 二 项 分 布 》 
18. 设 二 维 随机 变量 (7 ) 的 联合 密度 为 


n=-k 1 


vA 





-。 -r 1 - ki-1 E21 一 了 
下 信人 了 (KE ) 所 《了 —) © 


kK 的 这 际 分 布 ， 
租 ， (7)5 的 入 这 隐 室 : 
持 ， 注 坟 积分 也 移 先 二， 香 


、 cy , ydy = 三 
D(x) = {psy Y= 下 (EECE。 7 六 


x xki lcy x) ks-1 ce Ydy( 令 y-x =+) 
ki1~1 Cy 1 
__ Koi rt 
= FE TE 上 t ce-Te-tdt 
xi 
Lk,) 


《2) 人 的 密度 函数 为 , 当 y 委 0 时 pa(y)= 08 当 7>0 时 ， 


pnfCy7y> = | nlx,y)dx 一 


k ,-I 长 :一 1 了 


了 1 
-| ros ™ (yx) ® ox 
-你 =yt, 当 x = 0 时 t=0, 当 XxX = 了 时 t=1, 所 以 
已 一 了 - 攻 一 ks—1 
Pry) TEITOEI YY 


x | t kl -tykz-lydt 
昌 


长 + 长: 一 1 a-Y 
k 
EY MC ke ) 


这 


“= 


yt kley TT 


着 一 一 一 


= TK) Tk,*k,) 


1， 当 zpedx)=00 当 x 0 


上 央 中 几 到 BB- 函数 与 让 冰 数 的 关系 式 ， 

19, 若 f1 (x) ,f(x),fs(X) 是 对 应 于 分 布 辐 效 F(x)， 
(x), 下，(X) 的 密度 函数 ,证 明 对 于 一 切 &(-1< 之 a 之 1), 下 列 
了 滞 数 是 密谋 还 数 ， 且 其 有 相同 的 边际 密度 六 数 f (x) ,f(x)》， 


[st x) 
f(x ,XTa) = (x (xo Es (x {loac2eF (x1)-1) x 


xT2Fotx2)-1I* C2 (x )—1)} 


证 我们 有 
OFX 12F(x)-lS2-1l=1, 


代入 fat X32sXs ) 的 表达 式 得 


fx Xs Xs) 0 


(1 


- 冯 有 
全 C2F (Cx)~1f, (CX1) dx = 
= EH 


= 人 |- [2F(xD-1] dE:(zi) 
=[LPF, x)—F (x)) 六 三 人 

mm 
| f(x ,xs Kdx ,dxidry = 


Shy Co 9 
-| fxdz fsx)dxs| fs (xs)dx, 


得 《17，(2) 知 fwdxiyxiyxs) 是 密度 男 数 ， 用 与 上 面 类 
所 的 方法 计算 可 得 边际 密度 函数 为 


Jee Xa) dx dx =f, (I1), 


时 他 癌 由 


作 fsex zsyxsdaxiaxs ftxs), 


Nee ,xa, x dx dx, = 4.x,) 


20. 全 与 1 是 相互 独立 的 随机 变量 、 询 服从 开 何 分 布 
gtk,p)=94* 'p, k=1,2,.". 
令 5 = maxftsy mn) 试 求 (1 人 人,E 的 联合 分 布 : 【2 沁 的 分 布 ; 
《3) 关 于 5 的 条 件 分 布 
解 ，(1) 为 求 (t,E) 的 联合 概率 分 机 ， 分 别 考 虚 下 列 三 
种 情况 (i 这 人 其 中 利用 到 独立 朱 ，、 
(a)1= 卡 、 


k k 
Pit =k, =k}= PI US=k,n=i}=?{S =k,n= 站 
ji- 1 


k 工 

.L 上 = 口 1— = 

= 之 入 1 = pt (i-ary 
4™ 和 


《Pb7i< lc ， 
了 全 = 站 ,二 = 和 = 了 (人 人 =1 习 = 上 二 了 QQ 
《ci>k, 

{C=k,E<i}= 中 ,Pie=k,S=1}=0 
《2 因为 E= max(5 ,1 ,成 以 


_1 k 
{=k = UE =i n= kU Ue- n= 


Pit=k} = P=i, nk}+ PE-k, ne 
E= ml 


k-] 
-总 
i™= 


Lk 
20itk-2 七 ™Y kt -2 一 
P 9 Pa 


- 届 行 





kl 1_0k 
= pqk-! 人] = 2- pa 


1 一 六 
‘k=1,2,...) 


BP{E =ilt = k}= Tb 








PE (2d qe) “2g 


i>k,(i,k>1) 
21.《1) 若 (8 ,0) 的 联合 密度 函数 为 


{(x,y) = {7 OxEl, 0<yEl 
0， ”其 它 ， 
* 河 E 与 是否 相互 独立 


(2) 若 (E11) 的 联合 密度 函数 为 


g(xsy) = BX Oxy, OyEl 
0， 其 它 
问 & 与 1 是 否 相 互 独 立 ? 


解 ;(1) 边 际 分 布 的 密度 函数 为 , 当 xz EL0,1DJ 时 f(x) = 03 
当 0TEl1 时 ， 
f(x) = 全 f(x,y}ydy = {4x7dy 二 Xx 
一 安富 必 
" 笛 理 ， 当 y Ef0,1] 时 fo(y) = 0 当 0<<y<<1 时 f9(y) = 27。 
(Cx) =fe(x)fn(y)， 所 以 5 与 独立， 
《2) 边 际 密度 函数 为 ， 当 x E50,1] 时 fe(x) = 03 
当 0<F<1 了 时 ， 
fetr) = | 多 ( 工 ; 了 ) dy=| Sxydy = 4r(1-x*) 
= Ce 时 - 


当 了 EL0;1D 时 (7F) = 0， 当 0<y 之 1 时 
" 册 半 





oo y 
{C= | exo)dx= | BF¥UX = Ay? 
on ， 
在 区 襄 0<x<1:0<7<1 中 殉 衣 gx 7 天 下 (zx) 和 (7)》 局 以 
与 3 不 独立 ， 
22. 设 (0 的 联合 害 底 牙 数 为 


OERXEZA 
+ 。 ls -i Ev Tt Lt 
pis Cli—sinxsinyYsinz), 有 二 -了 xs 工作 
0 ， 让 它 


试 证 Sm 两 两 独立 ， 但 不 互相 独 案 ， 
证 : 当 Ds<sx<2m， 和 SYS23H 三 全 的 租 合 分 布 害 - 


更 为 
2 1 
9 基 了 了 -| » gn? 《1 — siuxsinysinz}dz 


人 学 1 


工 - a 
一 1 二 - 一 $inxsinv iC— cos ] .- 
[sa 3 ?1 ), 4 i 


其 全 pan(xX0y) = 0。 当 0 谍 区 态 27 肝 ， 
名 而 2 1 . . , 1 

pi(x) -| dy | ans (lsinxsinysinz)dz = 3 
其 余 ps(x) =0。 让 于 mi, 三 岩 在 密度 图 数 航 表达 式 中 所 处 
地 位 杠 同 ,页 得 当 1 和 < 委 X 委 230<zS2T 时 ，pEt 人 yz)》=1A 4 1 
0Ky CI O02EINN, PHY :2) = 1/4r* ;0KY C2AN, 
poty) = 1/27n 当 0szs27 洒 ,pr(z)=172x3 在 其 余 区 域内 ， 
诸 边 际 窒 度 测 数 声 取 0 信 .由 于 ping(X,7)=Ppi(X)py(7》， 
PstXs2) = PECXIPH(Z) PROT Z) = pqfty)PI2) 3) RE ,nC 
黄 独 立 ， 但 当 0< 之 x 之 2x,0<y 之 27,0 之 zx<2x 时 有 
pxyy，z) 扎 PE(x)po(y)pr(z) 败 El 不 相互 独立 ， 

23. 渤 (5 是 有 联合 睦 谋 关头 


- 风 呈 - 





卫士 习 
-| <1, yl < 


0 ， 芋 它 。 

斌 证 与 mn 不 独立 ， 但 疆 与 让 是 相互 独立 的 

证 : 当 | 之 1 时 ， 

pitx) = 人” px,y)dy= | J dy = 证， 
其 全 piCx) = 0. 辣 理 当 |7| <1 时 ，pn(y)= 去 ,其余 poCy)》= 心 
当 0< 人 之 1,0 之 | 之 1 时 有 P(x) 于 Pa(x)pn(7)， 所 以 
与 7 不 独立 ， 

现 试 通过 分 布 国 数 玉 证 5 与 全 独立 ,5 的 分 布防 数 记 为- 
F(x)， 则 当 0< 之 x 态 1 时 ， 

Fi(x)= Pili:cx}= PI-v x CE < x} 


PIXY)= 


— X22 
同 理 可 求 得 1 的 分 布 遂 数 F,(yY)， 得 
0 ,XD ‘0, yO 
F eh Fity)=、w 7，0<7 了 所 1 
1 ， xD t 1 , yl 


《E21 联合 分 布 函 数 记 为 F(X,7); 则 当 0 坟 xX 筷 1,7 党 1 时 
Fs(xsy) = PE?<xon y= PE Cx} = 
同型 得 当 Csy < 时 让 (x3) = ws EX 

01H 
Fa(xsy) = PE*<x Ny: <y} 
= 了 -wz <E<CV RD -Vy<n< wy 
-| x ds | dt = xy 


1 





0 ， XO 或 了 和 0 
WX, O01 Yl 
F(xsy) = wy， 0<yY Rl， XxX]1 


Vx, 0<x<xl，0<y<i 
， 1 Xl yl1, 

不 难 验 证 Fo(x,yY)== 下 (XxX}P,(y》 对 所 有 有 X,Y 都 成 立 ， 
新 以 让 与 证 独立 。 

24, 若 EE; 与 85; 是 独立 随 变量 ， 均 服从 普 阿 秘 分 布 ， 和 参数 
“为 和 及 入 ,， 试 直 接 证 朋 

(1)Et 二 上 5 具有 普 阿 检 分 布 ， 人 参数 为 A + 入 ,3 

(2)P1IE, =kIE +E =n}= 

nr 


= 人 二 了 7] 


证 ，(1) 由 禄 积 公式 及 独立 性 得 
PE + Es =k} = PPE, =i, =k-i) 


= BPE, = 这 P18:= ki 


生 
Dr 
_ 一 人 + 入 2》 上 1 人- 
= 证- ”名 TT A hs 


= @ 1!) 。k=0,1 


这 就 证 明了 8 ,+ ss 具有 普 阿 松 分 布 ， 昌 参数 为 Xi + 入， 
(2) P{s,=k le Es =n} = T {el Ke rE nD 











PiE,+Es = 
kn kj PE =k}P{E: =n- 
P{E, +E,=n} Pe 
k n-k 
入 4 


三 人- 1 时 一 一 一 一 一 
k! “ (nkyt ° + 
、 《六 ， 十 大 > LA 


ni 


(二) (和 二 】 证 毕 . 


25, 若 En 想 杞 独立 ， 芋 壬 以 概 康吉 取信 +1 及 -1， 令 
=En， 试 证 E15 两 两 独立 但 不 粗 互 独 信 ，。 
证 ， 由 题 设 得 
P{E=1}=P({E=1,n=1}U1E=-1,n=-1}) 
一 去 * 二 十 去 * 坦 二 查 ， 
Pt =-1}= P(E=1n=-1} UE=-1,n= 17) 
= 去 * 和 枉 十 坦 * 坪 三 去。 
PiE=1,t=1}= 
-PA{E=1NC{E=1,n=1}7 UE=-1,n=~-17)> 
=P1iE=1,n=1}=P{E=1}P{n=1} 
= 二 =P{E=1}PIt=1}, 
PE=1t = -1}= 
=P({E=1}N0E =1n=-1}U{t=-1n=17) 
=P{é=1n=-1}=P{§= 1}P{n= -1} 
= 二 =P{E=1}P{t=~1}，, 
输 理 可 证 P(E =-1,C=1)= PE=-1)P{C =1}, 


i 


“ “ 





PS=-1,C=-1}=P{E=-1}Pit = -1}, 
所 以 5 与 5 相 站 如 站 ,用 同样 的 方法 可 证 ?3 与 5 也 视 豆 独 并 。 
但 
PiE=10= C= 1 = P(e: 1 =1}NN CE=1,.7= 1;. 
UE=-i,n=-1}])= P{E=1,7n=1}= 导 ， 
=1}PAny=1}Fit=1}= 5， 
所 以 Es 内 两 两 独立 而 不 相 王 独 于 、 
26. 沾 8 服从 普 阿 认 分 布 ,参数 为 :* 试 求人 1)7i=aE 二 bi 
(2) = 的 分 机 
解 : PIE=k}= Tory， ke0,1,2,.， 
而 此 行 
CWP{n=ak+b}= EE eh k=0,1,2., 


OP 入， 发 一 日 1 2 , 
运 三 的 密度 函数 为 BPY1x) 六 下 列 中 宁 变 最 前 分 布 还 
数 ;: 人 ， 站 O20 = tgsy Cn |E| 
. 解 ; (C1) {E = t= 0 1 区 1 这 有 了 洒 一。 当 革 人 > 
时 ， 
Futy}= P{l/E<Y}= p{S ZO PS 17y 
-| pix) dx+| ped 
yO ， .| 
Foly) = PU/ECy} = PH/y<E<0= | po dx» 
MF = OB, 
避 
ery =| P(X) di, 
一 Ce 


+ 串门 


Con LTteE<Yy+ 


Fr) 
= Pt U {kr Ekrtarctgy}) 
Eee 


a ET +ErcteYy 
= > | p(x}dx, 
k=- 


(3) 当 yO 时 ，Ponty) = 0 当 yY 之 0 时 ， 
Fay) = P{1E <y}= Pt-7<S<7}= | poddx. 
38, 对 间 有 的 一 径 作 好 似 度量 ， 设 共 值 雹 名 分 布 于 (a,b》 
内 ， 座 求 内 硬 积 的 分 布 密 度 ， 
解 ， 设 直 径 为 随机 变量 d4， 列 
l/hb-a), a<x<b 


了 < 人 和) = 
t， ， 其 它 ， 
轩 贾 和 3 = 六 下。 河 六 fa < 7 祥 南 mb 时， 
下 (yy 上 SS<7+= 下 dy/x } 
-| WO 47A 于 dxs 


当 yY H.Cy) -0 当 y 之 二 xD* 时 FF。 《7) = 了。 由 此 对 

RE 人 7 小 呈 ( 利 用 对 参 变 最 1 分 求 导 法 齐 ) 得 贺 画 积 的 分 布 密 逢 
度 为 , 当 y 执 未 ra: 焉 了 全 本 rbz 时 poly)=09 当 去 ras<<7 扫 
4 . 


ps(y) = For(7) = -mY 


(b-ayny : 
29。 和 ,为 相 者 的 分光 腿 人 917 光 分 了 让 
变量 ， 直上 十 各 的 分 布 财 诺 国 数 ， 


解 : 5 与 4 的 密度 画 数 为 








1，0<sxXs1| 
ptco=pto=| {1) 
0， 其 它 
而 准 积 公式 及 独立 性 得 = 至 二 1 
的 分 布 密度 出 数 为 4 an 
Pe) psp “| 、 
把 (2? 与 (1 比较 知 ， 在 (2 ) 中 应 : A 
有 0 所 X10<y -x 所 1, 满 是 此 A 
不 等 式 组 的 解 (x,y) 构 成 图 13 中 Ry 
平 而 区 域 上 ABCD, 当 9<y 委 1 NN 
时 0xEy, 当 1EY SE2NH I 
J-1X1 所 以 当 0Q0<YAEI rs 
于 (2) 中 积分 为 0 
pr(¥) = 二 1x1idx=y 图 13 


当 1< 和 y< 扫 2 时 ，(27? 中 积分 为 
priF) = | x ldx=2-y; 


对 其 余 的 Y 有 Ppr(y) = 0。 
30, 设 5 相互 独立 ， 分 别 服 从 Nt9,1)， 试 求 & = En 昂 
密度 函数 。 





1 一 寺 荆 
解 ; P(x) 一 Po(x) = FA e 
- so 
pen(xs7) = 本 二 ¢ (ry ) 
由 求 商 的 密度 函数 的 公式 得 


oF 
priy) =| lx| p{xy, Xx) dx = 


s 有 度 








_1 -+ 
Tr x| 2 “~ dx 


_ 全 zx 一 入 工 2(1+ 了 z) 
a 





-2 ， dx = 
1 
x ri ] 

1 
TaD’ FES+e, 


和 = 由 从 和 福西 分 布 。 

31, 若 En 是 独立 随机 变 屋 ， 均 服从 N00,1)， 试 求 
UU=Etrn YY=E 二 -的 联合 密度 函数 ， 

解 : 让 变换 ， 令 s= 工 yy， t=x-y,， 得 x= 吉 (s+t)， 
了 = 去 人 一 t) | 下 = 去 ,由 三 本 梓 狸 立 知 ?它们 的 联合 密度 耳 
是 它们 单个 密度 汐 弱 积 ， 出 此 得 U,VY 的 联 谷 密谋 函数 为 





了 。 四 1 和 2 
PuvtSsst) 三 2 元 C 训 本 oT [天 Ey 二 上 = 
s+t ? Ss-—t \? 
(Ce 
= e ,1 


:一 一 一 二 ， 


1 Cs +t ) 


4 
lv 2) 
Ww 27*2 
1 tt 
x Fe e 


二 pyu(s)pvtt), 
所 以 U,V 两 随机 变量 也 相互 独立 ， 县 均 服 从 N(0,2)。 
32, 洪 E8395Sn 相 互 独 六 且 皆 服从 指数 分 布 ， 参 


. de 


六 分 3 为 和 nn 人 和。 
诅 ; a 六 得 参 百 教 本 P151) 
-Pty)}y=D ing7}=P { Es nr} 


= IIP{i > = 1 -Fe (7)) 
一 入 n 
= lite “y=exp (7 A) 
1 = j= 


0 Fey)}=1 exp 人 -人 


当 y OFn(yY) = 0 开导 得 二 的 窑 度 东 数 为 , 当 7Y 夸 07 
Paty) = 0 M708 


ply) = Fr 7) = Biexply EN 


33 .在 (0， 4) 线 段 上 随机 投 施 丙 点 ， 试 求 两 点 间距 离 的 分 
布 函 数 。 

解 ， 设 在 40:a) 内 任 恋 投 两 点 Eee 其 坐标 分 别 为 xy 
提包 ;的 联合 分 布 密度 为 


plx uy) -| 0， (Cx,y) E08) X08) 


总， x7) EE (0,a) x C0,a), 


设 17 = jE 一] ; 则 的 分 布 函数 为 ， 
当 z 坟 0 时 Fy(2) = 0; 当 z>a 时 Fo(2)7 = 1s 当 D<z 安 8 时 ， 
Fn(z) = P{IE, ~ E,| <z} 


= | | p(xsy)dxdy =—ly | { dxdy 一 i S, 
— ZI 一 之 无 一 了 民 Z 
OLX,Y<A 全 KK 7 女 8 


业 要 让 - 


积分 5 为 平 而 区 起 ABCDEFU 和 14) 的 面积 ， 其 什 为 
A {2 -= 28 一 2 BeilFr(z) = (2A2 一 2 有 





34. 若 气体 分 子 的 速度 是 随机 向 量 Y= (x,yY,z2), 各 分 荆 
洗 互 独立 ， 且 均 服 从 N= 100,07), 试 证 S=w x 十 了 < 十 Z2Z 
一 从 马克 上 捧 威 尔 分 布 

一 2 名 

f{sy = V2 exp ( - ,53-), sD0, 

证 : 由 独立 性 得 ， Y = (xyyy27 的 概率 密度 为 
] -pj x+yt+2:) 
PXT 2) =- io * 
= XxX ry tz ”的 分 布 函数 为 ， 当 5>>0 时 ， 

FC(s)= Piv xi+y:+z Ye 





《 开 二 + 了 + 世 2 
i .1 -区 = 恒 
= 由 一 动 5 .dxdydz 
XI+y T+Z < 


和 中 





- 作 球 面 坐 标 变换 ,区 = pcostsinpsyY = psinbsin 甲 ,Z= peosqp > 
出 上 | = p'sing, 





一 杰 p 7/a 
Fc)= 上 “dof sinpde| pr x 
外 
六 一 韦 p /0” ， 
= 2r 引 se “Pp dp 


由 此 式 对 s 求 导 可 得 ， 当 s>>0 时 ， S$ 的 密 朗 国 数 为 


下 7 (sy》 = fo)=V3 Sexp( 人 -站 = ) 


35 .71KE. nn 是 于 个 独 开 随机 如 和 :Nt 1)， 有 没 从 上 


央 度 沪 n 和 yyY-? 分 布 (3,14)， At EAH, 1 式 计 Tt 党 度 站 
为 
1 人 
atx) = /inar En) 《二 十 加 了 
这 分 布 称 为 具有 入 出 度 n 药 t- 分 可 :在 娄 理 绕 计 由 十 分 下 本。 
证 (3 .14 下 沪 
pix) - i 但 皇 一 让 本 科 从 了 pr 
2 2 T(En) 


如 了 = 区 /aa， 则 xs=ny*，xWw =2ny, 由 教 本 P146 公 式 (10》 
pyY) = Pi Cy) Cf (Cy | 得， 
yn 的 密度 冰 数 为 ， 当 7 >0 时 


(nv:) 二 联 1 一 查 D7“ 
p 7) = -2n7 
wn 2 去 1n FF( 去 na) 
_2n En 7 去 日 7 
2 地 na FT( 云 n) 


和 有 了 








与 VTE 仍 独立 。 记 工 = E/E, 则 由 商 的 密度 了 数 公 
式 得 的 密度 函数 为 


中 
pr(D= lylpr ty) p 一 (7)dy 


pm 
~ 去 t2y3 
= fy | 





"Ir 2 ii ro) ~ 

x (yt) 本 (an*1)-1 。- 二 7 Cart*) dys 
人 nm 了 《n+tz)y 由 Id7z=dan+tz)， 得 
二 Cattz) 一 二 (QI 


prit) = xX 
IR 2 tn rsn) 
x 人 六 Anti)-1 ed 
[i 
ae we 
VaR 2 Fogn) 
T+) :、- 二 (arl》 
“9 二 Ca*1 (n+ ty 
, _ Tt 寺 Cn +1》) t2 一 二 (1 
” 呈 间 PT(t) = 本 《二 工 ) 1 十 | 


- -<t<oo 


36. 设 天 有 联合 密度 国 数 
和 当 x 之 0,7>0,z 之 0 时 
f(x yi) 
0 ， 其 它 
斌 求 U = +n+t€ 徇 密 设 函数 
解 ，U 的 分 布 函 数 为 , 当 t<<0 时 F(t) = 0; 当 t2>0 时 育 


下 《ty = 有 jpcz,r,zdxdydz 


t+ 
- 所 dy 六 -2 Ty yydz 
-8 + df, crag 


一 + 

二 5s- ror + | rd 
1 
t+1 (1+t)’ (1 +t)s 
对 F(t) 求 导 可 得 的 密度 六 数 为 , 当 t 寺 0 时 P(t) = 人 当 t2>0 
竺 p(t}=3t?/(1+t)*，, 

37. 阁 En 独 立 , 旦 均 服 从 N00,1), 试 证 U=8*t 人 本 
入 =/ 是 独 这 的 。 

证 ，《U,Y) 联 合 分 布 函 数 为 


四 1 一 坦 ( 十 了 
Fu,v) -|| 3x dxdy, 
XxX 
文 /了 <Y 
当 s>0 了 时 作 变 换 ， =xx + 了 2ytsx/y, 反 上阵 数 有 两 支 
{as 和 = ts/l+t) 
y -vie yy- -sr 
-e+ 


= 1~ 





2 27 | 





2 
J-1= = -2=- 2(t+1), 
li/y -x/y? 了 
1 
= 2C1 + t:) 
: 考 虚 到 反 函 数 有 两 支 ， 分 别 利用 两 组 变换 得 
FiusY) = + 


x 
XT K+yT 
xXA7<vY7 了 DO XY/F YT 
1 | 六 (+) 
x Fre drdy 


到 1 
= 2 | 本 元 e "a 出 
:对 F(u,Y) 求 导 , 得 (U,V 的 联合 密度 为 ( 其 作为 0 ) 
一 全 1 


payv)= ie I 0 0<T< ec 


一 二 并 


- 落 今 Buta) = 3e (uO0) ,pvtY) = jv 


《 一 ceo<v<cc 


到 WU 时 共 描 数 分 布 ,VY 服 从 柯 西 分 布 , 且 bfuyry》= pulu) x 


viv)， 所 以 U,《 两 随 机 变量 狼 立 。 
38。 求 证 ,如 果 革 与 1 独立 ， 且 分 别 服从 工 一 分 布 GCkyri) 


:和 Gyrajy 则 所 十 有 与 5 人 也 狂 立 。 


该 : 当 x>>0 时 ， 与 的 密度 函数 分 别 为 


‘At.r -1 。 A 
PE(X) = 下 Cr z 





» . 





A fr 1 ~ 
Pox) = Fr rr 


甩 年 -下 





当 工 入 0 时 ，Ppe(X) = p(X)=0. 设 U=E+n =E/T sO 
或 t 委 0 时 ，(U ,VY) 联 合 密度 为 p(s,t) = 0 当 S 盖 0，t2>0 时 ， 
作 变 换 s =x+y 了 ,t=xX/y, 得 x=st/(1t+t),¥ =s/(1+t); 而 
1J1=s/it+t):， 所 以 


AT1*TS _ 
pts ， ,1) = TT YET1 1 yT3 e 六 【 工 十 多 ) [Il 
liz ri.—1 rs—1l 





st 
”Try ro) ery 


x erAs -rr 
titrs fi+r2—l 一 人 到 
FILE 。 =。 J]x* 
_ Fr 二 t+) tr 
TT 0 
= pu(s}pvtt), 


由 此 知 U 服 从 栈 一 分 布 GCA ,rif;}, 了 服从 Beta 分 布 , 且 U 与 
VY 相互 独立 ，。 
39. 设 独立 随机 变量 En 均 服从 
pO ef eX0 
0， 其 他 ， 
问 E + 与 E/E + n) 是 否 独 让 ? 

解 ， 邻 U=5+mV=EA(E+T)。 当 s<0 起 ttE(0,1) 时 ， 
U,V 的 联合 密度 p(s,t) = 0 当 5>0 且 tcE(0* 1 时 作 变 摘 s = 
x+yt=x/(r+7),WMWx=st,7=5 -st; 上 -= 5y 

pfsyty=eze-7 | =se Tt 二 Se i= pu(s)prv(t)., 


由 此 得 U 乳 从 入 一 分 布 G(1,2)，Y 服 从 (0,1) 均 习 分 布 ， 且 避 
中 吕 人 全 





-与 Y 相 互 独立 。 

40。 若 (E,) 服 从 二 元 正 态 分 布 (2.22)， 试 找 出 5+1 与 
志 一 1 相互 独立 的 充 获 条件 。 

解 ， (2.22) 式 为 


中 艾 * 了 )》 = 


1 
210 1 To lr zs"P {gs 
x (= _ 2r(x-a)(y-b)y (7-7b) -b> 
o? TO | 
设 Ui=S+mVi=s-n U=-UI-a-byV=Vi -at+b 作 
交换 s=I+t+ 了 -a-b,t=x~y-at+b, 风 XxX-ase 训 (s+t)， 
了 ~b= 专 (s -4), J]| = 去,U,V 的 联合 密度 淆 数 为 


1 


2° 2N0 .Gr 1 —r* ~ 


i(s,+)= p(x,y) | = 


《s+t) 2 





| 
~ exp gr 


orts + ty(s—t) (s—t): } 
Fe + ] 


1 1 


三 一 一 一 -一 -一 -一 -一 一 EE 工 {- 一 一 一 一 > 
ov ga-ryot ol. 


x [ss(oi+ oi—2rog)t 
十 二 sfD 十 0 十 2FOUG8D》 于 


十 2st(ci 一 co 


二 要 抽 电 


设 U,Y 的 边际 分 布 密度 函数 分 别 为 fu(s)，Tv(t)， 多 了 与 Y 独 
站 ;必须 且 只 圳 f(s5,t)=fo(s) fy(t), 由 f(s,t) 的 天 达 式 可 
扼 ， 这 当 旦 仅 当 oi 一 of= 人 09 时 成 立 ,.U,Y 和 相互 独 了 并 与 U1， 
Yi 相互 独立 显然 是 等 价 的 ， 所 以 L = 二 +TVY = 一 1 相互 
独立 的 充 要 条 件 是 rz =ay, 当 al=eaxz=c 时 ,得 


fy(s) = 一 1 xp s. 加 
vt 人 
1 t? 


hb or ext sana 
U~N(O2(1 tr)o), V~N(O0,2(1—r)o’) 
41. 对 二 元 正 态 密度 函数 


p(XsY) = exp 一 去 (《2x32+yz+2xy 一 22x 一 
—14y + 65)}, 
《1) 把 它 化 为 标准 形式 (2.227; 《2) 指 出 ayby orzzrsxs 
《3)7 求 Pitx)s 《4) 求 p(xi y). 
解 ，(1) 因 为 指数 由 二 次 项 x:,yY: ,XxX7 了 的 系数 分 别 为 一 1> 
~ 笃 , 一 1; 所 以 与 (3.22) 式 《 见 上 题解 答 ) 比较 知 ,可 设 其 配 
方 后 的 形式 为 
一 在 《 区 十 S)2 一 各 《7 士 t) -1°*(x+3)(7 +t), 
比较 系数 得 
一 2 一 《= 工 | 
je 


一 45 一 二 tt 一 上 = 了 2 量 





此 方程 组 有 唯一 解 s = 一 4,t = ~3，, 由 此 得 。 
p(z,7) = Fexp{ -Lr -d+ -+ 
+ Cx- 4)(y — 3) 


过 让 认 





二 -一 一 -一 一 xp{- 1 
2 - 计 241 一 全) 
__ 和 
x [Dt 2x 
1 xD -3 : 
2 1* 2 -1! 
(2) 与 (2,22) 式 比较 得 ，2 =4,b=8,01=1,0: =w 3 
r= ~]/v 2, 


XX 








~ 《一 4 

(3) pitx) pe expl 2 -一 3 
1 {- -932-} 

Pily}= gE xP 4 J 


_ Pix,Y) 1 加 ， 
(4} pix |y) pry = -exp 人 一 ( 一 言 Y+5 寺 ) 1 


它 了 服从 N( 一 玄 了 十 5 喜 ， 去 )。 


了 有 2 
42。 设 A =0，8-!= (3 4 4 1 小 ， 试 写 出 分 布 密度 


2.12), 并 来 出 (6) 的 边际 上 度 殉 数 。 
解 ， |B-!| = 27，18| =1/ |B-'| =1/27。 
加 1 
P (Xs 92) = 一 一 一 一 一 一 次 
(2ny 1 二 
x ep{— (~) a) 


,1 
(2x) Sn lB 到 


nh . 
xexp{— 2 ,D(x 一 3 
i 


pr 


了 
一 J 
( 27) ww 1/27 
X 避 XBT 一 二 (7XE 十 4yY7 十 222 十 人 工 7 二 
十 XZ 二 2Y2)1}。 


《£16 ) 的 边际 密度 函数 汶 积分 时 在 指数 中 对 z 配方 ) 
PX,Y) ={ p(x,y,2)dz 
1 二 (SXT+3Y +d) 


= 一 人 人 全 一 


Cony ?I 
x e (ZK 二 7) dz 


站 
DY 


仿 z+x+ 和 7=t, 利 用 | e ! dt=w 刀 得 





p(X,7)= 3 6 exp{~— 上 二 (5X 7 二 4X7 十 3 去 7*)}。 


。43. 设 ,9 是 入 互 独 立 相 同 分 布 的 随机 交 量 , 其 密 凑 函 
煞 不 等 于 0 , 且 有 二 阶 导 数 , 试 证 若 + 7 与 ~11 相 二 独立 , 则 
转机 计量 E,m ,上 TI 一 人 均 服 具 正 态 分 布 。 

证 : 以 f 记 & 的 密度 函数 , 风 (,71) 的 联合 密度 为 
和 (Ji 了 7) 作 变 换 , 令 s= 工 +yt= X- 7 得 工 = 查 ( 人 5 十 ty 了 权 
二 (Cs-t)， [| = 二。 若 改 记 s 为 x ,+t 为 y, 则 由 此 可 得 (E+n， 
等 -7 的 联 襄 蜜 度 为 去 1 去 (+7))T 去 人 一))。 另 一 方面 
在 卷 积 公 式 得 上 +T 和 E 一 7 的 密度 分 别 为 


g(xX)= [fC —s){(s)ds, 


hty) = 三 f(y + ft)dt, 
元 由 上 +T 与 所 ~ 站 独立 得 


1700。 


去 红云 《+ 了 )D)8( 去 (~ 了 ))7=E(z)B(7)。 
令 m(x) = logftx) 《此 外 用 了 f(x)>>0), 则 有 
Ta( 评 ( 工 寺 了) 十 mL 去 人工 一 7)) =logg(x) + bog2h ev), 
由 俱 定 知 m(x) 有 二 阶 导数 ,上 式 对 x 求 导 得 


ma 3 X -了 + m’ (oY XT Ms 3 
= (logg (xX))’ 
再 对 y 求 一 次 奥数 得 
二? 计 (XX 十 7 了 )) 一 生生 人 计 (X 一 了 )) = 0。 
对 任 党 t,Y ,选择 X,Y 使 (= 讨 (X+y),Y= 寺 (一 了 》， 则 由 上 
式 得 
mu ~ mv) = 0, 
向 u;Y 的 任意 性 得 m* 二 常数 ,因而 mtx) =a+bx+cx*, 有 即 有 
ftx} = explat+bhxrt+cr?:), 
. 所 以 E11; 从 而 +, 一 均 为 正 态 分 布 。 
*44. 利 用 酚 机 变量 分 布 解释 贝 特 户 奇 论 。 
解 : (GD) 将 弦 的 一 端 A 回 定 , 另 一 端 了 在 加 局 上 等 可 能 分 
布 , 记 &， 天 示 沿 逆 时 针 方 向 AB 弧 长 , 则 8， 在 (0,2x) 上 服从 均 
多 分 布 ， 


P1{ 纺 长 >w3} = Pt 于 < 和 < 


四 “<, -1 1 
1, 2 4z = 3 
(2) 假 定 弦 垂直 于 革 直 径 , 形 该 直径 为 z 轴 ， 加 心 为 符 标 时 
点 , 记 E: 表 示 驴 的 中 点 盘 标 , 则 在 Ct-1;51) 上 服 类 起 负 阁 
市 ， 


Pt{ 驴 长 >V3}=P{-4<&<E} 





“Ol 





-人 去 dx = 1 


《3) 了 以 较 心 为 原点 建立 直 简 和 译 标 系 XOY , 记 双 中 点 的 睹 
秆 为 J = O40 由 思 往 罗 内 {x TD +T72<S1 服从 均 和 与 
分 布 , 记 DD= {x YY) XxX? + < 近 吉 }; 则 

Pt{ 强 长 >>vw 3}=PlnED}= 
-| | 二 ar 
X + < 之 各 

三 种 解法 的 随机 变量 昌都 服 从 均匀 分 布 , 供 由 于 了 戎 机变 
量 不 同 , 所 以 就 得 出 了 不 同 的 结论 、 

*45. 沙 是 锡 上 单 值 实 函 数 , 对 BCR!, 记 f-:(B}= 
= {wE SN: f(w) EB}. 试 证 逆 映 局 ~! 具有 如 下 性质 : 

(1) ff"1UB; = UYU fi1(B;)y 
六 EL 和 A 全 A 


(2) 人 BA = NN fi BO 
AEA AEA 
(3) f-1¢B)=f- i(B). 
证 (由 车 名 Ef 1CU B70) , 则 fC@) EU B;, 必 友 在 某 个 
\EA AEA 


As E 二 使 Fo EB 亦 有 ooEf Bo); 从 而 
oe UU fr‘(B;,}, 
和 EA 


UBD (CU B)., (17 
.AEA AEA z 
反之 ,车 mE Uf "(BW , 必 存 在 某 个 和 。 EA 煽 wEf-1(B,,Y 


亦 有 ffo)EBx， 即 HLoyE Bs 从 而 Ef-!( NY BY 
入 己 杂 EA 


= 了 ID2。 


TU BD U fi1(B;), (2) 
入 它 丰 入 伍 直 


也 (1),(2) 式 即 得 (和 和 集 的 道 停 等 于 每 个 集 逆 像 的 和 )》 
有 Bi)=U ff-:B), 
AEA XEA 


(2) 若 E51 人 BtCo)e 们 B;, 即 f(w) 属 于 每 
AEA AEA 


个 Bx(XEA) ,得 @Ef-IB: (对 任 -小 EA)， 从 而 
和 已 得 f-1(B,), 
AEA 


”NB YD NN B»). 《3》 
让 水 王 真 
区 之 :者 < | 上 (BD, 则 属于 每 个 人 "1(B》) (Ey, 诛 
有 有 fC) 属于 每 个 BicXE A 好 fo) 二 人 了 ,从 而 
mEf- © 0 A 


x fl BYEN fICBx)。 (4) 
AEA AEA 


出 (3) ,4) 式 得 (交集 的 遂 像 等 于 每 个 集 逆 像 的 交 ) 
全 RY =, 人 《BA)。 


《3) 若 wm Ef!1(B), 则 fw) EB， 亦 有 Ef CD 

从 页 EMD, 所 以 人 TH) t(D), : 
反之 , 着 9 Ef TCB), 则 Ef-1(B), 蛮 有 1(wm)EB, 央 fm》 
和 百 , 从 而 o6f:5( 有 ,所 以 全 !( 荔 二 人 (By, 

由 以 上 证 明 可 得 f-!〈B) = 六 TCB)， 妓 互 为 对 立 事 件 的 


逆 像 也 是 所 为 对 立 的 事件 。 

“46。 证 明 ，E 是 一 个 随机 变 重 , 当 生 仅 当 对 任何 工科 下 + 

成 立 
{wm: So)<xyEF， 

【提示 :必要 性 是 显然 的 .为 证 充分 性 , 记 M = {A:ACRI， 
《ECDm)EA)EP}, 验 证 M 是 a -- 域 ,又 M 包 含 全 体形 如 (一 oo， 
z) 的 区 间 , 故 思 包 含 B11. 

证 : 必要 性 . 设 § 是 随机 变量 , 则 对 必 E&3B8 有 
{w: ECwIECIEF, (om,x) ERB,, 
{os ECO)LI}= {0 EO EC 一 co 小 区 下 。 

充分 性 . 记 M = A， 和 ACR'I,(m E(w) EA)EF}, 吉 证 
蓝 是 及 :中 < 一 城 ， 

《TD ECm}ERI}=QEP, 故 RiEM. 

(2) 若 CEM, 由 上 题 f-:CC) =fICC) 得 

《ez EO EC = (0 so)EC)EF, 故 CEM， 
对 佘 全 运算 封闭。 


(3) 设 CE M,i=1,2,… ,由 上 十 (1) 中 结论 得 YC:E 


M,M 关 于 可 列 并 集运 算 封闭 ， 
由 (1) 一 (3) 知 , M 是 o - 域 的 集 类 ,由 条 人 性 知 
划一 人 一 coco) IER', 
本 5 人 一 oo) rER}=B,, 
其 中 S{1A}+ 琢 示 由 集 类 A 产 生 的 c 一 域 。 由 此 得 证 上 是 一 随 本 
变量 。 | 





第 四 和 革 ”数字 特征 与 特征 函数 


本 章 内 容 ”数学 期 望 ， 方 差 ， 符 ， 炉 与 信息 ， 母 函数 ， 
奉 征 省 数 ， 多 元 正 态 分 布 。 


1. 设 随机 变量 只 取 非 负 整 数值 ， 其 构 率 为 P{E =k} = 
Sci1 十 ax 1 iD0 是 常数 ， 试 求 EE 及 DE。 


nr 


-_ 
解 .EE = = “TT 在 十 鱼 可 5 -i 


寻 ayfI1+a)=p 则 0<6<1， 且 
加 cy ” p 7 _ 
kp =p (Br') pi) 《1 一 自 )2 


“EE = ” Ta/ Tt ) De 
和 Et = a 得 


-Tia 疡 ， kT l+a )) 


1 (ea- 17+1 le 


EtE? 





1 区 Lt 
= 二 
1 十 有 王 2 kp 








二 ke | 


-MS 


k=1 


a a (Sr) =a+ ET) 
2 


及 十 一 入 填写 


由 


Pp  。 二 
l+a 《1 一 及 ?> 
DE=EE:- (EE):=(at+2a7) -a*=a(lt+a), 

2.。 若 事件 A 在 第 i 次 试验 中 出 现 的 概率 为 p:， 设 4 是 事 性 
各 在 起 初 n 次 独立 试验 中 的 出 现 次 数 ， 试 求 Ep 及 Dy。 

解 ， 设 # = 上 RiI+Bast+oekHa 其 中 

全 落 第 i 次 试验 入 出 现 
Hi 二 
9， 和 若 第 次 试验 A 出 现 ， 

则 ”Eh = > Eh,= Bp,. 
.机 试验 独立 得 诸 山 相 互 独 立 ， 由 此 得 
Dp = Dkr, = Sp ~p). 


3, 设 是 事件 A 在 1 次 独立 试验 中 的 出 现 次 数 ， 竹 每 次 
试验 中 P(A)= 9p， 再 设 随 视 变 时 11 视 A 取 避 数 或 奇数 而 良 煞 
慎 9 及 i1， 试 求 En 及 Dn。 

钥 。 n 服从 两 点 分 布 ， 由 第 二 章 第 29 题 得 。，P{n=1}= 
P{ 事 件 太 出 现 奇 数 次 } = 寺 一 各 (1 -2p)”，P{n= 0 上 = 
P{ 事 忻 胡 出 政 捍 数 次 }= 雪 + 寺 (1 一 2P)" 所 以 

下 1 和 = 二 一 去 (1 一 2 和 
有 和 =《 去 一 去 (1 一 2p) 并 二 十 二 (1 一 2 
三 南 一 权 ( 一 2D72n。 

4. 袋 中 有 上 号 的 球 上 只 ,上 = 1;2，…，a 上 从 中 摸 出 一 球 ， 

求 所 得 号 码 的 数学 期 望 ， 


O06 


解 , 设 $ 表 取 一 球 的 号 码 数 , 然 中 球 的 总 数 为 
1+2+.…+a= 去 aat+tl)， 所 以 
Kk 


PIE=k}=- nii) 
. 2k 加 , 
stly 7 12, :i, 
. 2 
= 
= 2 。ama+I)2n0 二 夺 》 
ntnctr+l) 6 
一 二 (2 十 了 )。 


5. 随 机变 景 h 取 非 负 束 数值 na 六 0 的 概率 为 
P= AB" /nl 9 :已 知 Ep = ay 斌 决定 入 与 B。 
解 ;由 于 是 分 布 ， 所以 应 有 


Pth= ny = = 全 人 -六 =1), 即 Aes=1, 太 =e-a。 





又 由 已 知 
s .AbBn a Be"! 
Bn- AB -5 
ABer=a, “B=a, A-e Bae *, 
8, 一 瞪 中 含有 a 只 和 白 球 ，b 只 黑 球 ， 从 中 摸 出 个 tt 二 
有 DD》,: 求 措 出 肯 球 数目 的 数学 期 型。 
解 。hk 表示 措 出 < 个 球 中 自 球 个 数 ， 摸 < 个 球 可 视 为 不 
放 回 地 柑 。 次 , 记 
第 :次 模 到 时 于， 
-三 


一 和 


,= 





= ++… 和 ,由 第 二 章 第 ? 题 得 P{&1=1} = 
=ajtn+b), i=1, 2， ‘7 CBre FEE,=a/(a+b), 


En= 3 EEé=c +» —2 人 
1™1 





ath atb* 


7. 忽 中 有 nn 张 永 片 ， 记号 码 1， 2 U1, 从 中 有 放 回 地 
抽出 张 卡 片 米 ， 求 所 得 号 码 之 和 上 的 数学 期 望 及 方差 。 

解 . 记 上 表示 抽出 上 张 卡 片 的 号 码 和 ，# 卖 示 第 ii 次 抽 
到 卡片 的 叶 码 ， 则 Rh = £1 +Es +…+E 因 为 是 放 回 拙 了 歌 ， 
所 以 请 独立 .由 此 得 ， 对 i=1，2，…:,k， 














2+1l 
十 2 2 ” 
Ep=Et,+EE: + :+EEr=#kin+i+1); 
sw 1 1 ,nn+l)(2n+1) 
bs -i n n 6 
三 站 (1+1)(21+1)， 


DE= Ek — (Ek)? 
三 半 Cn+1) (C204+1) 一 和 寺 (nn 十 1)* 





{n” 一 下 


下 ED8 + +DE = 了 人 (nz 一 1) 


8. 在 上 题 中 ， 藻 采用 不 放 回 摸 卡片 ， 求 所 得 号 码 之 和 的 
数学 期 望 与 方差， 


解 . 设 p 为 所 得 上 张 卡片 上 号 码 之 和 ， 对 lle <i<n 
Oh: 





有 Pfh=il+is+… 二 让}=1/CE， 由 定义 得 


Fl = SY fi 十 iy 十 … 十 ia) 1 
1<&11 < < Cr 
CE-! 
= 一 一 一 - pp mi (x 
CE 了 一 上 


每 次 邱 卡 片上 张 称 为 一 组 ， 对 于 每 个 固定 的 卡片 mm， 在 卡 卢 
了 所 在 的 组 中 ， 其 余 上 ~ 1 张 卡片 可 以 从 尘 下 na 一 1 张 卡 片 中 任 
窟 挫 家 ， 所 以 m 总 共 被 抽 到 的 次 数 《 或 所 在 的 组 数 ) 为 
CE-!1， 转 换 上 成 对 m 求 和 就 得 到 上 式 , 由 此 得 
_ kk | ntn+1) _ k(n+1) 
2 
为 求 方差 ， 先 求 ER ， 由 定义 得 


Eh: = > 
Ii < i .| Cr 








= 一 ， 写 (Gt ti + 
CE li z 


士 ii ] 
1< < 








CE-! ~ Ck-3 
= 一 Sm’ + > ij 
Cz me .CE i 


中 前 一个 和 趟 得 玉 的 理由 同 C*》 式 .为 交 得 后 一 和 臣 ， 人 5 
考虑 每 次 抽 得 前 一 组 k 张 卡片 .在 卡片 i 和 j 所 在 的 组 中 ， 
pn 


™ 





其 余 k-2 张 卡片 可 以 从 其 余 n-2 张 卡片 中 任意 抽 取 ， 所 以- 卡 
片 和 上 j 同 时 被 抽 到 的 次 数 为 CE- ， 即 得 第 二 个 和 式 的 系 
数 , 继 续 运 算得 
2 Cu- 
{1C2+. tn) + 
OL 


n 


k 


Ep:= 
bP 也 





nh 
3 
m= 1] 


+2(3+…+a)+…+kna-la] 


k 了 (十 2D 十 3) 
n 五 





2k(k 一 TD =I [ n+) mtm+1lyn" 
mi 一 -一 | 
ntn—1) a 2 2 





k(ntl)(2n+1) ,2k(k-1) 
6 n(n—1) 





kn+1)(2n+1) nntl) 
= K+D(2n+D) kk D[ > 


_ tn~ 1) nn’ nln(2n—-1) 


4n(n m1) Gntn~—1) 
= 十 kfn+1l)C2n+1)+ktk- 1 二 nnat+l)》 
一 过 hfR 一 1 一 天 (20 一 1 
= 音 k (n+1) (2n+1)+ 





+ 一 (一 1)(a+1)(3a+ 2), 


~ Dp= Ek -~(ER)’= 古 k(n + Dn—k). 





二 了 


9. 试 证 ,获取 非 负 整数 值 的 随机 变量 & 的 数学 期 望 存 
在 ， 则 
EE = SP{é>k}. 
证 ,号 Pts>k} = 加 区 Pl8=j) 
= {=1}+P{E=2}+P{E=3}+. 
+ PiE=2}+P{E=3}+-- 
t+P{s=3}+ 


= kp = k}= Eeé, 


10. 某 城市 共有 NN 辆 汽车 ， 车 牌号 从 1 到 N， 若 随机 地 
沁 下 上 辆 车 的 证 牌 千 ， 其 最 大 与 到 为 5， 求 了 上 8 
解 :于 题 属 于 有 放 回 抽样 的 情形 ， 利 用 人 允许 重复 的 状 列 
计算 . 车 1 辆 车 的 车 御 叶 中 最 大 号 玛 为 k ， 则 其 中 应 至 少 有 
一 个 牌号 为 k ， 所 以 有 利 场合 数 应 为 ，k” 与 那些 n 个 牌 叶 中 
没有 号 码 上 的 种 数 ( 一 1 之 莽 ， 从 而 有 
P{E=k}= Ck Ck — 1)°I/N? , k=1,2,.,N, 

kn*— (Ck—1)" ~N- Wa 上 ka 

-一 一 一 


bp 霹 ，! 
tr Jan 





x 
Eé= > kk » 


Ti 车 随机 变量 上 服从 控 警 控 斯 分布, 其 密度 函数 为 
， -~hlA 
Pp (xX) = -3 -ee<xz<oo， 40. 
3 式 求 EE， DE. 
[| 1 -|xr-pl/X | 
解 ; 下 E= _ 一 产 % 一 下 名 dr { 传 + = Cx- ) /NY 


It 





= 三 At+h -ltlar: 
2 


~ 
_ fs At 一 人 ti °° 一 
-| 5 ° dt+{ > ee dt 
= +k=#, l 
Ds={™ Dx-mre hl/ Ct Cp)/a) 
= tse tdt 
To 
= 入 2t2 (oe-ty 全 22 六 te dt 
四 ， 0 
= 2A7t(-e-t) 三 + 2A7 etat 
必 0 
-2% 《-e-9 | = 2 
小 


12。 若 分 子 的 速度 的 分 布 密度 函数 由 马克 斯 威 尔 分 布 律 - 
疮 出 
dx -x /0? . 
p(x) = do "2 

。 0， XE 全 
其 中 wa>> 0 是 常数 ， 试 求 分 布 的 平均 速度 和 平均 动能 (假定 . 
分 于 的 质量 等 于 m). 
解 :分 子平 均 速度 为 
xz 


0 x fa? 
EE= jx: ae dx( 信 t= x/0) 





-+* 


0 
i’ oadt 


了 0 A x 


#112: 








= Dey CO -t= 名 
20t {ee-t2) 十 2Q | afte dt = 一 
a A go To ~ A 
地 于 平均 动 仙 为 
. . reo A x /ce? 
m5) mx dx 
人 At 
《全 ) 
[ee 2 
-| tte-tdt 
心 
ma 4 I 
= te + 
EL ( ) 1 了 力 
3ma7 {°° ， -+t 
十 一 一 一 一 一 t*e dt 
vw RJ 
_ 3ma- -tt 3mo? -tz 
2 te | + | edt 





13。 者 5 ，&8: 相 互 独立 ， 均 服从 人 (aa2)， 试 证 
EmaxtE,, E.)=a+toG/vn 。 
证 :&.5, 的 联合 密 订 为 


由 其 一 有 《了 一 BR 了 人 
pees orp| -Ce 2 1 


” Emax (EE:)= | max(rxy}p(x,y}ydrxdy 


Le 


= dx [xpdy+ 


+ dx | Fplx,y) dy 
《利用 密度 函数 的 积分 值 为 1， 减 a 再 加 a》 


“了 





=[ dx jf (入 一 ad ydy+ 


+ 人 dx [ya py) dy 十 也 


《在 前 一 积分 中 交换 积分 次 序 , 在 后 一 积分 中 交 光 9 


x 与 了 的 记号 ) 
=| dy | -aypGxy)dx+ 
+ dy | (x—a)p(y, XxX)dr+a 


~ 《7 一 a) 





=a+2 一 5 二:- 全 20: dyx 
(x a)” 
x (x—aye 20 dx 
¥ 
1 Cr 一 《了 一 五 ?2 AG 
=a+ d7 


( 令 了 -ac=i 
= as 工人 Ue 和 dt 
=a+ 于 v 元 = a+ wy 去 
id。 震 随 机 变量 5 的 分 布 函数 为 F(x)}， 试 证 
es= 们 (Ga-Ftz)] dz- {Foddx. 


证 : 王 反 -| 一 xdF (x} =| _ xdF (rz) +j™ xdF(xY 


-| _ xdF(x) 一 位 区 二 € -F(x)) 


"id* 


六 





1 说 详 
= F(tx) | -| 0 F(x} dx 一 


-oo roo 
-x(1-F (x)) | +| (1-F(r))ax 
由 均值 存在 得 | -1x1dF(x)<oe， 
0 CAF -A<[ [x | dF 0 (A+ oo),. 
0 <B -FBy< 让 [xdF(x)0( 当 Byoo)， 
以 此 代入 EE 的 计算 式 即 得 
Et- {F(x)) dx- | _Fcodx. 


15,. 若 包 ,， Ess 1's En 为 正 的 独立 随机 变革 ， 服 从 根 : 
同 分 市， 密度 天 数 为 f(x)， 试 证 


5) 


证 , 由 5i> 0 知 -十 二 让 (22 分母 不 为 0， 


J 有 即 是 随机 详 量 ， 利用 独 也 同人 分 布 可 得 
二 
(全 a 
fe De foe ya “dr 


= 上 i rt (xn) dx "dx, 


_ EK 加 天 上 十 --* 十 天 和 a 
= | /x) f(x dr dx 


"Is" 





16. 谍 市 闭 有 只 球 ， 低 寺中 身 球 长 为 基 胡 变 是 ， 只 知 
入 歼 学 期 型 为 n ， 试 求 代 该 但 中 措 一 球 得 到 和 白 球 的 概 窑 ， 
解 ; 记 为 袋 中 的 白 球 数 ， 则 由 题 设 得 


= 之 : P+ 摸 一 球 为 扬 球 IE=k} Pis=k} 


Nr 0 ,Prf™k>d 


= 全 P 人 = 人 -= -二 -全 EPE=k)= 疫 
k=9 N N = 入 NN 


1 


17. 甲 袋 中 有 a 内 和 白 球 b 只 黑 球 ， 乙 袋 中 装 有 cx 只 白 球 
名 只 黑 球 ， 现 从 甲 袋 中 摸 出 c(c<xa +b) 只 球 放 入 乙 贷 中 ， 
. 求 从 乙 儿 中 再 摸 一 球 而 为 白 球 的 概率 ， 

解 ; 令 B 表 “从 乙 鸭 模 一 球 为 白 球 ?” ， 表 从 甲 多 所 措 
必 个 球 中 和 白 球 数 ， 则 取 值 9，1，…，c， 服 从 超 几何 分 
布 ， 且 EE =ca/(a+b){ 见 教 本 P173), 考虑 到 若 c>a， 则 
当 i=a+l， .…， 时 PlE=i}j= 0 若 c>b， 网 当 i<e-b 
时 P{E=i}= 0 ;而 在 条 件 概率 定义 中 要 求 P(A) =P{E=i} 
~> 0 ， 申 此 得 

P(B)= ”BS” plE=i}P{B|E=i} 


二 
上 以 十 主 
-Pt 
= 一 -人 -一 一 > Pi{E=iy+ 


-ide 





_ 1 
= -BE “ 
18。 锥 中 有 a 只 和 白 球 5 只 黑 球 ， 每 次 摸 出 一 球 后 总 是 放 
是 白 球 的 概率 ， 
稻 法 一 ; 设 8&1 ， 0 分别 表示 进行 1 次 后 和 佬 中 有， 黑 球 
拖 ， pi Pi 分别 表示 第 i 次 成 贷 中 摸 一 球 是 白 ， 黑 球 的 
慨 率 ， 刚 由 本 章 第 16 题 的 结论 得 
EE + Eqn=atbh, | 
pHi= Ek/(atb)y, pti= Em/(a+t+b). 
1， 第 i 次 摸 出 一 个 黑 球 


” {由 个 自 于 
EE = py, i=1, 2, **。 

肉 袋 中 摸 出 一 个 黑 球 的 概率 是 p'， 也 就 是 换 一 个 票 球 为 
罕 球 的 概率 是 pb 2 ， 锚 中 蛛 有 a 个 白 球 ， 所 以 这 时 稚 中 内 
球 数 期 望 为 5 =a+Ez=a+pici 按 着 再 摸 第 二 次 ， 
摸 出 一 个 黑 藉 ， 也 就 是 换 一 个 墨 球 为 白 球 的 概 率 是 pz 和 
:这 时 玖 中 白 球 数 期 望 为 EE =at+tpi+pzc， 等 等 。 由 此 
推 得 一 般 ， 并 利用 (1) 中 三 式 变 形 得 


<1) 


Ea 十 Sp (a Em 
™ 2 4 有 十 折 


2 ££ a Fy 








1 n 
二 如 十 一 Sy (at+b~- ti), {27 





a+b t=1 
置 上 式 中 n 疙 nin-1 得 
Et =at 一 人 (a +b- ED。 (3 
《2 一 《3) 得 


Bin- Eén 一 -二 《8 十 b 一下 -1 





二 = 1 1 
1 a+b LEn-i, 


由 此 式 可 得 递 推 公式 ， 依 次 递 推荐 利用 等 比 级 数 求 和 公式 得 
《初始 条 件 EEE。 = a): 


Fe =1+ -e+b-l EE, ,= 


五 十 也 
at+b—l a+b-l1 YY fF 四 
”1+ 一 5 ( a+b ) FE Ea- = 


人 
(人 
人 

+ 


= (a+b)— (3) carb-a). 








Ba 十 
所 以 进行 n 次 后 ， 再 从 手中 摸 一 球 是 白 球 的 概率 为 
CT Eb, .- 1- a+b~1 ) 
Pari = +b a+b a+b 。 





解法 二 ,以 A 表 事件 “进行 工 次 后， 再 从 袋 中 寞 一 球 是 
月 球 ” 3 i=1,2,… 0. 则 由 人 金 概 案 公 式 得 
P(AIL) = POADPOALI IAD +P(AD P(A A 


加 _ 1 
=P2(Ai)+Cl POCADI POAD+ 让 





- :atb-i yy, 1 
P(A stp)+ ato: 


利用 此 递 推 公式 即 可 求 得 欲求 的 概率 ， 

19,. 甲 袋 中 有 a 只 白 球 b 只 黑 球 ， 乙 袋 中 有 “只 白 球 dd 
只 黑 球 ， 从 两 袋 中 各 弄 出 一 球 ， 并 交换 放 入 另 一 袋 中 ， 这 样 
佑 了 na 次 之 后 ， 再 从 四 袋 中 摸 出 一 球 ， 求 这 球 是 白 球 的 概 
率 . 

解 ; 以 E，mi 分 别 表示 交换 i 次 后 思 、 乙 两 绕 中 白 球 
数 ， 第 i+1 次 由 甲 ， 乙 两 袋 中 取出 一 贞 球 的 概率 分 别 为 


pi B i， 划 由 本 章 第 16 盾 的 结论 得 

EE,t En=atec, P= Et,/(atb), 

. Pei= Em/(c+d). 

，，,，、 1 ， 第 1 次 从 甲 ( 乙 ) 久 并 出 一 个 自 球 
人 0 ， 第 i 次 从 甲 ( 乙 ) 狼 提出 一 个 思 球 ， 
最 然 有 EEl=a-Eti+ Eti=a~-p'i +p'i, 

Es=a-Et D+Ett -Et + Ee 

=a-pP -ptp +p 全 

”特此 可 推 逢 一 般 ， 并 利用 (中 三 式 变 形 得 


+ 








、 n n 
Ea pl Sp 
卫生 于 i™=™1 
:总 十 人 En, LEE, 
i=l 十 习 引 十 了 b 


置 上 式 中 1 为 n-1 可 得 E55-1 的 表达 式 ， 以 Ess 减 下 En: 并 
整理 可 得 递 推 关系 式 


_ a&+c _ 
Et,= c+d +Esn-il 1 tp -到 


而 于 EE&o。=a。 册 上 式 递 推 并 利用 等 比 级 数 求 和 公式 可 得 


_ {a+cya+b)y 
Pen aTrpicrd + 





小 一 





etc+d) ecaro) ( 1 - 
a+b+c+d 
所 以 题 中 和 欲求 的 概率 为 


BEn a+c 
at+b arbrcid 


1 
5 sro. 


by ( 1~ 5 -er ) 
20. 现 有 n 个 袋子 ， 各 装 有 & 只 和 白 球 bb 只 黑 球 先 从 
第 一 个 黎 季 中 措 出 一 球 ， 记 下 颜色 后 就 把 它 放 入 第 二 个 袋子 
站， 再 从 第 二 个 袋子 中 摸 出 一 球 ， 记 下 颜色 后 就 把 它 放 入 第 
三 个 八 子 中 ， 照 这 样 办 法 依次 摸 下 去 ， 最 后 从 第 1 个 手中 摸 
看 一 球 并 记 下 颜色 ， 着 在 这 交换 球 中 所 将 得 的 明和 总 数 为 
3S.， 求 上 ES。。 


+ far 





1 ， 从 第 i 个 袋子 中 摸 出 自 球 
解 : 令 Si= | 对 
\ 0 ， 从 第 i 个 袋子 中 摸 出 黔 球 ， 
Pi{ié,.=1}=a/(a+b), 
P {srl} = a "af + 
b 有 
DT 


a:+ab+a 妃 


sy. sr 


{a+byca+b+1)y a+rb * 


由 此 类 推 得 P{t&;=1}=a/ta+b), i+1,， 2，…， 02。 区 
Sn 二) 十 在 z 十 "十 En 


es ES, 一 | Et = 





a 


21, 在 物理 实验 中 ， 为 测量 某 物体 的 重量 ， 通 常 要 重信 
调 量 多 次 ， 最 后 再 把 调 量 记录 的 平均 信人 作为 该 物体 的 重 最 ， 
试 说 明 这 样 做 的 道理 。 

” 和解 :以 表 第 i 深 测量 值 ， 由 于 受 测量 过 程 中 许多 随机 
因素 的 影响 ， 测 是 值 5 和 物体 真实 重量 a 之 间 有 偏 差 ，&s 
是 独立 同 分 布 的 随机 变量 ， 并 有 Eté, 二 By. Dé = CO。 测量 记 


录 的 平均 什 记 为 9， 则 = 工 (E 十 … 十 Ea) 





平均 划 人 的 均值 仍 为 a ， 但 方差 只 有 所 方 六 的 tf 而 六 


了 





差 是 描述 殖 机 变量 对 于 其 数学 期 望 的 离散 程度 ， 所 以 以 1 作 
为 物体 的 重量 ， 则 更 近 于 真 值 ，。 


22, 和 著 5Ey5n 是 独立 随机 变量 ，D5 = ， 试 找 
“ 权 ?_aiyaz，…，anf 它们 满足 已 at=1 ,使 之 ai， 


的 方差 最 小 。 

解 . 若 有 某 cxz= 0， 取 ar=1 其余 ai=0， 其 方 关 最 
小 。 若 所 有 oi; 堪 909， 则 可 视 方差 为 1 个 变 元 8&1,33，… 3n 的 
六 数 ， 

Db (S a8) = aizaiz-f(aiy zs “sy Bn)s 


t= 1 


出 笃 设 知 有 联系 方程 


1 
Bara man- a1 0. 


现 用 拉 格 朗 日 荣 数 法 求 方差 何 时 最 小 ， 为 此 作 函 数 
F(ai,a, ;= 十 入 中 


本 中 
= 12047 十 办 ( > 一 1) 
= | 


心 | 十 处 二 0 i=1, 站 
解 香 at= 一 20? 多 1, 
i 
从 而 入 = 一 1 > 20,7 和 








若 o 相等 ， 则 ai = 工 --，D (> 5 ) _ 了 az。 


n 


23. 设 随机 变量 |， E,, I Emmn(n 疡 器 ) 是 独 让 的 |， 
有 相同 的 分 布 并 且 有 有 限 的 方差 ， 试 求 3=E, + 十 &n 与 
= Emr+i + Em+z + ‘Entn 六 和 之 问 疝 相关 系数 。 


钴 .rsr=E 全 (5 











1 , nem _ 
' nao: {全 A aytt) a) +t 


+ 守 EE-a)?+ 名 E(E-a)(Erra) | 
“， 


24, 若 5 的 密度 函数 是 俩 函数 ， 且 EE*<ioo， 试 证 18| 与 
不 相关 ， 但 它们 不 相互 独立 。 

证 ; 设 f(z) 是 5 的 密度 函数 ， 则 f(-x)=f(x) .和 由 xf(x》 
兹 奇 函 狼 可 得 Et=0， 从 而 卫 8EIET= 0。 又 由 于 


+“ 





|x|itx} 是 奇 函 数 ， 得 
ES5IE1=| xlxlf(x)dx= 0 =EEEIE!, 
鼓 jl 与 不 相关 ， . 
由 于 所 的 密度 函数 是 偶 函 数 ， 故 可 选 c 半 0 使 
0 <P1E<c<1， 亦 有 PTE<e< il 
上 < 人 <c}= 
= Pit<c, |E|<c, } 
其 中 等 式 成 立 是 由 于 {| 之 cy} 局 之 c}。 由 此 得 
18| 与 不 独立 。 
25。, 营 EE， 的 密度 函数 为 
lin, x:+Y’*:&l 


PCxyyy = | 
0 » 天 十 yy 


试 证 ; & 与 站 不 相关 ， 但 它们 不 独立 。 
证 :ES= | | xp(xyy?axdy 


合理 En= 人 0。 
coV(E TD) = ESn— EEEn 
1 vw x | 
-| zdx| | d= 0 
-1 -~x ™ 
即 与 1 不 相关 。 但 5 与 1 不 独立 ， 事 实 上 可 求 得 : 
EE 一 tL : 
pi(x) = = ff v1 
: 0 ， : Ix[>>1, 


2 


pr (Fy) = | ~ ly yl! 
0 , 7 了 >1， 
而 当 |xlj 委 1 且 171 委 1 本，Ptx 7) pt(x)Ppn(y), 
26. 若 所 与 1 都 是 只 能 到 两 个 秆 的 随机 变量 ， 试 证 如 果 .: 
它们 不 相关 、 负 独立 。 


| 
| 0, ) L mo, qa.): 


作 两 个 随 宙 变量 


# Eb. ‘sa-b 0 sd fed 0 
0 ,a )"" " 人 ). 
由 与 了 了 不 相关 即 En = 上 E5En 得 
Et = E(tEn-bn-di+bd)= (EEEn -bEn -dEE+ bdy 
= (EE-b}En~-d)= EE*En, 
而 EEsmy*= Ca-b)(c~d) PIE*=a-b, n=c-d}, 
EE*En= (a—b) PiE*=a-b}.(c-d)Pin*= ce-d},. 
由 上 两 式 值 相 等 ， 再 由 (a 一 b)(c 一 4) 夺 0 了 得 
PlE#=a—-b, n= cd}=P{E#= a-b}PIn = c-d},. 
此 即 P{E=#&, n=c}=PlE=a}*ptn=.c}, 
同 理 可 证 
z P{i&=a, n=d}=P{é=a}:Pin=d}, 
了 =， n=c}= PiE=b}e Plg=¢}, 
P18=b, n=d}=P{8=b}. Ptn= dj， 
从 而 5 与 1 独 广 。 . 
27. 若 UU=&X+4b， Y=cY+d， 试 证 U， VY 的 相关 系数 
等 于 尺 ， 阅 的 相关 系数 ，。 
证 ， EU=aEX+b, DU=a:DX,. 


CF 





正 V=ecEY+:d,DV=eczDY，covrU .V) = 
=EatX~-EX)ce(Y -EY}y=ac*cov(X,Y), 

coy (U,V) AC 
TalvV BRE TV DD lacl “*Y* 

和 狂 ruv = ray， 题 中 需 补 设 a 与 < 同 与 。 

28. 若 5:,E:,5。 是 三 个 随机 变量 ， 试 讨论 (1)7 5 ,5,5s 
两 两 不 相关 (2)D(eE,+Es+ Es)= DE + DE,+DE,: 
{3)EE Ek = EE :EE,LE 之 间 的 关系 ， 

解 : (一 ) 证 (1) 中 (2). 设 {1) 成 立 ， 即 1 ,EE,，5E3 两 两 不 不 
-站 区 ， 则 

LE 二 ES 十 二 3) 
= Ec(E + Es + Ey) ~ (EE tt EE + El) 
=EC(E,- EE)+(E,— EE,)+(E, — EEE) 
= DE +DE, +DEs +2EE, — EE) (~ EE,)+ 
+2EE — EE Es EE)+ 
+2E(tE, ~— Eté,)(E — Et,) 
=DE,+DE,+DE,, 
《2) 成 立 。 
{二 》 (1) 塘 (3)。 设 


6 (4 ) (3) 


关 设 与 8 独立 ， 则 
S82=8,00) (0 ), Ebbs=5 7 , ) 
| B=; 3 去 ,二 $1 和 3 3 $ 1 生 


租 第 三 章 25 题 知 ，EiE:E 两 两 独立 ， 大 而 两 两 不 相关， 
.满足 (1) ,而 Es， 一 EE, = 人， 这 时 Et .EE,.EE, = 0 1= 
= EEE,E,8,, (3) 丰 成立。 


* 


EUY = 


(三 六 22) 由 人 1) 设 DED 0 ,8 = = 上 上，E = 二， 则 

DE +E,+E)= DeE+E- HE)= DO =2DE, 

DE, + DE, +DEs = DE+DE+D(C-#8)=24DE, 
:满足 (2 ,但 显然 上 &1 ,5 ,5s 两 两 相关 ， 事 实 上 由 EE 一 (EE)* 
=DEX 0 得 与 & 相关 ，(1) 不 成 立 。 

《四 2) 切 (3) .事实 上 ,由 (1) 叶 (2),(1) 忆 (3) 得 必 有 

(2) (3), 

(五 (3) 雪 (2),. 芭 


be (tl (3 ) (3) 


sks (0) ,sts (" ). 


再 设 ,与 引 独立， 从 测 的 区 数 :与 5 也 独 江 ， 我 们 有 
EE =- 喜 ，EE: = 各,BE,= 0, Ek, G2= 0， 了 ELSs = 
EL* EE, = 0 sEE,E, 三 Ei,:Et, = s EE EE, 三 从 二 
= BE,* ELE EE 满足 (3) .但 
Dek + Es, +t EE) = DE, +t DE + DE +2EE,E,+ 
十 2 贡生。 +2E5,6, ~ 2ES,.RE, 一 
—2ES.*Et, -255,:EE, 
= DE,+DE,+ DE, ~ 2Et,*Et: 
=BE,+DE, +DEs + 二 DE: + DE + DE,. 
(2) 不 成 立 。 
(六 )( 介 我 (1). 事 实 上 ,由 (1) 好 (02),03) 我 (2) 得 必 有 (3》 
1), 
(七 ) 当 E81,5.;54 相互 独 立时 ，(1), (2),(3) 同 时 成 立 ， 
29, 若 上 ,1 服从 二 元 正 态 分 布 ， EE = 237 有 HE = 1,En=b, 


-Rs 


多 





Dn =1, 证 明 :与 1 的 相关 系数 f=cosqr, 其 中 
q= P{(E -aq- by 0}. 
证 :由 题 设 得 


- 1 ， -0 于- 1 
1 on 1-r> | | °xP | 区 
(x-a)ty-by<0 


x [ (x-a)-2r(x-a)(y-by+ (vy-b)? 站 出 xdy 


《 令 u-x-asvey*b) 


- (us-2ruvy+y:y 
[ie 5 dudv 


Uv< 人 0) 


27wv Tr 让 r? 


1 
nv 1-r? * 


-ru +Yy*) 
x | dv| 。 一 I ”) du 


令 uu=pcosd,v=psind, |JI=p, 则 
gq=-—— -1 .x 
Tw 1-r* 


ps 
oo -~ -(1~-rsin20) 
x fs dep Ex mo) dp 


1 | 于 1 -rs 
Fw -ri 。[ 一 Tri “~ 
2 


dB . 


让 


— 1-rsin20) ] 


人 


Vr 
 . 人 开 - TS (a= 20) 


ww 1l-r? | da 





271 x 1-rsine 
re [ 1 tg 和 QT “~ 2 
六 . i t = ] 
开 v1-r? arc g ,7 1-r? T 
。 性 t _ 
外 下 mm tg = ~ co filim arctg Se- 一 ” 得 


9 = 十 arc tg es + 去 , 基 te[ (q- 去 ) ]= -全 变形 得 


让 。 tr? 
ctgqxs ~ wr? 或 ctg qr = TY 


所 以 





-=Ssiniqnctg:qx = C0s:qx, 
注意 到 0 <q<1， 且 了 与 etgdqrn 同 号 ， 到? 与 cosqx 同 号 ， 
族 得 r= cosqmr( 其 中 q=P{(E-a)O0-b) 必 0)，。 
30, 设 {6,9) 服 从 二 元 正 态 分 布 ， EE=En= 用， 
了 在 = DTHI= Tct=tYy 斌 证 
Emaxt,n) = (rr. 
证 :由 题 设 得 


co co 
Emaxt(§,"n) -| 人 


1 > 2 、 
-x -2X7+Y 了 
xe 27 ) dxdy 

1 所 1 
= 人 > XX 


志 插 站 








“| ~ 2(C1-r*) 了 二 
{x -2rx >》 
+| ydy] e 2(l-r) x 
-ce 一 
~ i, 
TY 
cl iv2 
x| 一 xdz| e 一 215 ) 人 ay 
一 Cu = 
xx? Cy-rx)” 
co 1 x 一 了 TY 
2 - 
机 ~ 
本 四 t2 
i 
= 了 了 -oo XE dz | lr e dt 


用 分 部 积分 法 ， 令 dv=xe ”去 Xx*dx， 余 下 部 分 为 u， 笃 
Emar(t,n)= 


_ I: 1-t _+? 


-i{-e 人 ee 24t + 


， i 1-r 、 主 
+ 1 Te 1 dr 








i 





=- VE 
31, 训 5 与 1 独立， 具有 相 贱 分 布 N (aaz)。， 试 求 
ns + dn 上 与 UE+Yn 的 相关 系数 。 
解 : 记 5S=pE+qn,T = uv 则 
ES= pargqa= (pq)a, ET= (ut+va, 
DS= (p+ qor,DT= tu: 十 YE， 
covST =E(p(é-a) + qn-a)x 
x CutE-al-vYy-al}= PuG + qvYo!, 


32, Pareto 分 布 的 密度 函数 为 
rAT/x"+1, xD 丰 
px = { 
0 ， 不 之 二 ， 
试 指出 这 分 布 具有 Pp 阶 短 ，、 当 且 仪 当 Pp 二 rT， 
证 ， ESP= | rArxe i dx= | rar pridx. 
当 且 人 妈 当 -pt+tl>l， 即 p<r 时 上 式 积 分 收 人 舱 ，EEPr 共 
在 , 当 Pr 时， 
po _1 rz ff rap 
Etr= A (- er) A". 


这 里 rr 0 由 0 和 








33。 若 的 密度 国 数 为 
co -| 2|x| (log |x4} -» xl >e 
0 ， 其 它 ， 


试 证 对 于 任何 > 0，E 周 "=o0. 
-i 





证 ;a> 0， 由 于 iim x /(logx})? = cc， 


ES 


拆 以 存在 M>>e， 使 当 x 之 M 时 ,x /7(logx)* 汤 1, 此 时 


c X 
El -2{. 2x{(logx): dx 
(1, x 1 
《iogxy: dx> | 二 dx= ce， 


34. 若 服从 Ia，axz)， 试 求 已 |E-aiz。 


CC 
解 :ElE-alt= S| 1x-alzx 











一 
uz 
. 2 oo .- 
+V-2- OF D 信 Huy-2 e. du。 | 
当 为 偶数 时 
ElE-alt= 


"II2 





UU 
-Vk D sse 2 1 
Tt 入 


=1*3*:8.…(k-3) Ck-1}or 


-V2 2 ork 19 0k- 3).:. ‘42 ue 2 du 


= 2°40 Ck-3) Ck-1) or,/. 2 


35。 记 直 一 卫 15|*, 著 an<ce 试 证 zw a 二 Er v ， 
k=1,2,.…,n-1, 
证 :ai_ 1t? 2ait + 中 Et 一 


= {lxl + 2t1xlitlx| JdF cx) 


-CD 


其 40t) = az-its+2azt+atyiZ20 对 任意 tt 成 立 。 又 aL_1>0， 
所 以 判别 式 入 = 4at -dar- axoc0 即 atz<car ar ，， 
从 而 有 as at ak, 
依次 令 k =1,2.…,n -1 得 
ai 和 aoas，， Ai a? a 8 TS an-} an 
鞭 中 &0 = 1,. 把 这 些 不 等 式 中 前 个 的 左右 两 边 分 别 丰 乘 化 
镁 得 ax 1 <S at 两 边 赔 开 k(k+1) 次 方 ， 即 得 
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36. 甲 泪 中 浴 六 5 内 日 球 ，7 内 黑 球 ，5 只 红 球 , 乙 魏 


中 潜 有 4 只 自 球 ，4 只 黑 球 ，7 了 内 红 球 ， 试 问 从 吗 一 个 稚 遇 : 
取出 一 只 球 有 较 大 不 肯定 性 ? 


， _5 号 了 7 3 3 
解 :HE = -slog ls- is ls isl is 


一 on15 一 is (Slog5 十 7 了 log7y 十 31og3) ， 
4 4 了 了 
~ 4_41 a 
Hz= -jlo8-1s 1 各 -15 105 1 


= logi15 一 jC4log4 + dloegd+7Ior7) , 
”SlogSs+ 3loE3 >4logd+ 4log4 
之 晶 凰 ; 忆 比 中 有 较 大 的 不 肯定 性 。 


37. 试 求 几何 分 布 的 炉 。 


i 
解 : Ht= ~ Sa plogq* 


Cr Lm | 
:= 一 全 qd Plogp-p 2S (kD ar logqy 


LL 


一 一 logp pC oy logq 


= — logp— 全 loga. 
英 中 


var ) (re) “or 


as 





38。 试 求 二 天 和 分 布 的 和 。 


nm、 _ - 
解 。 H:= -> CEprgqn-rlogCt praqn-r 


Wh 她 
一 全; Crxprqn riogCE — YkCkptqn-tlogp 
Ek=0 


下 


一 > (nk) Cn pkgqn-tlogq 


L:] 
= Capra" tlogCa ~ nplogp ~ nqlogq. 


计算 后 薄 项 时 用 到 ， 二 项 分 布 btkyn,pP) 和 b(k;n,q) 的 数 党 
期 望 分 别 为 np 和 nq。 
39。 洲 以 wa 及 有 分别 记 二 进 制 信道 的 输入 及 输出 ， 
已 知 P{e=1}=p, P{ia=0}=1-p, P{P=1|ln=1}=q, - 
P{B=0la=1}=1~q, P{B=1ig=0}=7, 
人 B=0]a=0}=1~r; . 试 求 输 出 中 含有 输入 的 信息 景 . 
解 。 P{B=1}=P{B=1, a=0}+P{B=1, a=1) 
=P{B=1la=0P{a=07+PIB=1ila= 1}P{a = 1 
= {1—-p}r+pgq;, 
~ P{B=0}=P{B=0, a=0} + PB=0, a=1} 
=P{PB=0la=0}P{a=0}+ 
+P{B=0la=1}Pta = 1} 
=(1-p)(1~r)+(1- q)p, 
PiB=1}+P{B=0}=1. 
H( 出 )= HB)= -0(1 -pr+pa)logt(l— -p)r+pqJT- 
一 [pt~-q)+(i-p)( -zx 
.了 35 


x logCptl -q+ (1 -pl r)), 
H:()= TH..(B) = 

= — Piag=0}CP{B=1la=0}logP{B= iia=0}+ 
+P{B=0|la=0}logP{B = 0|0= 0}3— 
-Pta=1}tP{P=0|la=1i}logP{B=0la=1}+ 
+PiB=1la=1}logP1RB= 1ie= 1}) 
—{1—prrlogr + (i rylogtl—r))— 
-pl(li~q)logti—- dq)}+ dlogq), 
擂 以 输出 中 含有 输入 的 信息 重 昌 (入 ) 一 日 (入 ) 为 


H(A 和) — Hi 入) = HC 出 ) 一 取出》 


= ~L(l—-pr+t+pqadiogc(l ~ pripq)— Cp-9)+ 
tel—pl—r) logtptl -q+ (1—p)(l—r)j)+ 
+ (1~p)rlogr + (1 ~ p(tl—r)ylogtl—r)+ 
+p(i~—q)logtl ~ q)+pdlogg, 


40。 在 12 只 金属 球 中 泥 有 一 只 假球 ， 并 且 不 知道 它 比 误 
球 轻 还 是 重 ， 用 没有 夸 玛 的 天 平 来 称 这 些 球 ， 试 问 至 少 需 要 
称 多 少 次 才能 查 出 这 个 假球 ， 并 确定 它 比 真 球 轻 或 重 . . 

解 ， 需 要 确定 其 结局 的 实验 了 有 24 个 可 能 结局 ， 即 12 个 
球 中 有 一 个 是 假球 ， 且 它 比 真 的 轻 或 重 . 若 认为 全 部 结局 是 
等 概 的 ， 则 实验 B 的 灶 H(P) = log24， 即 需要 得 到 log24 个 
单位 信息 ， 由 称 一 次 (随便 怎样 的 所 构成 的 实验 «, 可 以 有 3 
个 结局 ( 即 天 平 可 以 向 右 儿 或 向 左 斜 或 保持 平衡 ), 进 行 次 
复合 试验 At= aaaz…ox 后 ， 可 得 到 不 大 于 klog3 = log3" 的 
信息 ， 而 3:<24<<3+y 所 以 至 少 得 称 三 次 才 可 以 称 出 假球 ， 
且 判 明 它 比 真 球 轻 或 重 。 | 

具体 称 法 共有 十 旋 种 ， 详 见 雅 格 洛 姆 著 ，“ 福 率 与 信 


"Is: 


| 





息 ”， 这 里 仅 取 一 法 叙述 如 下 ， 

第 一 次 称 ， 天 平 两 端 分 放 1234 和 5678， 下 人 作 IIEN。 

《和 ) 藻 第 一 次 称 时 平衡 ， 旭 假球 在 1 工 互 了 中 ， 

第 二 次 称 ， 天 平 两 端 分 放 工 和 页 1， 注意 1 是 次 球 ， 

《太太 ) 车 第 二 次 称 时 平衡 , 则 下 是 很 球 ; 青 把 1 和 坟 分 放 
天 平 两 端 称 第 三 次 ， 可 判别 假球 区 比 真 球 1 轻 或 重 ， 

《AB) 若 第 二 次 称 时 工 工 较 重 (或 轻 )， 

第 三 次 称 ， 天 平 两 端 分 放 1 和 了 工 ， 

《生日 4 ) 若 第 三 次 称 时 平衡 ， 则 下 是 假球 ， 且 比 真 球 较 
轻 ( 或 量 )， 

‘总 BB}) 若 第 三 次 称 时 不 平衡 ， 则 与 (AB) 中 同 重 {或 轻 》 
的 那 球 是 假球 ， 且 它 比 真 球 较 重 ( 或 轻 )。 

( 台 ) 若 第 一 次 称 时 1234 较 重 ， 则 假球 在 天 平 上 ， 

第 二 次 称 ， 天 平 两 端 分 放 125 和 346， 

《了 上 ?车 第 二 次 称 时 平衡 ， 则 7,8 中 之 一 为 假球 ， 由 第 一 
次 称 的 结果 知 假球 较 轻 ,再 把 7 和 8 分 放 天 平 两 端 称 第 三 次 。 
期 可 找到 假球 。 

(BB) 若 第 二 次 称 时 125 较 量 ， 则 或 1，2 申 之 一 为 假球 。 
且 它 比 嘉 球 较 重 ， 或 6 是 假球 自 它 比 真 球 较 轻 。 

第 三 次 称 : 天 平 两 端 分 放 1 和 2。 

(BBA ?和 若 第 兰 次 称 时 平衡 ， 则 6 是 假球 且 比 真 球 轻 ， 

《BBB) 若 第 三 次 称 时 不 平衡 ， 则 较 重 的 一 球 是 假球 ， 且 
它 比 真 球 重 ， 

(C) 若 第 二 次 称 时 5678 较量 ; 则 只 需 把 (B) 中 编号 1234 
与 5678 依 次 定 换 ， 即 得 称 法 。 

41。 试 用 母 函数 法 求 巴 斯 卡 分 布 的 数学 期 望 让 方 关 。 

解 ， 巴 斯 卡 分 布 为 
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P{E=n} = Ctq" tpt,n=k,k+1,.…, 
其 母 函数 为 
Ps) -Ct i qn-kpksn( 仿 m= nk) 


=pt CE. 全 ms mosk 


， :3 prsr 
= p's Cn-1(d5)™ err 


ksY-'(1-qs)t + kst(1-qs) Iq ) 


EE=P(1)= pxl - -a jy 
=-( kprs® si] sk 
(1 qa)t+! 要 本 和 Pp » 
kprst-! * 


a dE, 
ip (SS Dst (1-qs)r7 + (k+1)(1~qs) qs 
‘1-9s) +¢Y 





‘1— 957° de 

_ Ck- -a +(k+1)(1 -qq 
二 上 上 pr 一 一 一 一 Trt 2 
_ 上 +kq_ kx 

p 。 
DD 

长 于 十 区 

-ea (人 


P 
.42 设 是 一个 母 函 数 为 P(s) 的 随机 灾 量 ， 试 求 下 列 各 - 


概率 对 应 的 母 函 数 (DP{E >n}: (C2)P{E = 20}. 
解 ， 此 题 指 对 非 负 整数 n 的 全 体 而 言 。 
1) 记 P{E = n} = Pay PlE>n} = qny 则 


,3 





dn= Pnri + Pars ***, n> 
设 PfE>n} (n>0) 的 母 孙 数 为 Q(s )= SS gas"， 则 当 一 1<s 


1 时,(1 一 35) 局 (5) 中 5* 的 系数 ; 当 n 字 1 时 为 qn 一 qn-1 = 二 -Pes 
当 n = 时 为 qo = Pi 二 Ps 十 =1 一 Po; 所 以 


{1—s)Q(s)=1-po + -pw)s"=1~P(s). 


时 以 Qts) =[1-~- 上 (s)]AL 一 S) 光 一 1<S<1)。 
(2)P{E = 2n0}(n 这 0) 的 母 订 数 为 


Cr Dd ce 
F(s) = Dpens*= 1 (Zpacs?)" + 全 pn -s 去 )] 
区 一 人 2 Mn"? me 


= > (Ps*) +P(—s >) 


43。 在 凡 努 里 试验 中 ， 着 试 验 次 数 v 是 随机 变量 ， 试 证 
成 功 的 次 数 与 失败 的 次 数 这 两 个 变量 独立 的 完 要 条 件 ， 是 v 
报 从 普 阿 松 分 布 。 

证 ， 设 ,= 站 "第 i 次 成 功 i 1s 第 i 次 失败 

0 第 工 次 失 疏 ， 0 第 工 次 成 功 ， 

P{kEi=1}=P{in=0}=p:P{E;=0}= P{mi = 1}=1- DP, 
别 & 的 母 函 数 为 

Fi(s)=s( -ps +ps =1-p+ps, 
得 理 可 得 的 母 函 数 为 F,(s) = p+ (1-p)s。 v 的 母 函 数 记 为 
G(s) ,以 上 表示 成 功 次 数 , 则 EE = +，… + Ey， 本 题 认为 {5&n} 
与 独立 ,得 & 的 母 函数 为 Pt(s) = GCF,(s)). 同 还, 以 n 表 
汞 失散 次 数 , 则 9g =I1 二，… + 其 母 注 数 为 Pn(s) = 
= GCF, ($s)], 

必要 性 , 设 & 与 1 名 立 。 则 由 Y= + 得 


二 +*EFe 


G(rl—-p+ps})*GCp+ (1 ps)= G(s)., 
因 沪 (1 -p+p5) (p+s 一 pS5)=14+5， 所 以 车 记 上 式 左 边 避 
的 变量 分 六 别 为 xy 可 得 

GxXIC(ty)= Gtx+y 1), 
令 上 (x)= T(x 一 1)， 风 上 式 变 成 
Tix—-D Ty -1)= T(x+y-1-1) 

= TLCx-1) + (7-1)), 
简 几 教 本 P97 引 理 可 得 

G(x)= T(x—-1)=a -l=esr-1l:, 
即 v 的 母 冰 数 ts) = exp{hA0s 一 1)} ,这 是 普 阿 松 分 布 触 母 散 
数 。 由 于 母 函数 与 分 布 列 之 间 是 相互 唯一 确定 的 ， 所 以 得 * 
是 服从 普 阿 松 分 布 的 随机 变量 。 


P{E=r} =SPtv= na}P{E) + +E,= riv= nd 


.= SP{v=n}P{s, + En=ry 


p> “Cip'( -pr 


hr 


和 A 
1 =r m51 


CACL~ _p)Dnsz(hp)s 


mn 


,=e APOAR) ATrT。 
同 理 可 得 

P{n=t}=e"X'l~ CXC pI/tE, 
县 有 
PiE=r,n=st}=P{lyv=r+t}P{iE = rvy=r+ty. 


sd 





一 入 二 。 

(r i “Crup (1-p) 
=e 3Mr+ttp(l ~ pt/riti = PiE = r}P{tn=t}, 
再 由 r,t 的 任意 性 即 得 证 & 与 1 独立， 

44。 设 {E 是 一 串 独 立 的 整 值 随 机 变量 序列 ， 具 有 相 辕 
概率 分 布 ， 考 虑 和 Tm=Ei+Es+…%Eoy 其 中 vv 是 随 抽 变量 , 安 
与 84} 相互 独立 ;试用 (1) 母 消 数 法 ，(2) 育 控 计 算 证 明 

EnN= Ey:EEky, Dna= Ev DEr+ Dy (ES 

证 : (1) 设 8 的 母 范 数 为 F(s),Yv 的 母 彤 数 为 G(s) ,而 
n= 二 vr 所 以 Ps(s》 = GCF(s)I, 由 此 得 

En= P01) = {GCF(ONF’ (si = G:F (OY 

= Eyv*Ekr, 
其 中 , 
FGD) = Spt =i} 1 = 号 PE =i}=1. 


Dn= P(t1) + Podl) ~ CP nt1))’ 

= {GF(YCE (8 + GCF (CS) FF (5)},. 
+ FOG -LE OG (1 

= GICR ODI + GOD ePID + FO) :Gly 
-CF (G0 

=G" (1 {Fe +F (1) -CF (1)):} 
+CFIODY{G) FG 1) -LG C1)Y} 

= Evy.DEs + Dv (ESE):, | 

C2) 直接 计算 ,由 题 设 得 


Pin=i} = 号 P{fv= njP{E + + Eily=n}. 四 
En= 马 i 呈 Pfv= ayP{E + +E=ilvy=n} 


1 下 


ssidi= 





= 之 Piv= a} Sipt{E+ + en= 1} 


利用 已 (5 +-… En) = ES 得 
[au 咀 | 
En= Piv=n}nEe, 三 Ey*rEE,., 
久生 


Ge on 
En’ = 之 CPiv=n}P{E, +'"+ Es=ily=n} 
1" n= 


= Pp{v=n} 人 Sip + 


D6 = E+ + 用 Et? = DE + (EE? 及 DE = nD 得 
En*=SPptv=n) (DECE(E EY) ) 


| 
= Piv=n}cnDE, +n*(EtE,)* 


= Evy*DE, +(EE,)’ EE n:Pi{Y= n}) 


最 后 ， 再 利用 下 v: = Dy + (Ev)* 得 

En:= Ey:DE, +DYy-. (EE,): + (Ev):+:(EE,):, 

Dn= En — (En:= Ey*DE, +Dv (CE,)’:, 
公共 净 车 站 在 [0,tjJ 中 米 到 的 乘客 批 数 上 服从 参 

数 为 Xt 的 普 阿 松 分 布 ,而 每 批 米 到 的 条 客 数 是 随机 变量 , 米 1n 
个 的 概率 为 pda = 0,1,2,…, 试 求 C0,t] 中 来 到 乘客 数 n 的 母 
摧 数 及 数学 期 望 ， 

解 。 以 5, 表 第 i 批 来 到 的 末 容 数 , 则 5 闻 分 布 ,县 其 母 潜 


数 为 F(s) = 各 pss", 本 题 认为 ， #, 间 相互 独立 上 且 攻 由 与 上 独 
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A 


章 , 尖 为 C0,t] 中 来 到 的 乘客 数 n = + … + 上 4, 而 h 服从 参数 
六 Xt 的 普 阿 松 分 布 ， 其 母 活 数 沟 G(s)} = exp{XAtts 一 1)}， 所 
以 六 的 母 函 数 为 - 

P(s)= GIF(s)]J= exp{At (Spas* ~ 1)}. 


:由 此 得 人 的 数学 期 望 为 
EnN=P’'(1) = MEnp,. 
46。 试用 嫩 函 数 法 证 明 二 项 分 布 及 普 阿 松 分 布 的 再 生 


证 (1) 设 上 btkynp)y 5 人 btksrmypy， 则 它们 的 母 
育 数 分 别 沟 记 (5s) = (ps + 9)",P,(s) = (ps + 9)”, 青 设 &| 与 
雪 : 独 立 , 州 =E + 则 mn 的 母 函 数 为 

Prts}=P, (s) +P2(s) = (ps + q)"(ps + q)™= (ps + qm 

二 项 分 带 b(kyn + m,p) 的 母 孙 数 为 (ps + q)n+m, 由 于 母 函数 
与 分 布 列 之 间 是 相互 唯一 确定 的 ， 由 此 即 得 人 服从 
和 人 ksa+myp)， 即 二 项 分 布 具 有 岂 生 性 。 

{2) 设 ,5s 分 别 服从 参数 为 A ,入 ,的 普 阿 松 分 布 ， 其 母 
裔 数 分 别 为 PCs) = exp{M1(5-1)},P;,(s)=expiA,(5-1)}, 
. 卸 设 上 与 5 名 立 , = 二 +， 则 有 的 母 函 数 汶 

Pn(s)= P.(s)P,(s) = exp{CAL + A 27s — 1)}, 
所 K&L 服从 参数 为 和 二 入 ,的 普 阿 松 分 布 , 普 阿 松 分 布 具有 再 
生性 ， 

47。 车 分 布 函 数 F(x) = 1 一 FC 一 x+0) 成 立 ， 则 称 它 是 
-对 称 的 , 试 证 分 布 国 数 对 称 的 充 要 条 件 ,是 它 的 特征 函数 是 实 
区 个 图 数 。 

证 ， 必 要 性 .由 F(x}=1-F(-x +0) 得 

PiE<x}=Pit > -x}=P{- Er}, 

“3 





“此 即 F#(x)= FF._:(z) ,所 以 对 特征 函数 {ty 有 
ft) = Eett= JedF:(x) = [esdF eCx) = Ee-i# 


= ft}, 
由 此 知 f(t) 是 实 前 数 , 义 有 
f¢-t) = fe-'aFex) = [eisdF scx) 一 下 ee 六 (一 让 


= Eeitt = f(t}, 

六 以 站 tt》 广 是 但 函 数 。 

充分 性 .由 于 

fect)= erit= 下 etc 所 =T_ECt)， 

昌 由 题 设 知 ft(t) 是 实 画 数 , 所 fe(t) = ft =f_E(t)。 
由 唯一 性 定理 知 ,5 与 ~ 的 分 布 冰 数 相 同 , Fe (x) = FF_s(x), 
即 

PiE<x}= Pi- Ex}=PiE > -x}, 
MF(x) = 1-F(-x+H)., 

48。 试 求 C0,1) 均 名 分 布 的 特征 函数 . 
1l, XxXEFVO,1) 


解 : Pp#(x) = | 
他 工 公 (0 1T]。 
当 t = 时 ft) = 1 当 ts 妆 0 时 


fet) = errdx 二 et 


49。 一 般 柯 西 分 布 的 密度 函数 为 





1!_ 1 
= ett 
,1), 


1 A 
P(X)= "KIT >0. 


试 证 它 的 特征 函数 为 cxp{irt -和 1t|}, 利用 这 个 结果 证 明 森 : 
西 分 布 的 再 生性 . 


+ 





: _f™ 1 1 办 一 
证 8 f(t) = oe ‘mT A dx (Su=5.) 
1 1 °° 4 
= oe 和 Tsdu。 ‘1 
溃 虚 复 变 函数 的 积分 ， 当 t>0 时 ,到 c 为 上 半 国 局 
和 = 了 el 00 委 9sxr) 和 实 轴 上 从 ~ R 到 及 的 围 道 ( 图 15) , 若 u 
于 上 学 加 周 上 , 则 4 = Rete,du -= iReid8, 有 








| ens Ee: dz = [eradu+ 
eltARe 
z + iReig 下 Raoaigdb=I +T:， (2) 


”对 有 





lim I =| = 评 和 名 世 1 二 
eo 1 co 1+us UU, 


儿 t>0 及 题 设 A>>0 得 0<<e-tmenp<s1, 所 以 对 IT: 有 


5 1.itAReis 
nt<Rf fgrer |ao pr e-xtnempd6 
RE -0( 当 R- + co 时 ) 《3) 


«Pegs 


在下 闪 平 耐 寺 , 仅 有 z= i 是 被 积 函 数 的 一 阶 极点 ， 由 复 变 绷 数 
中 留 数 定 理 得 ， 对 任何 RR 之 1 有 





: 1 . 。 eA! 
fan 1 了 dz = 2Tlec_i = ?AI nl = Te Ht, 【二 
:其 中 
c_,=1im Ee ~ {zz—1)=lim 一 es ( 
lt 7 Ct 
本. 
-lim © =- eat = ]】 ext 
>_wi 工 十 1 21 ?1 * 
把 (2),(3),(4) 代 入 (1) 式 得 
oO i 1 
fe Td ne ™, 5) 
由 于 
1 1 
et = at cost + 一- — "Sint , 


1+u 
sint 和 ul1+uaz) 是 au 的 麻 攻 数 , 它 和 在 (一 ce，eo) 上 积分 值 为 入 # 
costAu/(1l1+4*) 是 t 的 偶 函 数 , 当 t 之 0 时 ,其 积分 值 应 与 >0 
时 积分 值 相等 : 再 注意 到 (3) 中 右 端 t2>0， 所 以 当 t<0 时 有 
{er A du = re- > tl CBY- 
当 t = 0 时 有 
{ ethu 1 pn | -| 1， du= n= ne 0 《7y》， 
~ 二 -coltu 
把 (5) 一 (7?) 代 入 (1) 式 得 ,对 任意 t+ 有 
ft) = exptitp 入。 
现 证 柯 西 分 布 具有 再 生性 , 设 EGi = 1 2) 的 特征 苑 数 为 
ft) = exptitus A]t|}, 再 设 上 ,与 & 独 广 ， T = 二 +E,, MT 
fot)y = ft) tt 三 eXPAItCH1 + ha) 一 《Ai +As) 1ti} 


中 本 人 








所 岂可 仍 服 从 柯 西 分 布 ， 且 参数 为 上 1 十 上 :入 ,十 入 。 

50。 若 随机 变量 服从 柯 西 分 布 , hp =0,A=1, 而 = 8y 
试 证 关于 特征 冰 数 成 立 着 在 .nty=E(t)*fnft)， 枉 是 钙 与 下 
并 不 独立 ， 

证 由 .上 题 得 fe(t} = fstty=eltl 所 以 由 上 + 如 = 一 3E 
得 

ferntt) = foectt) =e litl eltl TegCtysfogt)y。 
慢 与 7 并 不 独立 ， 素 守土 ， 可 取 c 和 合 0 之 PE 之 cy 之 1; 则 

PiE<ce, nc} = PlE<c} EP{EZeH PIn< ch 
这 说 明 由 & 与 9 独 袜 可 挫 得 fe,n(t) = ftt)nin(t), 但 反之 不 
真 。 

。 试 求 措 数 分 布 与 王 - 分 布 的 特征 畏 数 ， 并 证 明 对 于 

具有 相同 和 值 的 工 - 分 布 ， 关 于 参数 rc 有 再 生性 ， 

解 : 〈1) 指数 分 布 , 当 x 这 0 时 ,其 密度 沙 数 为 
P(x) =Ae-Ax 所 以 它 的 特征 员 数 为 


{ty = f ere- sdx = Neratibdx 
各 有 


入 ac ie 
-ee = 天 ) ， 
其 中 et 人 | =e OCXoo)。 
(2)T- 分 布 . 当 工 >0 时 ， 其 密度 函数 为 





为 求 其 特征 函数 ， 我 们 指出 ， 对 复数 z=b+ic， 只 要 b>>0， 
就 有 如 下 等 式 成 并 (参阅 克拉 美 著 “统计 学 数学 方法 ” CC 允 
宗 解 译 》P124 )，; 


id 





条 用 此 式 可 求 得 工 - 分 布 的 特征 函数 为 
f(t) = er Te dx 
A? 


= 下 ， Te 
-GD 
~ Tr) 《大 一 it)F ~ \ 
现 证 工 - 分 布 具 有 再 生性 . 设 E 一 Girl) EGGfAs 
fajy 则 它们 的 特征 函数 分 别 为 


ft) = 17it/AY IT fskt)?=(TI 一 让/AX)》 2 

再 设 旨 与 独立 ，T = 上 1 + $s, 则 有 
f(t) = tft) = Clit/A) TI Ta , 

新 以 1 服从 工 - 分 布 GO ,ri + 了?，), 『- 分 布 具有 得 生性 ，。 
52。 基 5,Ei，Ea 相 互 独 立 且 服从 相同 分 布 NC0 17y 


试 证 1 = 如 6} 服从 参数 为 4 的 Xx*- 分 布 ， 并 说 明 X*- 分 布 
也 有 再 生性 ， 

证 : 记 的 分 布 函 数 为 F(y)， 则 当 y0 时 Fly) = 0 
当 Y>0 时 

Fi(y)=Pi~v 7<S<w7 了 上 





wy 1 并 dx 
有 | yd 2™ 

旗 用 对 参 变 量 积 分 求 导 法 则 ， 对 F(yY) 求 导 可 得 £2 -的 分 布 密 

并 p(yY)， 当 y 志 0 时 p(y) = 0; 当 yY 之 0 时 


,了 


| 了 3 +- 了 了) 





PpP{F» = A 


把 此 式 与 x*- 分 布 密度 《 见 第 三 章 35 题 解答 ) 比较 可 知 ， 
地 服从 自由 度 为 工 的 X:- 分 布 ， 也 就 是 服从 王 - 分 布 


GG( 训 , 启 ), 由 5: 同 独立 得 红 间 也 独立 ， 利 用 . 虐 题 结论 可 得 


n= 加 好 服从 -分 布 G《 雪 ， 寺 2)， 即 自由 度 为 a 的 Xi 


分 布 。 再 由 上 题 中 上 上 - 分 布 具有 再 生性 可 得 ， 这 里 x*- 分 布 
也 具有 再 生性 ， 

53。 求证 ”对 于 任何 实 值 特征 函 妆 HKt)， 以 下 两 个 不 光 
起 成 立 : 

1=—{(2t) A ~ Tt I+f(2t)220(0t)):, 

证 ， ft) 是 实 值 逊 数 ， 复 数 部 分 为 09， 只 需 对 实 部 计算 。 


Lm sm | 
1 —f(2t) =[™ a — cosotx)dF (x) 
= | 25 sinztxdFrx)， 
— 
二 2| 1 —Costz)(i+costr)}dF (xr) 
< costx)dF C(x) = 4(1 -1(t)). 
4 +f(2t) = | | + cos2tr)dF (x) 
=2| costtxdF (x) 


"ja9® 





>2f costxdF (x) ) = 2(f(t)), 
其 中 利用 柯 西 一 许 瓦 冀 不 等 式 ( 置 (x) = costx,Y(x) = 1》 
UedaFceo] < 
<(fe* rar fy:ordrer) ) 


54。 求 证 ， 和 如果 {tt) 是 相应 于 分 布 沿 数 F(x) 的 特征 范 
数 ， 则 对 于 任何 x 值 但 成 立 : 


lim Tt | | xyeritrdt 一 PFCx+0) -F(x -0)., 
Too 2 
证 : 下 
I= lim fetye-itrdt 
i 


lim » 7 (| etorm dF(y) )dt. 


于 | =1， 所 上 以 eX- 丰美 干 冬 积 测度 
Prex Lt~ 全 ,全 ] 绝 对 可 积 ， 由 窜 比 尼 定 理 知 可 交换 上 式 中 积 
分 次 序 ， 得 


ee 


于 
Cr Ty = re dt 别 当 y7 = 工时 有 


gCT,y) -a i, 


当 y 寺 x 时 有 
t . _ 
gz(T,y) = -去 二 2cost(y — x)dt =- 
由 此 得 lgtT,7)! 所 1, 夺 lim g(T,y)=10" 了 寺 工 
工 一 =o 1, Y=X, 


ET 





由 控制 收 内 定理 得 
Re 时 
= Pfzy=Fx+0) 一 Fox)。 
55。 随 机 宗 户 85 的 特征 阔 数 为 f(t)， 生 它 的 n 阶 短 存在 ， 
坊 
XE 二 -于 -证 togf Ct)] Ka， 


称 xt 为 随机 变量 5 的 k 界 半 不 变量 . 试 证 n=Er+btb 是 常数 ) 的 
K(k 于 1 阶 半 小 变量 等 于 xr。 

证 ， 由 = +b 得 fn(t) = ertbfze(tt)， 亦 有 

logfy(t) = itb + lopgfect)., 

当 k>>1 了 上 时， 等 式 两 边 同 对 +t 求 上 阶 导 数 ，itb 一 项 导数 为 0 
所 以 由 定义 得 的 Xxx 等 于 的 xi， 

568。 试 求 出 半 不 变量 与 原点 矩 之 则 的 关系 式 ， 

和 解 ， 利 用 特征 函数 ft) 与 原点 矩 mt 之 间 的 关系 式 
ff 人 (00) = irmr， 可 把 f(t) 展 成 大 级 数 


C021+ 客 改 -Gibs, {0) = 1, 1) 
又 利用 上 几 中 定义 的 x 可 把 logf(t) 展 成 项 级 数 


logf ty = 多半 (it), 


.. i 站- Gt C2》 
这， » z z z 
辣 把 (中 的 er 展 成 避 数 从 
。_ 1 _ XE fk 
frty = 二 十 TT 之 kK Cit) r+ 


-Si 








1 [总 2 
区 从 Ds] + (3) 
比较 (1 与 (3? 式 中 (it 的 系数 ,可 得 半 不 变量 与 原点 矩 之 阿 
的 关系 式 
mi=Xisma = Xx + xis Mma= Xs XXs tt Xi 
57。 沙 (tsm) 服 从 二 元 正 态 分 布 ， 试 求 6=8+m 的 分 布 
密度 函数 。 


解 ; 利用 教 本 P222 定理 6 E= (5 服从 nn 元 
正 态 分 布 NayB) 的 充 要 条 件 ， 是 它 的 任何 一 个 线性 组 合 


= 辫 1)5 服 从 一 元 正 态 分 布 N《 衬 ba 裤 hbr ) 
1 1= :1 1 9 


共 中 ar = Etr,byxy= E(t; -EE)(Er Et)., 
读 (E,1) 一 N(a, B》 其 中 


De 


了 好 好 
由 上 述 定 理 6 得 ,=E+T 一 Na +aay 01+2r010s +02), 
所 以 其 分 布 密度 通 数 为 
1 


加: 十 2TOIOz 十 村 





Pt IR 7 * 


{ZzZ—a1 a)’ 


| 
总 xp1i™ , 
2(03 +02+2r0.0,) 


58。 设 S152 ;En 相互 独立， 具有 相同 分 布 N(a,o*)， 


"i152* 


1 1! 


1 El % . ”| . 
试 求 5- 上 的 分 布 ,并 写 出 它 的 数学 期 思 及 协 方差 降 ,再 求 


\ Sm: 
世 = 潮 记名, 的 分 布 密度 ， 
解 ， 由 谈 , 独 立 得 & 的 密度 函数 为 


px ,xa) = PE ‘Xx 
二 到 上 1 





= 一 一 -一 一 -一 -Texe 1- (G | 
(vw 27 jnon +* 
数学 期 望 和 许 方 差 阵 为 
| ， ds 9 
ee B=| oo 
2 nl “0 og? /nxn. 
由 上 题解 管 中 叙 述 的 定理 6 知 ， 





. 1 1 Bo - 2” 
下 ~ 人 衬 a， Hr 9 ) = N(a， nn ), 


所 以 5 的 分 布 密度 为 


¥ 27 oo <P 全 20” 
59。 若 # 服 从 二 元 正 态 分 布 N(9, 守 ), 其 中 也 = (42 


试 找 出 矩阵 站 ,使 $ =An， 生 让 求 1 请 兴 非 带 化 的 正太 分 布 9 
并 末 1 的 密度 函数 。 


解 : 取 ET=0,DT= Cnm~NCC)C={t ni 





P(x} = 


与 翰林 本 





令 E= An, 其 中 和 = (a11)。,2， 则 9 与 的 特征 应 数 分 别 为 
fn(t) =exp{ 一 志 t"Ct}, fact)y=exp{— 私 tT(CACATL}, 
且 有 ACAT= 之 ， 即 


本 | 人 a21 ) 
| | 

B11 By \ 0 寺 ) \als aa | 

人 talz BtBaa2l 十 全 12 本 23 , 1 上 


1 \2 1 


2 r 
ala01 a12Bry A211 Ar 


矩阵 丰 不 唯一 , 取 ai: = w 2 可 解 得 &1: = 2 8341 = 272， 
‘v2 ww2 \ 
az21 = 二 V2/2s 从 而 大 = | 
Vale va/2d 
要求, 由 1 一 NY0,C) 得 1 非 退 化 ， 且 的 密度 函数 为 
p(xi x2) = expt -六 {x1 + Xi) 人 


60。 证 明 ， 在 正 交 变 撞 下 ， 多 元 正 态 分 布 的 独立 、 同 方 


差 性 不 变 ， 
证 ， 设 所 = (8 ,… ,En)", 有 ,独立 同方 差 ,其 协 方差 矩阵 和 


特征 函数 分 别 为 


好 和 0 
‘, =B, 
0 gt 


fe(t) = expiiat— 十 t"Bt}, 
{ Ci"Cin 


再 设 9= CE, 其 中 C =| | se 即 满足 


Cal" Cn 


,这 时 满足 题 中 的 





Fd 


这 ci = 1 encm=0 (于 大) 。 


也 此 得 nm 一 语 CCa，tBLCsy， 共 特征 国 数 为 
fontt) 二 expliit(Ca tt— Ht CBCT Dt}, 
即 1 的 协 方差 矩阵 为 CBCT, 利 用 CC 的 正 交 性 计算 得 
| C11 1m G” 0 | Cn 


宇 
Cnl'"Cnn ,|! 0 二 \ Clin Cnn 


上 

ci 可 cic Cen 

| 

| Destro 了 ci CaiealC 

2 2 

sse 个 :CnicziG re 

J 0 
-一 人 一 B, 
‘0 a* | 


矩阵 中 都 是 对 从 1 到 2 求 和 的 。 由 协 方差 矩阵 知 ，?3 的 
各 分 量 人，…:ma 间 两 两 不 相关 己 同 方差 、 再 由 正 态 分 布 间 
相互 独立 的 充 要 条 件 是 它们 两 两 不 相关 得 ， 0 Na 相 互 


独立 且 同 方差 。 、 ， 
is 





第 五 章 极限 定理 


本 童 内 容 。 贝 努 里 试验 场合 的 极限 定理 ， 各 种 收敛 性 ， 
独立 同 分 布 场合 的 极限 定理 ， 强 大 数 定律 ， 中 心 极 限定 理 。 


1, 设 f(x) (0<Cx<oo) 是 单 询 非 降 函数 , 且 f(x)>6, 对 隧 
随 变 量 E, 若 Efc |E|) < 之 oo, 则 对 任意 x>9， 

P{ él >x} Ty Ef El). 

证 ， 对 任意 x>>0， 


Pt{ |E| Sx} = | 4F(7)<-Teey | fc | 了 | YdF (Cy 


171 23 1 


1 _[™ 1 
< yl dF (7) = p05 EfC Il) 


2,5 为 非 负 随机 变量 , 若 王 es#<eofa>>0)， 则 对 任 齐 
和 >， 
PilE>r} ee “Ee, 

证 ， 对 任意 x>0， 


和 





PS>xj= | dF)< dh { srdFcy 


和 了 让 下 





1 SO , 
< 二 | edF(y) ee 
让 


3. 藻 h(xX) 宫 0， 为 随机 读 广 ,县 避 h(#) 之 oo, 则 关于 任 倒 
tO0, Ph(E) ce} cc!Eh(E)., 
证 ，h() 为 韭 负 随机 变量 ,所 以 对 任意 c 汪 0 有 


pih)2e}= | Fx) SH | xzaFaczy 


上 二 亚 基 后 


< 二 xzaFaCx) = 七 Eh(E)。 


4 ,1&4} 各 以 和 志 概 率 取 值 E" 和 一 k", 当 s 为 何 值 时 ,大 数 定 . 
律 可 用 于 独立 随机 变量 序列 Es Es， 的 算术 平均 值 ? 





已 弘 = 二 ka 一 去 ke=0，DE= 去 kie 二 二 KEze = Kae。 
若 s< 去 ,这 时 2s - 1<0, 利 用 维 间 的 独立 性 可 得 








ee 


厦 5 之 坪 ， 则 





二 nil (no0). 


211 


所以 当 3< 所 去 时 ,大 数 定 律 可 用 于 独立 随机 变 草 译 列 [小 。 
5. 荐 和 的 分 布 列 为 《”“ “了 “) 试 证 大 数 定 和 
去 ， 去 生 
适用 于 独立 随机 变量 序列 {84}。 
证 ; Eg 宇 必 ， 


DEz= 雪 Cv lnk ?+ 和 (Cv nk y: = lnk, 


< nn 
n 
-0 
满足 马尔 可 夫 条 件 , 故 题 中 结论 成 艺 。 


6. 验 证 概率 分 布 如 下 给 定 的 独立 随机 变量 序列 是 否 满 足 


"+ 





琵 尔 可 夫 条 件 ; 
C1)P{XL= 士 2z+ = 二 3 
C2)P{Xr= 士 2r = 2 PIXL = 0}=1~ 2-2, 
(3)PIXY = +k}= 志 F 宇 ,P{XL=0}=1-k 去 。 
证 : (DEXr=0,DXL= (25)?, 妈 二 (~2:)?。 和 在 二 AE， 


不 满足 马尔 可 夫 条 件 ， 
2)EAXL = 0, 


办 1 
DXe= 00)? an + 2). ahr = 1， 





1 二 1 
也 {> Xi ) = 3 * 和 二 n 下 








n2 
讲 是 马尔 可 去 条 件 ， 
(C3)BE XE = 0, DAr=k: “ -一 雪 7¥ +(—k)?. -一 二 二 
2k 2k 
自生 
二 让 9 
1 必 1 a 
~ _ 1- “ i 1 
二 0 ( 售 a- 二 训 ”> 二 六 4 
-人 2+ lL (neo). 
-不 满足 号 尔 可 夫 条 件 。 


7. 若 纪 具有 有 限 方差 ,服从 阅 一 分 布 ,但 各 上 间 , 旨 各 


1 


Et 大 数 定律 成 立 。 


证 ， 因 为 5 yi | 长 一 下 涵 2 是 名 站 的 ,所 哄 


PB) = ES GEs) ) 


=- {> FE(Ei— Ek: + 


-EE= 1 


中 一 | 
+ 2 BSE- Ei (sy:: ~ Etr.:)) 


TL 


2 no , oJ? 
= 1 DE + 2 rrig 
Et 


1 





2 ， 
+ 和 可 : 
nl 


3 


= i000), 
其 中 利用 [re sk} | 18.o 有 限 ; 马 尔 可 夫 条 件 成 并 ,所 以 对 序 - 
列 {5a 成 立 大 数 定律 。 
8,( 伯 轧 斯 坦 定 理 ) 已 知 随机 变 甚 序列; ，#。。… 的 方差 


有 办 ,DD 志 c; 并 了 且 当 ]i~ 下-ce 时 ,相关 系数 ro->0s 证 明 对 、 
让 成 立 大 数 定律 。 


证 ， 由 题 中 条 件 可 得 ,对 任 给 :之 0, 存 在 N, 使 当 上 i 让 > 
NN 时 有 rj 之 jC《 设 ce 之 0), 则 


pS Yl 
3D (i ) = D+ 


OO 


TY 1 


.3 忌 
2 


1 2 
< n2 ”RC > rill 09 
5 
2 1 
= 十 2 a (risl aasG1' 
Nae -1 , $s: 


+ -二 ,a jes] gioi, 
在 上 式 前 一 个 和 式 中 ,i 可 以 依次 取 1,2,…, n} 对 每 个 固定 
的 i 玉 说 ,由 于 j~iN 有 i<1， 所 以 至 多 对 应 NN 项: 从 而 和 
式 中 至多 有 mn 项。 在 后 一 个 和 式 中 ,由 于 4>1 所 六 对 工 取 
1 2，…)0, 至 多 依次 对 应 2-15n-2;…2,1 项 ,从 而 和 式 中 至 
.多 有 (nn-1)+(n-2) + 二 2+1= 各 n (n 一 1) 项 .利用 
]ris| 到 | 可 得 


杷 
一 一 有 1 xs 一 一 -一 二 ls 
nz: 二 i EL ) < 十 时 LT ] 心 十 
2 n(n—1) £ 
+ n 2 de * 它 
c 2Nec 1 E 


当 1 充分 类 时 ， 上 式 石 方 之 值 可 以 小 于 £, 所 以 
i py (>, ) 一 人 
对 世 o} 大 数 定律 成 立 。 
9.(〔( 烙 涅 坚 科 定理 ) 对 随机 变量 序列 { 仁 小 , 若 记 
Tin = -二 《EL 二 :证 En) * Bn 荆 - EE, 守 …… 们 了 En)y， 列 手 志 小 


Io 





站， 


-1 一 A , 











-所 以 当下 人 ass- 人 一 0 时 有 Pt mn- anl >>ej->0 


贡 时 1 小 服从 大 数 定 律 ， 
必要 性 . 设 { 小 肛 从 大 数 定律 ， 芭 
lim 了 (mn — anl 2} =V0, 则 对 尾 绍 se 守 9, 大 在 N, 当 0 二 NN 


了 时 有 P14 ns 一 an| 之 2} 夺 t, 由 s = t/t ta 关于 tf >0) 的 革 . 
调 性 和 0<s<<1 得 


(Nn an)* 
o<E{r es 3 | ee 一 PT ma 一 an <e}+ 


二 1* 了 fm 一 aa scr+ec2ef 当 8<1 时 )。 


mE {ft} =0. 


10。 用 斯 特 灵 公式 证 明 ， 当 n—>o0 yy 和 一 207 斑 一 组 下 by 证 
mn 一 0 时 ， 


* HE 





1 一 二 A my . .= ~ 
1 站 
Ta __.. ™ i -Hl 
证 ;斯 特 灵 公式 为 
Dim in 全 
ml = 2nm Mm 立 m 


嵌 这 得 





Cn— mt (n+rm)t 


2 (1) = (3) 


_ In (2n) ?ne sn( 直 )*nel 


Er 


2n(n-m) (nm)™ nm e-‘n-m, my ve 


和 之 直击 + +) 





n+ 1 
= -7 (2 4 , 
RN nim 2 。 
1.. gn 1 m) a) "~™ 
Vv TE 1 (1 a 


| 号 让 
varyi- (2)(: 


‘ 阁 a-r0， Boe, 出 当 








Bas=of1) 





讨 ， 才 有 下 吉成 立 
a FE 
C1+op=f(l+a) arp (3) 


雍 题 未 必 满 足 (2) 式 ,所 以 不 加 荣 件 地 利用 (3) 式 证 是 个 用 的 。 
， 这 里 结论 的 证 明 很 简单 , 藻 利 用 (3) 式 估计 (1) 式 什 , 刚 应 有 
ms/n =ofl)y Mm /n=0(1)., 
后 一 站 北欧 在 前 一 式 中 , 即 旗 补 设 入 一 条 人 性 成 立 , 利 用 《3) 才 
可 证 得 结论 ,下 困 用 岛 一 种 证 法 证 明 .。) 
视 ma ,为 连续 变量 进行 估 值 ,然后 再 置 a, 丘 为 到 正 整 数 
的 变 盟 , 结 论 也 应 成 世 , 利 用 台 次 于 趟 





tnd+x)= 世 ， (1yt-! 十 otx™) 
《一 1<xs1)， 
手中 /ja 一 0 得 
4 -2) m 
三 ! 了 
™ om ) (1+2) "0D 





-altxf 1 - Be)- min( 1 + 时 ) 


m 1m: ms: m+ ms 
it i - 和 直 耻 时 和 


i 2n* 3nz dn* 5n5 


m m: m3 m* ms ) 


“mn snans™ dn Gn 
Om mm z 
~ nn 6 nz 15 ns 





-aa 
1 tis ny 上) 


mm me 














me 3 {2 > 2 ) 

1 nA of 1 J/? 

二 > 1 -mm*/n 
厂 以 要 证 明 的 结论 中 内 能 是 二 。 


-n/n 


( -时 
(7 


(ea 二” + nn 


人 





1 -mn 
“nr ® 
# 
9 一 s( “0 
它 . 
i 一 二 
1 Cnn ? 
必须 目 只 名 


“电机 全 了 


下 二 





- 王 > 1 


后 必须 在 是 i 中 窗 流 过， 且 也 .… 14 于 党 


sm 儿 3 wa。 


11. 用 {1,33) 计 算 bt 5 00 0.00) HbA 10000, 
9.0035) ;并 与 精确 从 比较 ， 
诅 : {1 ,33) 式 浪 


闪 [1 +. Cxe ~ x Ca p) .十 c(5) L 


GG np 
其 中 x=(kK-np) Anpq。 
Cbes 1500,0.01) .k=5,n= 500,p = 0,.01, xr= 0. 


1 lL 
Pi =k}= 
{hn F0000T 0 VIR 
=0.17931, 
谁 确 值 为 0 .17635 。 
《2)brd408200000。0057。K=40)n= 10000,p = 0.005., 
X= 50  _  _  _--_- 1.417762 


10000 x 0.005 x 0.995 


ox = 0.366035 


Cx SX) (I~ pp) 


] + 一 一 一 一 一 一 一 一 一 =0. 32 
BT 0.103283 


“jh 





= 0 006025 
Piin= Ey= 0.0065605 x 1,.0528323 xX 0.366035 
半生 ， 
， 准 神 9.0214。 
1 计算 袖 深 统 有 120 个 终 跨 ,每 个 终端 有 5 由 了 时间 在 
， 使 用 ,党 各 个 终端 锯 用 与 否 是 相互 独立 的 , 试 装 有 10 个 或 更 多 


终 闻 主人 刻 用 的 概 诸 

解 ; 人 每 个 终端 yj 在 某 时 刻 使 用 的 概率 为 和。 05 ， E 发 孙 入 +t 二 
时 更 同时 使 用 的 终 靖 数 。 财 

P{E= K=O 0.05):(0.95)!?°-k 


册 积 分 极 跟 定理 得 
Pil2022> £ 10} =1- PltE<10} 





76 .10-6 
1 -PIisot 0 X00 IO 0 R005 120 x 0， 0 
1- 中 (ll.675) =0.047, 
秋 有 10 个 或 更 多 个 终端 在 使 用 的 概率 为 0.047. 





13, 求 证 ,在 x 闭 0 时 有 不 等 式 
= 一 二 工 : 一 二 全: 一 去 并 
Te < de e 
当 x>0 时 有 
co - 译 X” oo 千 t 
| e dt | 二 dt 


ap 





_ 2 +? 
je 8 一 cott+2tz-1T 全 





人 
En 二 一 疡 4? 
=- 4(- 。 ) 
于 1+t* 
-= 一 去 ti Pr x 一 址 x? 
= 了 Tie Te 


所 以 不 等 式 成 立 。 
14. 用 德 莫 哇 佛 一 拉 普 拉 斯 定理 证 明 , 在 由 努 基 试验 中 ， 
0<p<1, 则 不 管 K 是 如 何 大 的 沉 数 ， 总 有 
| lha— np| <k}—>0(n>o),. 
， 利 用 德 英 哮 佛 一 拉 莹 拉 斯 识 分 定理 得 


Pilhn- apl < 二 = | -一 < 一 六 一 | 





k 
Ya | ist oa 
Y 2n /ep 
pt al <- (a->co)。 

15. 用 守山 晓 夫 不 等 式 确定 当 挪 一 均匀 销 币 上 时, 需 投 多 少 
,才能 保证 使 得 正面 出 现 的 频率 在 .4 至 0.6 之 间 的 狂 率 不 
小 于 90% ,并用 正 态 逼近 计算 同一 问题 。 

解 ， 设 需要 投 扼 n 次 ,用 车 贝 晓 夫 不 等 式 得 (p = 0.5) 


1 
pl 0， 4 < < 一 0。 6} = P -a ~ 0.5 {<0.1 > 


1 1 
1-0g i" nn” ‘Ds 0 = 0.9 


168。 





~@(Eva)- o(- Livi)=20(tvi)-1-= 
=0.9 
(Fn)=0.05, Hn-=1.645, n= 67.65 取 
N208.。 


16. 用 车 由 贱 夫 不 等 式 及 德 莫 哇 佛 -一 拉 普 拉 斯 极限 定 理 
估计 下 面 纤 过， 


pj 
了 
并 进行 比较 .这 里 上 an 是 na 次 贝 努 里 试验 中 成 功 总 次 数 ,p 为 每 
次 成 功 的 概率 。 
解 ， 利 骨 车 只 蛇 夫 不 等 式 估计 值 为 ， 


之 
| 全 -se ee 





Pn ~ | ~ l 
n Pe! 


= 


利用 德 莫 哇 化 一 拉 普 拉 斯 极限 定理 估 值 为 ; 





piiha -| pl lha-np] ~ evnl 
Pi | 1 了 [> | = 了 | wnpq > 】 


2 『 ce 二 j 
TIE en/vpa ° : 


了 





2 2 pq 1 让 dt 
元 8g vi vv 
en 
二 1 2p4 2p9 一 门 Eb (CC I-02) 
E nn 


瘾 者 比较 ,后 者 估计 精 确 得 多 。 

17. 现 有 一 大 批 种 子 , 其 中 良种 占 专 , 今 在 其 中 任 旋 6000 
粒 , 试问 在 这 些 种 子 中 , 民 种 所 十 的 比 钢 与 癌 之 莽 小 于 1 站 的 
区 概率 是 多 消 ? 

解 ， 任 选 6000 粒 可 得 作 6000 重 贝 努 里 试验 ,p= 可 ;出 积 
.分 极限 定 埋 得 


HR 
| 人 一 6000Xx 二 | .0， 0.01v6000， 
-PU Vx 年 了 
.078) 一 机 (一 2.078)7=2 直 (2.078) 一 1 
三 了.98124 一 1A20.96。 

18. 种 子 中 良种 占 言 我们 有 399% 的 把 所 断定 ,在 6009 粒 
种 子 中 良种 所 占 的 比例 与 韦 之 差 是 多 少 ? 这 时 相应 的 良种 数 
蓝 在 哪个 范围 内 ? 

解 ， 与 上 题 同 理 得 


nl a - | < 中 - 


_ 忆 -6000x 去 |。 _ 
= Pi 二 Go i ds | 0.99, 


2 中 (120 3 2)-1= 0.99， 由 (120 Se)=0.995， 
120 3 Ee= 2,.58, c= 0.0124。 











7 





把 = 06， 24 代 入 二 计算 得 
P， . G00- 0 1 0.0124} = P， | + 1000 <74.4} 
= P{925<<pu<1075} = 0.99, 
以 相应 的 工种 数 详 落 在 925 粒 与 1075 粒 之 问 ，。 

19. 漠 让 试验 中 找 铜 市 4040 次 ,出 正面 2048 次 , 试 计 算 : 当 
重复 王 让 试验 时 ,正面 出 现 的 频率 与 概率 之 薄 的 售 离 程 度 ， 
不 大 于 消 让 法 验 中 所 发 生 的 仿 差 的 概率 。 

和 解 ， 在 浦 丰 试验 中 ,频率 与 极 率 之 差 为 


2048 1 28 _ 
4040 一 全 一 4040 0.00593 


人 并 定 本 得 并 于 的 梳 这 为 
] 1 
-2 0.00693 | := 


_ ~ 2020]| 0.00693 Xx v4040 


_p{ ls— 2020| 
= PI Ni. 88} ~2®00. 88) -1 


=2X0.8106~ 10.621, 
20. 设 分 布 函数 别 {fa(x)} 弱 收 绕 于 连续 的 分 布 函 数 
再 (x)5 缸 证 这 收 ， 对 六 EGR: 是 一 致 的 。 
证 ， 由 于 F(xz) 有 界 非 降 ，F(- co)=0，F(+co)= 1， 
: 融 对 任意 #2>0 可 找到 人 >>0 使 当 xz2M 时 有 
1~ F(x)<e, (1} 
甘 当 Xx 达 一 夺 时 有 
FIx)<<e。 (2> 
坦 于 Fa(x) 处 处 收 合子 F(x)，, 故 存在 一 正 整 数 NN ,使 当 


wi 





了 2 之 Ni 了 ,一 方面 有 
IE-M) FC MM)! <e, 


击 (27 和 人 
[nC M2es 【号 
男 一 方 而 | 多 有 
[FPC — FOND < 
由 (11) 得 


1—- FM)<< 2E, (4 
因此 ， 对 x 之 一 庆 , 若 n 字 NN,,; 则 由 (2),(3) 有 
[Fax) — F(x) < IF (x)| + |F (Cx)) 
F(t- MY+F(- M3e. 《号 和 
和 词 样 ， 对 x 守 M, 恕 果 n>N,; 则 由 (1)，(4) 有 
[Fax — Fx)| = [1 -F(x))— (1 F(x))Y 
< |i- Fx + |1- Fex)l 
i-PFAM)+1~-F(M)<3e. 《67 
在 有 限 闭 区 间 C~M,MI] 上 ，。FP(x) 连 续 , 阁 也 均 句 连 继 , 因 币 
在 [- 克 , MD3 上 可 找到 t 个 点 xiyxs，…yxbxt= 一 名 ,Xt= NM， 
使 
Fx) -Flx)<e ti=1,2,,t— 1), (7) 
还 可 找到 N: 关 Ni ,使 在 此 t 个 点 中 的 每 一 点 上 , 当 n>N, 时 
有 . 
| 下 一 | <, C8) 
于 [5 一 M,; Mi 中 任 取 一 x ; 则 此 文 必 属 于 蔡 一 [xiyx441J, 因 此 
当 n 六; 时 ;由 (8) 得 


Fx Pax F(xir) Ey {9% 
及 Pr Fx) >F(x)— £, (10% 


由 斑 共 (9) (7 得 


se 


Lt 


Fx — F(x F(x — F(x)+e 


F(xisi) ~ Pex) + EL2E. (11> 
同样 由 C10) 及 (7) 得 
F Cx) F(x)>F(x) - F(x}y-e 
Dr 一 下 (一 Br 一 25。 【《 工 2 


套 汐 人 >>N， 时 ， 出 457,(6), 11 12 得 ,对 任意 x 拉 R 有 
IFA(x) — F(x)| <3e。 


21. 设 Fa(z) 为 一 列 正 态 分 布 函数 , 收 化 于 分 布 函 数 上 《xy 
试 证 了 (xz) 也 是 正 态 分 布 活 数 ， 

西 ， 题 中 收 ” 系 指 弱 收 合 ， 

设 了 ,的 特征 坎 数 分 别 为 {及 f, 由 盆 定 


fCt)= lim ft) = lim expfiaat— or tt} > 
TS ea | 
轨 此 其 能 证 阴极 限 


a= lim aa 0:= limoz 
二 性 疡 十 一 六 心心 


存在 , 则 本 题 得 以 证 明 , 岂 (1) 得 z 
exp{ 一 去 08 t2}= Ct)| -re CY 。 
轩 1(t) 连 和 比 而 和 且 1(0)= 1, 故 必 存 在 ty 交 0 使 人 to 半 0, 扒 而 
一 二 5 tlog [f(t oo 


故 得 证 极限 o* = lim os 三 在 。 


由 上 一 段 证 明 及 下 ywF 知 ,关于 tEFE0o1) 一 致 地 有 
必 芋 日 攻 二 0: t-rexp{ 妈 ot:}, feat 一 人 tv> 因 而 
i 





exp{liant} = ftt)exp{ OF ttyeXgpt 二 可 小 
《2) 


赦 得 
(tyexpf 去 Gast2i =lim Icexpfianty = 11, 
T= 二 " 洒 


今 取 积分 路 线 

(af ZzZ= EXpfiant 0<<t<sl， 

Cs z=i(t)exp{ 去 ot} 0tls 
出 (2) 知 Ca>C,( 即 指 表示 Ca 的 孙 数 exp{iant} ,在 0<t<1 上 
一 至 收 侣 于 表示 忆 的 尔 数 f(t)yexp{ 寺 07t?})。 经 然 在 积分 路 
上 |z| =1 志 0， 族 


. dz 
ias=| < 5 
抑 极 限 a = lim an 存在 。 


若 0* = 0, 则 极限 分 布 是 退化 分 布 : 若 G: 专 0, 则 极限 分 
. 市 服从 Na,o* 》。 

22. 试 证 车 正 态 随 机 变量 序列 依 概率 收 冲 ， 则 其 数 学 期 
志 及 方差 也 收敛 ， 

证 由 站。 义 可 推 得 包头， 有 把 而 上 Cx Fr), 

沁 上 题 即 得 证 。 

23。 若 Xa。 为 多 维 正 态 随机 向 量 ，Xu 研 X， 试 证 X 为 正 态 
出 量 。 

证 ， 条 用 教 本 P222 定 理 钊 ( 见 第 四 章 第 57 题 解答 ). 设 


Xo = (XP = x 


"re 











k 
k 
VD XS Y= x)" 
Fi 1™ 


x 这 可 用 26,27 题 证 法 证 明 ), 由 此 可 得 Y。 忆 ,从 而 F， Cx) 
Fy(X), 由 上 述 定 理 6 知 Y ,服从 一 维 正 痰 分 布 ,由 21 题 娃 
- 论 得 了 也 服从 一 维 正 态 分 布 ,再 利用 上 述 定 理 6 得 ，X 为 多 维 


正 态 随机 启 量 ， 
0 nl 
24. 若 X。 的 概率 分 布 为 【1_ 1 工 ) 试 证 相应 的 分 布 函 
. 1 1 日 


- 数 收 筷 , 但 矩 不 收 僵 。 
证 : . fd 。- 当 文 近 必 
Fs(x) = PtXn<zy= 11- 一， 当 0<<x<<a 
1 当 x>n, 
- 令 n 一 cc 得 
| 0 ， XO 
了 了 ax) 上 (7 一 1， xD0。 
-这 说 明 分 布 还 数 收 合 , 但 . 
EX,=1, EX=0, EX HEX(n—oc), 
当 >1 时 ， | 


EX =nt. 二 = nr-!, 


ECX -EX Jr-=EOIX r= 
= (D1 ) + 1 


所 以 当 tcc 肘 ， 五 区 -> ，E(CX, EX)t>cc, 册 此 知 


其 中 心 矩 ,原点 矩 均 不 收敛。 
| a 





25,. 随 机 变量 序列 {£。} 有 共有 分 布 匡 数 {F,(x)}， 且 Fn 
一 F(x) ,又 {nn} 依 概率 收 佑 于 常数 c 半 0, 试 证 : 
《It = n+ Nn 的 分 布 阔 数 政 各 于 F(x 一 cy) (1)tn= 
En/nn 的 分 布 隙 数 收 八 于 F (ex)， 
证 ， 十 中 分 布 冰 数 收 就 系 指 弱 收 红 ， 
《1 ) 设 x 一 c 是 F(x) 的 连续 点 ， 现 证 Fe {x} 
F(x 一 6), 对 任 给 >0， 有 
{Ea 二 1Tnc<CX} = {En + Nox, ne| et 
{En t+ NoX In dE}, 
上 式 中 有 有 边 两 事件 依次 记 为 31,3;, 则 Si 门 S, = 中 ， 
Fe (x) 一 上 《十 mao< xi PeS.}y+ PS,). C1} 


我 们 有 
P15,<<x -c+e)}— Pi nn, — cl ej} 
PIE Cx- c+e), ne Et P(tS,) 
PIEnTLX— (Cc— 8) [nn — co <<e} 
<P{E Cx- (ec—-£)}. (2 
由 (1) ,(2) 得 
PiE <x— ete}t 一 了 mn 一 可 之 引 + 了 CS) < 
Pt + NX} EP{E, <x- {cc~e}+P(S,). 
此 式 对 任 害 0 成立， 所 以 
lim P{Eo<x—(c + e)} t+ lim CP -PH mel 2} 


入 一 一 己 r 呈 


< lim Fe (I lim Fe (Cr) 


和 D-DD 


limP{iE 一 CE 二 tin PS,) (3 
neo ny on 


FP 


向 "hn.3 5 得 

P(S)EP{ mm -el e000), 
再 适当 选取 6 使 x -tc-s，I-t+E 同 是 F(x) 的 连续 点 ,利用 
梯 收 符 性 出 137 可 得 

F(x~e-e lim Fe (x) <Tin Fr (zx) 

EF-c+e), “44) 

册 于 F(x} 单调 增加 ,其 至 多 有 可 列 个 不 连续 点 ,这 里 对 的 
报 制 丝毫 不 影响 以 下 结论 成立, 由 于 是 任意 的 且 x-¢ 是 
{的 连续 点 ,由 (4) 得 

lim"F,. (x)= F(x-c). 


Be Cs 


所 以 Fr (Cx) F(x-c¢), 


《 卫 ) 设 cxfxs0) 是 五 (z) 的 连续 点 .对 任 给 E>>0 
《0<e<chyy 
{E/N R= {En Mo | eyU 
UU {Ean nn — cl 2} = SL. US ti), 
| Ss, 站 Ss= ,PEP im — dl >t}0(n—o), 
易 外 ，P(S,) 介 于 如 下 两 概率 之 间 ， 
Pitn<(te— er nn— el <e}, 
PlEn< (ct 5) x, jn 一 ce| <e}, 
“对 这 两 个 概率 值 又 分 别 有 
OP1E Ce- er} ~ Pl <e— ex jm- do) <e} 
Pi Ina— | PE 
OP{E < te)x} 一 PEn<te+es)E ia 一 cl <eh 
<Pl lan 一 co 产 引 。 





取 极 限 可 得 ， 当 工 >0 时 有 (车 x<0, 则 于 式 前 后 两 项 分 别 改 
成 取 上 ,下 极限 , 且 调 换 前 后 之 位 置 )， 


lim 下 te 一 EX lim Fe (x) 


nS B33 Ce 
< lim Fe (XY lim FCCe+e)x), 
nD OD n py 


日 适 取 & ,使 (tt -Ee)x 与 (ct 二 Ey)x 都 是 F(x) 的 连续 点 , 当 x 半 0 
时 .由 弱 收 急性 得 5 若 xz<0， 则 六 所 两 项 调换 位 置 ) 
PA OD Sn Fe OS mS 
P(e + ex), 
由 8 的 酝 意 性 及 cx 是 F Cx) 的 连续 点 得 
lim Fe x) = Ftcx), 


Do 
车 cx = 0( 从 而 x = 0) 是 F(x) 的 连 绪 点 ， 则 对 任意 8 六 
(e<c) 有 
Fe (0) = pt{é,/nn<0 


= P{En /Nn 0 nace! <e} + PE Nn 0 Mn-e| 六 er 
= 了 {5a<0, Inn— cl <e} + PIEs/ Nn 0, jna ~ cl 2>e} 
= Pin<0} — Plé,.<0, Ima—¢| 2} + 
+ PiE/nn<0, na cl Be},. 
等 式 浅 边 三 项 中 ， 由 Fn(x) 和 F(x) 得 第 一 项 FiEn<07 = 
Fo(0)->F (0) ,其 余 两 项 中 概率 值 均 不 超过 P{ |no -<| zs} > 


所 以 右边 从 而 左边 极限 看 在. 取 极 限 可 得 lim FA (0) = 
FO0},. | 
至 此 得 证 Fe (x) WFCcx), 


a 





26. 试 证 

(1) XnB 其 人 大 一 和 RPR0 

(2) Kn PX, Xr LP YEPIX- Y= 1 

(3) Rad KXe~ Nob0 (n,mo0), 
(4) Xo SX YD YX Yn .DX+Y, 
《5) Xu Xy 上 是 常数 ckKX ?kX 

《6) Xp XcX2 BX, 


(7) XnSa, Yo Fb, a,b 常数 会 其 ,了 了 abs 
(CB) 和 mc 1 


(9) XBa， Yb,a,b 常 数 ,b0c> XnYnlBab-!s 


(10) XX。5XX,Y 是 随机 变量 二 X,Y 了 XY， 
(11) Xp X,Y Yo Xo Yn XY, 
人 证: (DP{IX.-X-0|2e}=P{|Xn -Xe}—0， 
sw 
《2) 对 任 给 s 一 0， 
P{IX- Ye}= P{IX-X.+X,- Ye} 
<P{ [其 一 其 | + PEK -Ye}->0 


《了 -2 )。 
由 。 的 任意 性 得 P{X xeY}=0， 所 以 P{X=Y}=1， 
3)P{ XC— XE} = Pt | 闫 一 其 二 站 一 站 | eT} 
Pt XX, 一 XX 六 机 e 十 卫 { Xn 于 | 字 机} 一 0， 
$n 


Xr Xm (Cn, m0 ) 。 
4d)P{ 1X GB 二 Y)— { 生 十 Ya)| 守 2} = 
= 匡 { 人 的 na 一 其 ) 十 (TY 一 站 )| >s} 志 
< XX 区 去 e+P{ |Y -| 之 去 sy-0， 
二 了 十 Ya 一 co 1) 
<《5) 洛 上 = 0, 显然 有 kX SEX(n->co) 车 上 所 0 出 
P{ kX — kX! >e} = P{ Ik| [X, ~ X| >e} 
= 上 | 其 一 其 Se/ |k| }->0, 
人 
《OP{IXE -Xe}= 
=P{ [XX,— XX) 十 2 区 (入 一 其 了 | Se} 
<P{1X.— 一 六 守土} + P12 | 其 | | 其 。 一 以 | 六 去 
=:P{ IX 一 XX +P{IX|I IX ~ X| 守 十 2} 


对 任 给 83>0， 取 M>0， 使 P{ |X| >M}< 告 3， 再 取 N 使 当 
了 > 人 时 有 了 { 全 一 其 区/AC4M) 性 可 5， 且 了 { XXX 


要 为 


VEe}< 


{Xi Xo ~ 和 这 十 引 己 
{IX|>M}U{IX) <M， 人 区 | |X, -这 十 e} 
CX >M}IU{IX.—X Ee/ (4M)} 


产 以 当 n2>N 时 有 





P{|X: -Xe}<P{ Xn XP E+ 
+P{IXI>M}+P{]X,.— X| Se/(dM)} 


"i 


半日 十 寺 和 十 也 5 = 85， 
从 而 lim P{ IX2 -Xe}=0 即 X2 DPX:(n—o0), 
A 司机 


TPP{ XY -ab| De} = 
=P{iX Yo ~aY.—-bXx+abt+taY, tbx,.-?ab| >>e} 
= PIX a(tY,—b)+a(Ys-b) +b(X, — a)l >e} 
PlXs a (VY, -by| 滨 襄 2} + 
二 上 上 萎 伯 (Ya 一 bi 半 闵 查 引 十 卫 { Ib(X, -a) |> 言 e} 
<P{ |Xa 一 al Z2w 于 sj+PTfIYa 一 bz vc} 
+P{lal 1 Ya 一 是 涵 查 引 寺 了 了 bn- al 之 寺 二 


= 和， 


“Xn ablneo), 


<P{ XX 二 二}+P{IXr| > 言 ;, |1 ~ Xo /|X >e} 
<P{ Xs -1| 字 击 }+ P{ li~ Xl 产生 8 一 0 


“Xa 1 (noo)., 


<8) P{|Xs!: -le}= PI- XX,| /1X 8:} 


| (9) 在 (8) 中 令 Xa= Ya/b， 再 利用 (5) 由 YaSb 可 证 
| 得 Ys! 忆 b-!1s 表 视 (7) 中 Y 为 这 里 YS! 即 得 证 。 
(10) 对 任 给 8>0， 取 M>0， 使 PLY >>M}<#8. 
再 取 N， 使 当 a>N 时 ，P{ MX XI >e/M}< 二 2， 则 
PAIXoY ~XY] >e} = PHY) la Mt} 
<P{ YI >M} +P{IY] <M, [YI Xa- X| >e} 
<P{ YI >M} +P{ XX| >e/M} <Ed+ E68: 
: | nr 





XY PXYC nro). 

《11)> 对 任 给 bb>0， 取 M>0 及 N， 合 当 n>> N 时 如 下 五 式 
同时 成 立 ，Pt | 广 | 字 寺 My 之 二 8，P{ | 和 一 区 | 祝 去 M)} 
之 言 8，P{fY| 守 半 < 守 58,，P{|Y, -YY| >e/(2M)} < 十 5， 
Pt{ Xe/(2M)} < 之 48。 则 当 n>N 时 有 

PiIX, | 守 M}= PiIX| 这 寺 MX 之 MT + 

+ MM， | 其 | 完 M} 
< 下 (| 人 | 守土 M}+P{IIXI 之 计 M， IX 一 | 守 圭 My 
< 过 8+ 二 3= 去 5， 
从 而 
PiAilXnY, ~ KY! Ee}= 
= P{XoYa— XY + XY -XY| De} 
二 PA]X| [Ys -Yi 守 志 se} +P{[Y| | ~ X| 2 寺 E} 
Pt ML MM | YY 汪 寺 sz} 
+ PIlY| 守 Mt PY| Ml Y| |X, -| 守 志 2} 
<PT | 其 2M} +PIlY, -Ye/(2M)} 


+P{IY >M}tP{lX,— XI >e/(2M)}< 0x4 
= 58, 


To 


27. 设 和 3X。 而 g 是 RI: 上 的 连续 函数 ， 试 证 
gC(X,) 5 ECX), 
证 法 一 ， 对 任 给 5>>0， 取 M>0 友 Ni， 使 当 na>Ni 时 有 
了 上 { >M}<H, PilX,.— XI>M}<#5, 
EtXY) 在 C 一 2M ,2MDT 二 一致 连续 ， 则 对 任 给 2>0, 存 在 #1 >0y 
使 当 x1 x: EF-2M,2MI 且 Ix; 一 x < 之 #4 时 有 


la(x.) = gx) <<e。- 
本 了 可 冲 w 





再 取 闪 22N， 使 当 aN 时 有 
下 (| 一 区 

由 于 

{| 守 2M} Ut{IN 2M} 

过 区 < MIX 2M}C 

{ |X| 2M, | 区 | SM, latXn)y -g(tX)| et} 

二 1 | 乓 一 负 | el}, 
所 以 当 n 守 NN 时 有 
Pi4 lg(X EX)| 2e} 

SP{ | 人 | 2M) UC XR 2M)}+ 

+P{lX| <2M, IX,| 2M, le(X) ~ EC(X)| ey 

<P{X| >M}+ PX -Xi 守 M} + P{IX.—X! 51} 

二 名 十 坷 全 十 半生 二 各， 

区 

证 法 二 ，P(Q) = 1 是 有 限 测度 , 在 实 变 函 数论 中 曾 得 到 ， 

这 时 其 .二 天 的 充 要 条 件 是 ， 对 { 刁 的 任 一 子 序 {XL } » 
都 能 找到 其 的 一 子 序列 {X } 几 和 平 钼 处 收 襄 于 羡 .( 上 十 也 
可 以 用 此 定理 证 ) 对 序列 {CX,) } 的 任 一 子 序列 和 (XX )}。 


因为 Xa5X， 由 充 要 条 件 得 ， 对 {X。,} 可 找到 其 一 子 序列 
1X。 上 ,使 X。，* >X. 由 于 g 是 RR' 的 连续 函数 ,由 此 得 
& (X。，) “ECX), 再 由 充 要 条 件 得 8(Xs) 马 g(X); 


28, 基 {站 。} 是 单调 下 降 的 正 随 机 变量 序列 ; 匡 Xn 了 ?了 0。 
"ie 


让 明 A 0, 


证 由 序列 的 单调 下 降 性 可 得 ， 当 na- 一 co 时 Xa 的 极限 在 
在 ， 且 


1im 其 no<<el 一 {Xt<ej， 

Ro-* IOx 
册 六: S00 得 

1 PP {lim Xo<e} limP{Xr<e}=1, 
i 忆 吕 k— CO 
再 由 Xa>>0 及 = 的 任意 性 得 
P{lim XX,=0}=1, BA™* 
TI OD 


0, 


29.。 若 头 ，，X 是 独立 随机 变量 序列 ， kt 是 整 值 随机 变 
重 ，Pih=k}= pr， 上 且 与 {XX} 独立 ， 求 9= 二 其 1 二 二 和 5 的 
特征 函数 。 


解 ， 设 事件 Bi B:，…，B- 互 不 相 容 ， PB Ofi 一 1 2 


…?a)， 而 且 B, = Q， 册 全 概率 公式 得 
F(z) = PiE<x}=SP{ECx| BIPOBY) 


= 也 F(x| BP(B,). 
所 以 有 
EE = | xd F(r)= 和 DB EtE1B,)?P(B)。 
二 i= 1 


此 式 称 为 全 数学 期 望 公式 .由 此 并 利用 独立 性 得 
lid" 





此 
fnCty = EC eitn) = SECerptit SX) n=nPiph= ny 


td 


Eexp it XDpr = 写 Ch, fx f(t))pae 


上 
30, 若 f(t) 是 非 负 定 注 数 ， 试 证 ，《1)f00) 是 实 的 ， 且 


下 从) 0 《2) fC— ty={0t) 《3) {fct)| 0). 
证 ， 因 为 ft) 是非 负 定 的 ， 痢 对 任何 实数 tytsy…ytag 
者 业 入 | 入，… ,i: 恒 有 


> 
r= 
(1) 令 n= 1, ti = 0 A = 1. 由 非 人 负 定 性 条 人 忻 得 


hd 


之 {tr — tI N10, 


Mk 
[oo 


bp Bt fty— tN T=) >0, 
x=t 3-1 


(DOR 2 t, =0, t,= t 得 
全 ， 


o < 二 > ftr— tMA= 
= 


=f(0- 0 A + fC ON, +fct— 0) 入 ， 六 
+ f(t N,N 
= 站 0)( 人 Xi + is)》 十 下 一 t) 和 :大 s 十 


+fKt) A 
所 以 
fC— tA A tfCty A, 


应 该 是 实数 . 设 
f(t)=a+iB Tt) = a +iB,, MMs = Y+ib, 


1 





入 1 入: = Y— id, 
代入 上 式 并 设 虚 部 为 6 得 
《ai 一 az)g+tP， +P,)Y= 0, 
qa-oar = 0 B+hB,=0, p= t) =ft), 
《3) 在 (2) 中 令 和 =f(t)，Xs= ~ It， 得 
2f 0) lictyt > 一 狂人 tt 一 Hn] > Jct)] 2>0, 
车 f(t) 夺 0， 则 得 0 之 t+ 若 插 (t)| = 9， 则 由 (1》 
中 结果 得 100)> ft) 。 
*31, 证 明 ，。(1) 若 E(x) 是 连续 函数 ， 县 g( 千 co)=0,， 又 
分 布 函数 列 {Fs(Cz)1+ 弹 收 吉 于 分 布 函数 F(z)， 则 


tr [人 
位 sepadFsz-| edFe), 
《2) 若 分 布 函 烙 F(x) 对 应 的 特 让 函数 为 f(t}， 定 义 积 分 特 睡 
晒 数 为 
f Ct) = f f¢uydu = 全- < 一 IdFrxy 
0 -ea 1 下 


试 证 F(x) 与 f(t) 之 间 有 一 个 一 一 对 应 ,(3) 着 分 布 殉 数 殉 
1Fn(2} 弱 收 项 于 分 布 函 数 (x)， 则 相应 的 积分 特征 函数 收 


入， 外 (一 全 CD 反之 ,， 若 如 ( 昌 收 伍 到 一 个 函数 了 tt， 


则 存在 一 个 分 布 函 数 使 Fu(t) 思 F(z)， 且 tb) = 和 h(t)， 
证 ， 矿 题 大 阅 洛 易 南 著 ( 梁 文 怠 译 )》 “概率 论 ” 上 和 聘 
第 四 章 。 该 书局 对 分 布 函数 作 了 推广 定义 ，F(x) 是 zx 的 非 降 
函数， 在 R 上 处 处 左 连 续 且 0<&F (x) 态 1, 如 此 定义 的 分 布 函 
数 ， 当 F(-co) = 0，F(+co) = 1 时 ， 则 F(x) 是 一 个 随机 变量 
《 概率 空间 上 的 有 限 可 测 函 数 ) 的 分 布 通 数 ; 当 F (~o0)>6 


了 





咸 F(+oo) 之 1] 时， 则 F(x) 权 是 概率 空间 上 一 个 可 测 函 数 的 分 
布 函数 .本 题 中 下 ,(x) 总 F(x), 弱 收敛 的 极限 孙 数 F(x》 
是 指 以 上 推广 意义 下 的 分 布 函数 。 

(1) 由 g(x) 连 续 且 lim g(x) =0，i 计 推 得 (7200| 所 之 o0 
《XER' ,所 以 人 ECX)dP,, Cx) 与 | E(xX}dP Cx) 积分 
存在 旦 有 限 . 我 们 有 

fear -人 seodF | < 


< | gtx)dP., Cx) -| g(x) dF Cx) + 

+ | g(x)dEFn(x) -seoaFcno| 

4 gmDaF (0 -| ewdF = 
rll GD 


Ti,I: 显 然 均 不 超过 Sup {lgczij，xercayb]i。 对 任 
给 0, 存在 正 数 M.,， 使 当 x< 之 一 MM 时 有 g(x)| < 再 Es 
又 存在 正 数 M:， 使 当 x>>M: 时 有 le(x)| 之 圭 s。 这 时 若 取 
ra M., b>M,, 则 次 


1 (2) 
在 如 上 选取 a,b 时 ， 使 它们 都 是 F (x) 的 连续 点 ， 则 由 海 莱 第 
TI: 一 去 z。 (3) 


由 (1) 一 (3) 得 ， 当 a 充分 大 时 有 + 了 ,+1s<s， 此 即 
lim [~ E(xydF (x) = 全 g(x) dF Cx). 
Dp Cod -oo -oo 


i 





.证明 中 不 需要 条 件 Fa(~eo) 一 F(-ee)，Fa(co)y- 
F(*eo) ,所 以 分 布 函数 F(x) 的 全 变 差 可 以 小 于 lv 


(2》 ft) -| fu) du = du 人 erdFcx)。 


由 于 lete| = 1 对 Pex LL0, 记 测度 可 积 ,由 窜 比 尼 定 理 知 可 交 
换 积 分 次 序 ， 得 


首先 特征 函数 ft) 与 分 布 函数 Fkz) 之 问 有 一 一 对 应 闫 ! 示 8 
又 对 f(t) 求 导 得 Ct)， 对 f(t》 积分 得 f(t) ,所 以 人 (与 
F(x) 之 间 也 有 一 一 对 应 关系 . 


(3 设 Fa(x) 名 F(x) .由 关系 式 iim ol 


其 





=t 策 ， 


et 一 二 
ix 


tr 
是 xER! 的 连续 本 数 } 又 有 lim ”一 J 一 =0, 岂 








(GD) 中 结论 得 双人 b 一 在 (1)， 
反之 ， 设 条 (b 一 hb。 由于 Fa(x) 是 各 (的 所 对 应 韵 
分 布 襄 数 ,由 海 莱 第 一 定理 知 ,存在 子 序 列 { Fa (zx)} 使 
FCx) 总 F(x) ,FCx) 单 调 非 降 左 连续 且 0<F (x) 1 所 以 
F(x) 是 推广 意义 下 的 分 布 函数 ， 故 由 (1) 中 结论 得 全。 (tb 


一 (ty 旦 各 5b = 名 (b. 若 {Fa(x)} 有 另 一 子 列 
F(z}, 使 F(X) F'(z), 由 (1) 中 结论 得 


由 二 站 ”A 由 A 
{ft fe (OE fp (t= Ct) .I Ct) = ht) 


= 了 p(t) ,由 (2) 中 结论 知 , 分 布 函 数 被 积分 特征 函数 唯一 
人 | 





和 


地 确定 ,从 而 F (x) = F' (x)， 
Fx F(x) tf 《ty =. .Cy 
32。 用 特征 立 数 法 直接 证 明 德 莫 硅 佛 一 拉 普 拉 斯 积分 极 
限定 型 。 


证 ， 即 要 证 ,车 ka 是 n 次 册 努 里 试验 中 事件 出 现 的 次 数 ， 
4 一 p 失 1 ,由 对 任意 有 限 区 间 Cavb3， 当 nc 时 一 致 地 有 


Hn—np 一 | 
Pia /npd << "|! J eax, 


其 由 (x) = 一 Le 宇 X 


因为 心服 从 二 项 分 布 b(k ay*p)，* 所 以 它 的 特征 函数 为 
f(t) = (q+pett)*， 而 (hs 一 np)/wnpq 的 特征 函数 为 


mb = [q+ pexp( Fs)] exr (- ss) 
=[ qexp (- -RE ™ Pexp Fs) 
按 台 劳 公式 展开 e” 
1 


e e =11zt31 








zt to(z:), 








ne 有 
pe exp() = =p+it /下 ~ +o (5) 
qexp( -Pes) = q 一 YE pt 下 

代入 gnft) 得 


ga(D= ff -二 ro 人 (全 门 ~ (a-rco)， 
和 i et ee 


-i 





理 即 可 得 归 证 的 结论 。 

33. 若 母体 的 数学 期 望 EE= m,D8&=o?, 抽 容量 为 2 
的 子 样 求 其 平均 信 ,为 使 PIE~-m| < 二 0.10} 守 95%, 问 nn 
应 取 多 大 值 ? 


Em 2 
E -m= tn 其 中 ta= -页 订 产 (拉巴 )， 则 
1 1 守 - - PS._ 
P IE ml <0.10}= PE 区 es 
=P{lér| < 0.1wn 六 
他 n 一 去 引 
SER ov 
= 中 (0.lva -中 (-0.1 wm)= 
= 2 中 (0.1vm)~I=0.95， 
中 (人 0.4va )=0.975, 查 表 得 0.1van =1.96,n=385。 所 以 
至少 应 取 385。 
”34, 若 从 ,sn = 1,2,，… 为 相互 独立 随机 变量 序列 ,共有 相 
全 分 布 PEE。= 1} = 二 ,Ps-0}- 冯 ,而 mw= 眉 六 , 试 证 q 的 分 
: 布 收 ” 于 [8,1) 上 的 均匀 分 布 。 z 
证 经 的 特征 函数 为 


ft = . 《ett 十 1) 一 cos 亏 e ‘k= 1 





O10 } 


2 
所 以 忌 / 关 的 特征 函数 为 
| fe, /2t (D = os 了 5 ezp( 5 
了 on 的 特征 函数 为 


人 














t t t 
ft) = COSFI*COSFE" COSFaTTX 
x exp( it( 去 +.… + rr)) 
sin-t 

= 1 ， 1 - 去 )) 
2 sin is 2 7 

2 ,让 让 

了 lim fi (t+) = t Sin 3 = = 


= etm 1) = f(t), 
4(t) 是 [0,13 上 均匀 分 布 的 特征 函数 ， 由 递 极 限定 理 得 证 。 
。 用 特征 函数 法 证 骸 二 项 分 布 的 普 阿 松 带 后 定理 。 
证 : 二 项 分 布 的 特征 西数 为 
f(t) = (prett + qa)*=[ 1 + -Pe 1 Y. 
若 当 nn 一 9 时 npn 一 入 ， 则 
npatet— 1A(tet -17 (no )., 
斯 以 
lim ft) 一 exH[XKet 一 1)3= 二 《t)。 
. br 丰富 
| (t) 县 普 阿 松 分 布 p(X) 的 特征 函数 ， 由 遂 极 限定 理 得 证 . 
36。 用 特征 函数 法 证 明 。 兽 网 松 分 布 当 六 -oo 了 时 ， 渐 近 - 


年 态 分 布 ， 
证 ， 设 所 服 认 参 数 为 和 的 音 阿 松 分 布 ， 则 
fet) = 所 其 全 [六 《e 一 7。 


并 在 下 式 申 接合 劳 公式 展开 e 得 





邻 可 和 兰 2 nF 
Ri 


| 


_ ivAAt 
fn; (=e fe (A) 
=expC— i Nt 十 Ce 


= expl ~ iv ht+ i pet w + + cc 去 -)] 


= exb -5 oy) = 二 《入 -cc 。 
山 赣 极限 定理 得 ， 普 阿 松 分 布 当 一 ce 隔 。 疡 近 正 态 分 布 。 
37。 帮 六 是 独立 同 分 布 随机 变量 闯 列 ， 鞭 分 布 分 别 为 ， 
《IC 一 aya] 上 均匀 苏 布 《21) 普 阿 松 分 布 ; 《3) 本 -分布 . 记 


it/ 1 





Ya= SE 


法 计算 Y .的 特征 卫 和 
解 :〈1)? 设 基 , 服从 人 -asa] 王 的 均匀 分 布 ， 其 特 证 函数 为 : 





St 


fx (t= EX,=0, DX4= a 全 px 





= aa Yo 党 站 所 以 


= 1 na ? 


[oOW 王 -Ge 





按 启 劳 公式 以 开 sinx， 
$ihx = x tox’), 
得 1 好 1 Th 
fy (tt) = [1 - 6 。 +o (二 站 
* a8. 


=[ 1- 于- + o(3)) sett (nco》 
(2 设立 ! 服 从 参数 为 六 的 普 阿 松 分 布 ， 其 特征 函数 为 
fx, (t= exp LAtett~ 1)7o EX =A, DX = 入, 


oa- 加 
-|exp(- ie jezp[ nceit va -0 让 
-exp(-itv 知 jexpCak(eit wa 1)) 
= exp ( -itvia+ritv 下 ~- 3t:+0( 6)) 


工 exp[ 一 去 昌 +o(- 央 -)]— et 《了 一 Cr 
《37 设 其; 服从 三 -分 布 GPa)， 人 
fx Ct) = (1 - 和 5) .又 EX; = 和 ,DX, = - 俯 -， 


-0 所 以 
v ‘= [erp( - WW Et) yi) 
=éxpCt-it na aa (1 -i i A ) 


两 边 取 对 数 并 按 台 劳 公 式 展开 得 
Iaf yy (4) = 一 itvnax nala (- i 





aa 5 ) 
-Re 





.| F it t 1 
= HN -中 总 一 | 
人 /na 2n0 nd 


-tn ), 


iy, (t) -re Et Coroo). 


38。 这 “xn 独 立 同 分 布 ，PTXn= 2721nk} = 2 
‘ k= liso 3 中 则 大 数 定案 上 成立。 
证 ， 由 字 饮 大 数 定律 知 ， 这 时 只 要 验证 EX, 奏 在 。 


- OT _ Cr 
EX, = Dkon- lnk.- | 4 


而 

A PE 一 二 1n419 一 (elnty~int 一 K-TIn+4， 

文 in4 半 1， 所 以 
EX, = $k-into0, 
E™E 

名 而 大 数 定律 成 立 。 

39, 基 {A} 是 相互 站立 的 随机 变 最 序列 , 均 服 从 N50,1)。、 
试 证 _ 


Wa = rt 及 UU。= -六 二 
其 十 十 六 XI 
北 近 正 术 分 布 N(0,1)。 
vax Xs 
全 = 一  _ -一 一 a 和 


< 本 





en En 
7 = 和 
~N(0,1) .又 XI 交 独立 ， 所 以 X 闻 也 独立 ， 对 {X 中 应 用 痊 


- 钦 大 数 定律 得 和 = 礼 X2 一 让 X = 1. 由 本 章 第 25 题 (2) 中 


j=1 


结论 知 太 so 渐 近 N00,1) ( n 一 oo )， 


(25 的 证 果 。 
> A jn 
Ui, = t _ En _ 





和 a 同 (1) 中 设 .由 Ts 1 及 本 齐 第 27 蚌 结论 得 val， 与 : 
《1) 同 理 得 Us 淘 近 N(0,1) Cn-*oc )， 
40。 设 1 和 :是 独立 随机 变量 序列 ， 均 服从 [0,1J 


均匀 分 布 ， 令 Za=【《 在 Xi ) 9 ， 试 证 Ze， :这 里 “是 党 
数 ， 并 求 e。 

证 ， 取 对 数 得 

lnZ,= i inX,, 

因为 X; 痢 立 同 分 布 ， 所 以 lnX, 也 独立 同 分 布 .又 

ElnXi= | lax.1'dx= {xinx — xX) | -= 1。 
由 淮 钦 大 数 定 律 得 

* FAS" 





tnZ, 1， 即 有 2Z we-:=ednrco)。 
41。 洲 { 让 是 独立 同 分 布 随 机变 量 序 列 ， 芋 辣 ,= 如 ， 若 
:f(x) 是 一 个 有 界 的 连续 函数 ， 试 证 


lim E ( f | 人 2a)]= {Cm). 
证 ; 因为 Xi 独立 同 分 布 且 上 XX; =m， 所 以 由 于 柯 尔 葛 哥 
- 咨 夫 定理 (独立 同 分 布 场合 的 强大 数 定律 ) 得 


于 十 …* 十 2w ECX.) =m (no ), 


又 |fx) [所 KF,P(Q)= 1 有限， 由 控制 收 . 定理 和 ti(x}) 的 连 
妾 手 得 

. XX 

lim Bf (一 过门 = 


有 “记忆 


= E[( lim ff 一 t+) 


NB- 导 < 


= E[f lim Xt ti tm). 


nC 


42。 光 {Xi} 是 独立 同 分 布 、 具 有 有 限 二 阶 矩 约 随 机 变 
` 旱 序列 ， 试 证 


2 Bix, 全 EX 
nat 1) 产生 1 i 


证 记 EX,=a,DX,=g*<oe， 则 
dd 2_. An 中 一 2 ” ~ 加 P 
E( nun-t1» Si nn 十 1 iN 


= OG 





ot(- jn 全 一 


4 
LS 
一 下 nt 0 


nnt i)(2ntl) 


2 
nin+1)* ” 6 
_ 2(2n+ 1)0” 


3natrly 一 0(naoc )。 


其 中 利用 X 同 的 独立 性 .由 马尔 可 夫 大 数 定律 得 


2 Dy ， P 
ny i ->2 二 已 半 |。 


43。 设 Xi X，，… 相 互 狸 立 ， 均 服从 柯 西 分 布 p(x) = 
这 车 广 1: 试 证 它们 不 满足 格 湿 坚 科 关于 大 数 定律 的 充 要 条: 


往 { 见 本 章 习 是 9 ) ， 即 垩 指出 ，- 当 n-*ee 时 
(BX) 
ni + (Bx) 


证 ， 由 第 四 章 第 49 题 知 ， 当 柯 丁 分布 的 密度 函数 为 {(x) 
= 站 Tr 时， 其 特 征 画 数 为 人 *-* 咱 . 现 庄 X, 密 





度 函数 为 p(x) = 了 二 <， 则 其 特征 函数 为 。- 中 利用 


a he 





ws 名 Sr hb = + LE 
独立 性 得 衬 XX; 的 特征 钥 逆 为 Ce" im=eaH 由 此 得 阅 基 。 


sl 


的 密度 函数 为 ， 二 + 了 +-， 从 而 


也 
| 
"+ (Bx) 


-| it 
= 下 


-oo 1 十 tz x ni+ 

工 f° nt* 
= | dt t=nuy 

1 2 Ti 


du 


-co 《1 十 性 2 

dh 

= 3 (arctgu 一 -THE 加 要 arctgu | 全 
ee). 


44。《 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 的 概率 论证 朋 ) 设 f(x) 是 50,1¥ 
上 连续 函数 ， 利 用 杰 率 论 方法 证 角 ， 必 存在 多 项 式 序 残 
{Ba(x)}， 在 [0,10] 上 一 致 收 人 多 于 fx) ， > 


证 ;利用 伯 思 斯 二 多项式 
Ba(x) = ( ") x — xmf (2) 


显然 B.C0) 三 fe0), Bt1) 一 fr1) 故 只 要 考虑 (0 1 中 的 zx. 性 = 
so “ . 





取 一 引 并 里 试 台 世 = 了 黎 玉 件 和 在 每 次 试验 让 中 下 更 聘 
率 个 消 X 全 总 入 并 大 有 疹 前 nm 次 试验 中 由 出 现时 








总 次 数 ， 虽 由 全 类 学 期 望 公 到 《 见 本 音 第 29 题 解 ) 得 
Be, 
= (x) ox)! (2)) 
= E[ fC) -f (uu-)) 
= Pi i -| < x 





x Elf f(x) - {x 一 > 
‘|i 
x El fe -t= .a 


其 中 5>0 为 如 下 选 定 的 数 ， 由 f(x}) 的 连续 和 福 ， 对 任意 >0> 
存在 3>>0， 使 当 |x-y| <5,0<x7< 妇 1 时 有 

lx) 一 下 了 )| < 二 E。 《2 
起 M = sup f(x) ， 用 (1)，(2) 得 


li(x) ~ B.Cx)| <1. 广 + 下 js -x | >b }-2M 
(3 
由 只 努 里 大 数 定律 得 im P| 中- -x| 之 8 =- 0 从而 得 
Rep . 
下 








in 了 BCzy=ffr) DOsxst ) 


了 





为 证 上 式 中 收 然 的 一 至 性 ， 利 用 车 贝 晓 夫 不 等 式 


+ : : D mn (1— 
P| | x | > ji -= -2 人 二 入 一 一 二 一 ， 





赦 当 n>4M/(s8*) 时 ， 由 上 式 及 (3) 立 得 
z Sup lf(x) ~ B(x) < 。 
45。 设 {XX 让 是 独立 随机 变量 序列 ， 试 证 X。 一 一 0 的 充 要 
条 件 为 ， 对 任意 e 沁 0 及 P{ Dal >ej<co。 
证 ， 充 分 性 ,对 任意 e>>0， 记 Aus= { 区 | 之 e}, . 则 题 设 
_ 变 威 丢 P(As)<co ,出 波 雷 尔 一 康 特 立 引 理 (i) 知 有 


pffl U CX >e) | =0, 《1 
meg k=n 
而 这 正 是 {Xafo) 以 概率 1 收 侣 于 X(@) 的 等 价 表 示 《 见 教 


本 P281(16) 式 ) ， 所 以 X 一 0。 
必要 性 ,由 波 雷 尔 一 刻 特 立 引 理 (i 及 {Xo} 的 独立 往 得 ， 


BP{ Xl >e}= co (2) 
残 立 的 充 要 条 件 是 ， 
| De | 
Pi UX >e)}=1. (3) 


珂 Xun 二 ->0 的 等 价 表示 为 ， 对 任意 sz>0(1) 式 成 立 。(17 与 (3 


"£0 





是 耶 技 的 ， 这 说 阴 车 共 。 一 0 则 不 能 有 (2) 式 成 到， 所 
应 有 守 P{ |X, >e}<o0, 


46。 试 证 当 立 分 布 时 机变 列 ， 若 守 丰 有限 的 四 了 
中 心算 ， 则 强大 数 定 律 成 立 。 

证 ， 由 是 设 知 ， 随 机 变量 序列 {XX。} 独立 同 分 布 ; 
=asE(X, a)*= co0， 所 以 DX 本 关 
不 等 式 得 


rt 上 xX a| >ej< 去 Ef SX -oo 


i 


me! E[ 全 (xi—a}* ] + 
+C E{ © (Xi a)? (Xi— 7 
一 一 fnc， 十 站 * aa 二 一 一 二 9 一 
其 中 用 到 ， 由 独立 性 得 E 《xi 一 2) (Xj 一 st- 0 最 局 
一 步 成 立 ， 是 由 于 当 = 很 大 时 有 c,<m。 因为 于 as < 
。 111 并 i 
| > 
由 此 利用 波导 尔 一 康 特 立 引 理 可 得 


2 


‘eo oO 1 1 rr | 
PiN UU | YX -a De:=0, 
1 EE=1 n= 也 l=l : | 


DOT 


斯 以 上 (Xi + …+ Xa) 一 一 0， 强 大 数 定律 成 立 。 


由 于 41Xa} 独 立 同 分 布 ， 且 由 rs<eo 可 得 ot<co， 所 以 
者 改 用 用 柯 尔 莫 哥 洛 夫 强大 数 定理 可 立 得 结论 。 
47。 习 题 6 的 独立 随机 磷 量 序列 是 否 满足 强大 数 定律 ? 
解 ，《1) 用 上 反 证 法 证 其 不 满足 强大 数 定 律 。EX,=0， 洪 
强大 数 定律 成 立 ， 则 





1 好 ' 可 枯 忆 
本 《( 共 | 于 一 0 1》 
央 而 亦 有 
1 B= 1 _ 中 一】 1 Ma 
n= ”n-—1 Xs 0, 《2 
《1) 一 <2) 得 
1x, 一 一 0 《3) 
下 ”中 * 





得 由 X， 的 取 值 吞 ， 总 有 | | = 2>1， 这 曙 然 与 (3) 式 政 


荐 ， 所 以 对 {Xt 强大 数 定律 不 成 并 ， 
(2)DARL= 1， 由 于 





Co DA _ 1 
ba 到 = 之 地 on, 


所 以 {Xe} 满 足 柯 尔 莫 哥 洛 夫 强大 数 定律 

(3) 用 反 证 法 证 {Xx} 不 满足 强大 数 定律 ， 已 Xn = 0， 若 
工 (Xi + …+Xa)》 一 0， 则 由 几乎 处 处 收 筷 的 等 价 表示 知 ， 
应 同时 有 


202 





1 2 { 1 ，， _ 


为 估计 ps 的 值 ， 我 们 把 其 中 并 事件 分 解 成 两 两 不 相 容 事 件 
到 并 ， 为 此 令 


4 t 
! | 1.™ x,| < 2 4t=k， k+1 一 1 


t 蕊 5 





全 X| 人 > Cn>k). (6) 
换 名 话说，oE As(a>k) 的 充 要 条 件 是 ， 不 等 式 
| 合式 | 于 (tb 中 第 一 个 不 成 立 的 是 +=a 的 那 一 个 。 


显然 AnAm= 中 , 设 中 EAns 则 由 (6? 知 必 有 Xntw} 0， 出 
民 a 的 定义 知 Xna(@) = 或 -ay 得 


m=PIUA|= 人 SpA,) 
1 nek ne 


t= k,k+1.. 





> 5,r {( 上 zx, |< 


T=E+ 


a~1 )N(X,= i 





《Xq} 是 独立 随机 变量 序列 由 此 可 证 得 ,与 革 沪 X， 


《t=k,…,n 一 了 也 独立 《方法 同 教 本 P155 定 理 证 明 )， 由 
此 得 


i Th 一 1 t ! ， - 
pr 之 有 +X < Pixn=n 或 -中 
ntE+1 -ta ii 


《7》 
由 (5) 得 ， 对 于 常数 c(0 一 c<1)， 存 在 ku， 使 当主 > 时 有 


qx>c, 更 有 P | ni( HS < >e. 把 它 代 入 (7) 
式 ， 并 利用 六 的 定义 得 ， 当 k2>K6, 时 有 


这 与 (4) 式 矛盾 ,所 以 {X。} 不 服从 强大 数 定律 ， 
48。 举 例 说 明 波 沁 尔 一 康 特 拉 引 理 {) 之 逆 不 成 立 、 


解 : 设 和 A 二 i 导 二 A 是 P(An) = 证 » 风 


P | Tm As}=P 1 U Ax} 


Er 下 本 扫 
Cr fr | 
=P| As = lim A。f 
本 到 上 . = SD 
= lim a P(A = lim 让 = 0。 


引 理 fi) 中 另 一 结论 是 等 价 性 结论 ， 所 以 也 成 立 .但 条 忻 不 起 . 
立 ， 查 实 上 有 


+ 





CD co 
P(A)=Y “=es, 
m= 1 m= 1 


站 3 引 埋 (让 之 首 不 真 ， 、 

49。 设 {Aa} 翅 相 互 独立 生 具 有 有 和 艰 方 闫 的 随和 机 安 明 学 
列 ， 其 
DX, 


之 i om, (1) 
则 必 有 
im -1 人 DXAr= 0, (2) 
Nn 已 喘 EL- 


证 ， 设 (1) 式 成 立 ， 旭 对 任 给 s>>0， 存 在 N， 当 nzN 时 


2 DXA 
Te, 


k=m+ 1 





0 上 -他 DX = -1 卫 人 rz + 1 3 DA 
k= = nn 站 = 


和 人 








1 忆 cs 
i DXL+ 
k= 1 用 


k=R+ 
对 略 定 的 N， 当 n 充分 大 时 ， 上 式 右 端 第 一 项 可 小 于 eg， 


。 lim DX 0 


50。 设 f(x) 和 gx 在 六 区 间 50,13 上 连续 ， 且 满足 0 二 
fx) <ecgfxz)， 这 里 “让 一 个 正常 数 ， 则 成 立 
"+ 





Him ff x) dx dxn= 
co 二 " 


上 xy)dx 
上 gdx 


证 ， 讽 锤 立 随机 变量 序列 {En} 光 服 从 50;12 均 习 分 布 ， 
油 存 在 定理 ( 见 王 梓 坤 著 “ 随 家 过 程 ” 了 6 知 必 存 在 概 汶 
党 加 (人 ,FF,P}， 使 {Ew 是 尘 闵 在 同一 概 浴室 间 《名 ,了 ,PP》 小 
的 独立 随机 变量 序列 ， 且 均 服 从 [0,1 均 习 分 布 。 这 时 
立 同 分 布 随机 变量 序列 。 记 

fk Cwm) 十 FE EntD 
着 有 名 使 (g(E (ao))7+…+E(Eo(o)) =0， 则 由 0<f(x) 起 
ct) 和， 对 此 mm 了 雇 有 i090)) 十 + 人 Bot)) = 0, 对 这 样 
的 @m 令 Tato) = 0。 击 此 得 0<ma(o)y sc， 且 Hato) 在 
(人 ,FP,P) 上 有 限 可 测 ， 从 而 它 是 随机 变量 .我 们 有 


_ fg Co) te +fE DY 
En= -a {ELDm)) + + EE Cm)) Pde) 


1 人 {Cr) + + f(r ,, 
-| 人 R(X1) + (ru) 王 } "drn, 
oo fx) 
,mf 4 ECX1) + ) ta dx dz 
二 linm | on"(o)P(do) 
(1) [fi ， 《 00 十。 十 fi(E, (0m)) An Ptdowy 


DjJim "TEE OD) FFE * 


:eh 








oo BED fd 
也 g(E， } f g(r} dx 7 


其 中 等 式 ( 二 成 灾 是 利用 控 币 收 族 定理 ， 等 趟 (2) 成 并 是 利用 
独立 同 分 布 阅 强大 数 定 理 ， 这 基因 为 fx) 二 x(x) 有 界 ， 
EE) 与 EgtE i) 均 存在 有 有 限 ， 
。 过 接 证 了 明 柯 尔 莫 如 沿 尖 不 等 式 ， 
本 四 是 可 证 ， 车 5 是 独立 随 宙 变 各 ， 方 共有 





” 限 ， 记 S8 = 钨 Dt， 则 对 任意 s>>0， 成 立 


P {max 和 |} < (1) 


nr 1 
证 : 湛 S2 =0， 虽 D851=0,P{81= EE&=1， 锥 而 (1) 


式 双 方 都 华为 0 而 (1 显然 正确 # 故 不 芒 设 5a>0, 改 写 (1) 
为 


此 
—E 
P max, Es £1) 





>sS < 5 (2) 


简 记 A= | maf | 宏 (&1-EsD | >eS。} ， 我 们 有 


Ti 大 | 
A=D {er Ey) >esn] . (3) 
堵 (2) 式 表示 : "个 事件 { 区 ,(&1- ED| >ssoj ， 


看 Yr* 





1,2,… ,aa 中 至 少 有 一 个 出 现 的 概 床 不 大 于 1/8*,(3) 式 盟 
从 己 把 事件 二 分 解 为 n 个 于 得 沿 和 ， 但 此 个 事 符 款 必 不 相 
交 ， 为 了 要 得 到 一 个 不 相交 的 分 解 ， 对 整数 0.1 二 才 nn 分 


9 
= { | 1- ks) | emmak= ,1 1 





Si- Es)| >esnl , 《43 
上 

Eri He ~ - 站 - 
换 何 话说 ， 吕 EA 的 高 融 某 件 是 ， nt 个 不 锋 式 


SE -Es ?| eS (ki2n) 


路 ， 第 一 个 不 成 谤 是 第 旬 个 , 屋 然 


已 


三 U 入 全 A 一 小 《HL * 


玻 (2) 式 化 为 z 


2 。 (5) 


谷 证明 ( 届 ) 式 ， 现 具有 可 在 S54 交 0 的 假设 下 证 明 (5) 成 并 就 能 


了 ,定义 n 个 随机 变 电 
1， 注 WE A, 
Yom)= 1 (b=1 ,nn ), (6) 
心 ， 洲 @ 蕊 入。 


由 于 Astu= 1,2.…*ua) 互 不 相安 ， 


县 


ys 


wl 


3 


3208， 


Ek 
全 WE 一 RED 、tIWE 乘 F 式 两 边 。 计 取 数 学 期 刻 ， 


SECY,W? ) SE ， (7) 


为 了 估计 EOFY,Wa )， 注 意 


EY WE)y= EY ,Wai) + 
+2ECY, CW, — Wo)W,I+ 
t+ ECY,OW,- W,)’*), 《87 


La 


但 W.-W,= 冲 《三 一 忆 ED) 只 涉 太 E41 En Yo W, = 


1k 起 堪 | 
六 (81 一 忆 5D) 内 涉及 5，，…,， 由 1,…, a 独立 ， 可 以 证 


明太 一 Wy 与 YoWo 也 独 字 人 方法 同 教 本 P15$ 定 理 证 明 ) ， 
由 ECW, 一 W,》= 0 得 
ErY, AW,~ W,)W,] 


= EY WAOEW,~ WD) = 0, 9) 
了 由 (人 );(4) 及 芭 , 的 定 头 可 得 | 
YWi>Y,e:S2 . 10) 


实际 上 ， 对 任意 @， 洪 EA,， 出 (6) 知 民 们 汉 方 在 此 w 上 均 
化 为 0, 故此 时 人 《10 成 让 芒 吕 去 让 oo; 则 由 06) 知 YY,(_》 = , 
再 由 (4) 中 最 后 一 不 你 式 邢 知 此 时 (10) 也 成 立 。 

综合 (7) ,(8),(9), (10)， 并 注意 Y, 守 0 即 得 ， 


862， 





< 1 FRIY We? J} evY, Wz ) 
和 = : i 


oo L L 4 Ak . 
CYS)= eS EY, 
vl v= 1 


= csS3 DCA), 
hel 


用 能 让 Sa 0， 等 式 册 端 消 未 5% 、 时 得 (5) 式 成 这， 


52。 对 沁 什 序 到 {A ， 及 整数 序列 1= nns 之 …, 证 


i 
co 切 必 CD M1 
< ) 们 UA,= 人 中 U Ant 
k= 1 nek lt nen) 


rd yr! 
Pp x 
者 名 {UA} < 
则 P{ im A.}= 05 
《3) 对 随机 变 最 序列 1£,}， 若 级 数 
BP{, mar |t,l>e} 
i Et 
对 一 切 s>0 收 北 ， 则 P{5- 一 0 = 1， 
证 ，(D 若 we 站 也 An， 则 w 就 属于 泡 穷 多 个 As， 轩 


存在 子 序列 和 <mz<…<m<…， 使 mpEAm 
i= 1 2 对 于 每 个 m 必 看 在 hh 使 nl 和 mt<nlly 和 蒋 记 
“部 





nl 
jet . ，， 
有 ;= UU An 着 由 此 得 史书, 注 膏 到 im, 有 无 寄 多 小 ， 记 
I 
国 得 忆 忆 局 汪 无 如 区 个 BI， 
1 


A,. 


[me Sy 而 
“oocfl UB=N UU U 
1 jk vik non 
反之 ， 洲 四 E 无 穷 多 个 了 则 必 有 巴 反 无 移 多 个 上 是 
oo oo CD 
人 !} A 二 > 避 Bj. 
ki Dek k*1 j"™k 


由 如 上 两 步 证 明 即 得 证 (1)、。 
(2) .着 宫 P 人 ,让 As} < 则 出 谈 刻 尔 一 康 特 立 引 
| 
理 得 (Bi 意义 同 (1))PCEm B) = 0， 由 (1) 中 绪论 
Tm A,.= Tm B, 可 得 ，P (TR A,)=0, 
Ds bo = | 和 La | 
3) 对 任 给 E 全 0， 证 和 1 | ze 出 
由 本 “1 
{mar lt >e}= DO A,. 
Me ™™ it 
如 二 
题 设 条 件 转化 为 号 P{ 让 A。} < 利用 (2) 中 结论 可 
得 
P( JE Ao =P (0N, UK >e)}) = 0， 


由 此 即 得 Eu 一 一 0( 参看 本章 第 45 题 解 ) 。 
要 站 省 = 





Sa= (br~ EED，m= 二 Sn。 
k=1 
《1) 利 用 柯 尔 莫 背 洛 夫 不 等 式 证 明 


pm= Pp{ a max hl 6 ja ED 


:no 


(2) 对 上 述 pm， 证 明 涛 层 了 oo, 则 写 Pm 收 合 ， 





《3) 利 用 上 是 结果 证 明 对 {Eo 成 立 森 尔 身 哥 洛 夫 强大 数 定律 。 
证 ; (1)pmn= 了 {max |Sa| >2"8,2"7<n m1} 
Pi max |Sn| 守 2°8} 
:mr1 ni 
1 


(ne ey 如 DE. 
- 其 中 后 一 步 由 柯 尔 莫 可 洛 夫 不 等 式 得 来 。 


si 
-1 
(0<B pn< ET Da 


1™1 
1 1 
= > > DE1 之， PE 


其 中 后 一 步 由 交 撞 求 和 次 序 得 来 ， 求 和 下 人 限 m(1) 表示 满足 
2m+t1~>j 的 最 小 正 整 数 呈 ,由 2 半 ; 得 2 i 丰 而 
1/2*:™in xd/j* .由 此 得 

3 ,Pn 六 DE 人 rt 


“Rid* 








Le Lm - 
= 二 
£ j= 2 长 二 站 ， 


2 Ju DE 
由 此 可 得 ， 者 之 KE co, 则 衬 pam 收 * 


(3) 设 号 ， 人 < 一 ， 则 由 (2) 中 结论 可 得 


> 
™P max [sl >s } = 
m= omt ] EP 


=P{n le} + pa<oo， 
再 由 上 题 的 结论 即 得 Ptma-=0}+ = 0， 即 柯 尔 募 哥 浩 夫 大 数 定 - 
律 成 这 + 
P {EE - E&Y ->0}=1. 
54。,(1) 设 {cr} 为 常数 列 ， 令 
sn= Ter, m= supt |sm'r — Sml sk 一 于 2 


b= inf {bin = 了 2 上 
sj 





试 证 全 ci 收 全 的 充 要 条 件 是 b= 0 
(2 {Kronec ker 引 理 ) 对 实数 列 {cr} ,基层 -让 收 散 。 


市 二 号 cr->0。 
k™1 


证 ，(1) 设 全 ct 收 合 ， 则 由 柯 西 判别 准则 知 ， 对 任意 。 沁 > 
q， 存 在 正 整 数 nu， 使 le。;1 +…+ cn sk 1<s， 此 邵 


no+1 
so sk 一 sn 1 之 e， 对 一 切 =1,2,… 成 立 ， 由 此 可 得 9 
b&b, < .区 :的 任意 性 ba 0. 有 反之 ， 由 b = 0 知 对 任意 
:>0， 存 在 正 整 数 n1， 使 b， <<z， 因 而 ls yk -sn 1<e 
对 一 切 式 = 1,2，… 成 立 ， 所 以 对 任意 m>a>n， 


[sm 一 sl sn ~ sn ,| + Is, -sul <2e, 


仍 由 柯 西 判别 准则 知 全 ct 收 多， 
(2) 先 证 若 和 {er} 为 常数 列 ， lim er = Ct， 则 


. flim 车 cx= ec 事实 上 ， 对 n>n。 有 
l= = 1 





1 nh 
1 me = -一 J 
n 这 |: 产 :c 








1 335 1 Th 
< PDs 《cr 一 C) | 十 | ~ ‘er~ eo)| 
n k=1 - n k=-n,+1 


.214* 


对 尾 关 8 汪 0， 选 n ,使 当 >06 时 ， 有 |]cr 一 ti 过 和 寺 t， 于 是 上 
式 右 方 第 二 项 对 任意 aa 总 小 于 一。 了 < 3 有 方 第 
一 项 当 1 充分 大 后 也 小 于 村 8。 

现 证 Kronecker3| 理 , 邻 


9 三 站， Sn = 2 -FE pe » t= ers Dn=12,°, 
k= I 








和 cr = ksr~S -大 =1T 2 ， 故 
nl 1 | 
tny1= i ksi~ 2 kskAi = — D5.+ (n+1)sn+i» 
k= k= 1 =! 
n= 1 2 


ta | 1 
-一 a+1 = 一 - Sk 十 SI。 
ntl 和 十 二 "Ds + 了 





语 {sa} 收 全 于 有 穷 极限 ， 上 自 所 证 知 汪 认 。 | 








向 一 极限 ， 鼓 
1 C ti 
i = lim | 
= -lim —2 T* lim 二 4 Bs + lim n Sari= 0 
T= nN- 


66, 着 {t} 是 独立 随机 变量 序列 ， 方 差 有 限 ， 记 
Sy = 袜 Eh ， 


=) 


《1) 利 用 椰 尔 莫 哥 洛 夫 不 等 式 证 明 








1 xuetnm - 也 EL 
Pfmax | Shrr - S | Ps | < 站 
1 ' t km+1 


(2) 利 用 上 症结 论 (D 证 明 ， 获 卫 一 健 -< 之 oo， 则 S4 以 概率 
1 政 埠 (3) 利 用 ronecker 引 理 导出 宁 尔 费 开 洛 大 强大 
数 定 律 。 

证 ， 定义 64= 5 一 名， 则 E8L=0，Ds4= D4. 邻 


Sm) = 空 于 ELCwm), 


bo)= ol Sh (8) - S&Ca)| ,k= 1,2,--! 
blo)= inf{bhy(om), m= 1,2,.}, 
易 知 bo)tmz1) 和 bfto) 都 是 瑚 机变 重 。 
(1 对 任意 六 0 及 任 二 正 整数 an，f， 由 柯 尔 莫 哥 次 赤 不 
等 式 得 
pfnax, | Sass(e) - S54 Co))| >ej< 


1 


% 














(2) 仿 Tin= ax | Sm Cw) 一 Sn (o) ， 则 


nC0m) + batw), fo>sicu， | Yo 人 ;用 的 


下 连 综 性 得 


Cr 


Plbn(w) >e} < 一- ™ -Se 


入 下 及 bao)yz2bfoy》 淮 总 | 


< _D 


上 
令 站 人 20， 由于 习 - 全 -< 一， 得 Ptb(oe) 之 2} 0 ,从 而 


自 j bo)> 9] = ,Ufbco)>> 庆 ;及 P 的 下 连续 性 得 
Pib co)> 0}= tim pfaco> 1}= 0, 


.于 是 几乎 处 处 B88) = 0 .由 此 利用 上 题 (1 和) 由 结论 得 ，3S。 几 
平 处 处 收 你， 
43) 由 上 题 中 人 ronecker 引 理 太 上 段 (2) 中 结论 得 


nh 


lim 二 ~ £1 = lim lis (Ex— BE)= 0 (a.s.) 
n>ool t= n-yooh k=! 


时 柯 尔 莫 哥 洛 夫 强大 数 定 律 成 让 。 

56。 设 其; ,着 … 是 独立 随机 变量 序列 ， 对 它 成 立 中 心 
家 限定 理 ， 则 对 {Xans} 成 立 大 数 定律 的 充 要 条 件 为 

DC 十 十 病 站 二 (2 。 

证 ， 充 分 柱 ,。 设 DOXiT… 寺 Xa)=soltn)，、 则 由 定 贝 
并 夫 不 等 式 得 


Pf i 名- EX) 2) 0 


(Nn—0o) 


sir 





所 以 坟 数 定律 成 立 。 
必要 性 . 设 对 {Xn} 成 立 中 心 极限 定理 ， 即 对 任意 ay 6 


有 
. 1 | 二 | 
2 于 全 Co-Exo | < 中 - 
1 ”tt 
三 | 全 一 dt, i> 


又 成 并 大 数 定律 ， 即 对 任 给 8 之 0 有 


sD Pi SC Ex <e}=1. z (2 


而 P 生 S (XA 一 EAX) ‘pe = 
=! | U 


| 
"yd 
Him 
bb 
时 
学 
pt 


> CX- EX) 


nn n i"1 





< 





1 
P{ 志 | 3 XEXD I<e. 6- } 


i™= 1 


扑 此 利用 (1)，(2) 两 式 可 得 ， 当 n 一 co 了 时 应 有 en/Bn->oo、 
即 B,/n 一 0， 从 而 DCX， 二 :+ 其 n) 三 on*) 四 
57。 设 头头: 是 独立 同 分 布 随机 变 师 序列 ， 且 


名 /va 对 每 一 个 n=1,2,… 有 相交 分布， 那么 ， 著 


EX,= 0，DX,=1， 则 X, 必 须 是 N (0,1) 奕 量 ， 
证 老 记 ft 为 闪 的 特征 函数 ， 则 由 题 设 入 ， 它 同样 


I 





也 涉 ， XE [计生 征 画 数 ， 国 当 n=1 时 它 化 成 X11， 所 Bi 


pi 


ft) = Eexp| 一 2 - 评 Art }= (还 exp{ i :}) 


t 3 
-za 人 
此 式 对 每 个 均 成 立 , 把 [( 二 ) 展 成 宕 级 数 ， 注 意 到 
下 (0) = itEX:, FiEX/=0,EX:= DX (EXD*=1, 
以 


人 去 )- 站) 人 
-ro 人， 


<2) 代 入 (1) 得 


Cr 


A 


(arco)。 


由 于 对 任意 均 有 f(D=eCf(t/jwn yy 所 以 f(t) =e 去 > 
而 六 一 NO0,1), 

58。 设 {Xk} 是 独立 随机 变量 序列 ， 且 Xi 服从 N (0,2-Y) 
试 证 序列 入 :}，(1) 成 立 中 心 极限 定理 ，(2) 不 满足 费 勒 条 
件 ，(3) 不 潢 足 宁德 贝 烙 条 件 ， 从 而 说 明 宁德 贝 烙 条 件 并 不 
是 中 心 极 限定 理 成 立 的 必要 条 件 ， 








"EI 





证 。 (了) 由 正 态 分 布 有 再生 性 知 ,半空 


Nk 对 性 意 n hs 


n r=1 
俯 NCO@,1D， 所 以 市 心 强 限 定理 成 并 。 

C2) B32 < 忆 bz ~ 六- 去 阿 : = 1， BE reo tn 2), 
由 费 蔓 条 人 性 的 等 价 条 件 知 ，{XX,} 不 满足 费 勒 条 件 ， 


3) 由 ar=0, B+ 1 WMrt= 1 局 
c= lim -二 -全 


ae {XxX AEF)” dFrix) 
nn 一 oo BS YY |x-ar|l>tB, 


>| x:dF (x)>0, 
[xl>1 


其 市 石 端 仅 保 留 和 式 中 第 一 项 ,由 此 知 {Xs} 不 满足 条 得 捧 格 
i 

。 车 {xt 是 独 严 随机 变量 序列 ， 和 :服从 [- 1 13 均匀 
罗布， N20, “EA 从 NO,2 2 1 ， 证 明 对 {Xr} 的 这 
由 心 极限 定理 ， 查 不 漠 足 费 轴 条 件 ， 


Th _ 也 一 工 
B: = 二 + 20- 2 ) 





= 0 一 一 一 CD 
bs n-1 
但 下 了 玉兰 0 《用 一 和 
n 427 一 1 


. 折 以 高 和 勒 条 住 不 满足 ， > 的 特征 通 数 为 


:2 





1 ! t 1 0 1 
(0= 1 (Cb = 一 人 exp 二 2 《2 一 2 让 








FE 1 On 网 
由 此 得 “n= 地 一 一 这 交 的 特征 函数 为 
EA 一 1 一 3 一 
(Hb t ”2 
St -一 ~- 。 3 
En a on 1 2 t 这 
3 
1 n 本 2 1 2 
x exp|— 字 C22)ti /2 
" 机 
一 二 
->e ” (na 一 >) 


册 道 极限 定理 知 wn 了 N00;,1， 所 以 中 心 极 限定 进 成 六 ， 
5099。 在 普 阿 容 试验 出 ， 第 i 次 试验 时 密 件 站 出 现 的 访 宣 

党 上 不 蚀 现 的 注 襟 六 qi， 各 次 试 葵 是 独立 和 的， 以 wh 记 前 n 

次 试验 中 事 化 A 出 狗 的 次 数 ， 试 证 ，(1) (va~ Ez)/n-> 0 ， 


《2) 对 (> 人 6) /VE pd 成 立 店 心 极限 定理 的 充 


已 
要 条 件 是 六 Nid 20, 


证 ，(17 设 0<xsS1I， 则 了 7=x 人 1 一 X)= 工 一 X 在 = 去 处 
.了 得 极 天 信和 二， 团 x= pi 得 piqt 委 村 。 利 用 独立 性 得 


和 ww = ba 和 和 十 8， 再 由 车 = 贝 晓 夫 不 等 式 得 


vn 1 __Dy, 1 
i > 





221" 





(vs -Eve)Aa0Cn-ce)。 
《2 Yo = tA 这 里 
> 1， 十 i Pp i 
尾 1 一 ， a 7 P {A = 1}= pi 
| 0， 全 1 这 具 禾 ， 


Pi 二 人 }= Qi。 


充分 竹 . 设 B,= Dva = 号 piqr*oo， 册 于 XX, 仅 取 0， 


1 两 值 ， 则 P{i XL 一 Pi| 裕 2} =0。 由 于 B20， 故 对 性 总 
Tf 六 人 0 存在 和 六， 全 当 2 之 NN 时 B22/17， 绍 TBs 守 2， 所 以 
Pi{|X,—-p i 守 tBn} =0， 从 而 当 n 守 NN 时 


人 | (x — py):dF,(x) 
[xi 一 pi 之 TB。 





™ 
| (x— pdFi(x) 
E31 ~"! | xz: 一 Pi zfTB n 
1 心 

2 pi 所 
BA Bt 


下 (nn—>20) s 





邯 林 德 由 格 条 件 成 立 。 所 以 对 (v~ 全 p,) VY 电 pg 中 
心 极 限定 理 成 立 。 
必要 性, 设 piq1<oe， ieri= min(tpiy dt 则 


和 i= 一 了 这 寺 f4 所 以 
+ DF 


由 此 得 exp 人 宗 r >o 印章 exp{- rj>0, 区 
xp 了 证 <E -Fo 所 以 
< -所 《1- rD> 开 exp{—ri}>0, 
也 < is 所 … 记 一 切 满 足 条 件 B1 产 寺 的 1 所 构成 的 子 新 列 , 证 


n 
Zn 二 ( Yn > p)/Y > pih! 时 mu ial sis py 中 不 起 
1™ 二 于 


这 0 的 个 数 ， 则 有 


Piv = ma PiX= 1, j= i.s*"*y i ; 和 六] 二 自 ，。 人 


英 它 的 js<a)y = 二 (1- rD>c>0. 





于 是 车 记 dn= ( mv- > p: ) /Y 主 pq ， 则 对 一 切 n 有 有 


P{Z.。= d} 之 c 成 立 。 由 于 c>>0 与 2 无 关 ， 所 以 Zn 不 能 依 
分 布 收 就 到 N(0,1)， 中 心 极 眼 定理 不 成 立 。 

61。 设 {Xt 独 立 ，Xs 服 从 [一 攻 ,E3 询 多 分 布 , 问 对 《人 4 让 
青 否 用 中 心 极 限定 理 ? 

和 解 ， 中 心 极限 定理 成 立 ， 因 为 这 时 可 以 直接 证 得 宁德 所 


糙 条 件 成 立 。 
ax= EXr=0, DXL= kk:, 





Bi= TDK k= -n(n+1) (2n+1), 
Ek™1 3 18 


rr- 
自 
or” 


"Epi 





对 任意 z 守 0， 帮 


-1 | (x — ar} dFr(x) < 





Bi 上 | xj >tHn 
< 一 一 一 关 | ix|lx’*trcx) dx 
Bai"TBn k” 1 Ix| 关 TB 
< x dx 
rBi YE”! drBs 忆 ， 
1 i > 1 3 /2 
= nCn+1) /CA ntnt 1)(2n+1) i 
18 一。 和 (+ 1) /faa 1 TCE ;1 > 
~ 16 


(nco) 
斯 以 林 德 贝 格 条 件 成 立 。 
62。 试 癌 对 下 列 独 立 随 机 变 朋 序列， 学 牙 普 族 赤 定 再 是 


否 成 立 ? (1) Xi; ( ““ 
- 坦 去 ′ : 
一 kk” 性 kk + 
(2) A ( 竹 弃 站 sp : 


解 ，(1) EXir=0, Di= 去 (一 wk)*?+t 吉 (vw kK )? 
=k, Ba = 二 十 2 十 … 十 卫 三 去 mgn 二 ti)。 到 8= 1， 出 


1 ~ Elg._ 0] = 
Bi+! x= 1 


224， 
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1 总 2 nn?’? 
党 i 
Bs 这 人 [ntn+ 1)1?'? 


凑 以 李 雅 普 诸 夫 定 理 成 立 。 
《2) EXr= 0, DXy= ks, 可 得 (参看 图 16)》 


™' kop 全 cx- 1) dx 


.ps -2 
B: 这， 


20orLt [nD 
-xD -Dt | 


1 


一 3 1920+1 = {nn 1372c+1， 
由 a>0 得 常数 c>>0， 取 5= 1 每 ( 参 君 图 16 ) 
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Bi Seo 








1 n°+i 1 


~ \aa+l 3 二 
3t30 +1) es (- 工 vn-l 
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其 以 李 雅 普 诺 夫 定 理 成 立 ， 
63。 求证 : 当 n->oo 肝 ， 


(六 Dn irtvA2y7n yn-1 ee 去 a7 dy 


Tn) Jo 
1 f 让 7 d 
vi 2 y， 


证 ， 设 独立 随机 奕 重 序列 {E"} 都 服从 工 -分 布 G( 去 去)， 
Et,=1,DE,=2。 由 第 四 章 第 51 王 知人- 分 布 具 有 再 生性 ， 


得 和 ,= 如 妈 服从 T- 分 布 G (去 , 对 ), 且 Eqn=n, Dun=2n， 


由 于 序列 {E} 独 立 同 分 布 且 方 差 有 限 。 由 林 德 中 格 - 惑 维 定 
理 知 ， 中 心 极限 定理 成 立 ， 据 此 把 P- 分 布 G( 当 ， 马 )】 的 密 
人 





窗 函 数 代 入 计算 得 
PO -nn) /Vv 2n <ty= pima<cnt+tv 2n} 


_ | Zn 《二 ?去 m 下 a-1 -去 1 
自 工 《 云 nm) 


《 念 工 = ny) 





i+tw 37 (an) 去 
_ -1 一 去 07” 
= | Cn) 了 e dy 


e 去 y dy (noo). 

64。 设 入 >0。 独立 随 机 变 生 序列 {X%zr+， 对 一 切 长 ， 关 gp 波 
了 医 率 去 分 别 取 值 士 kx， 试 证 当 x< 忆 去 时 大 数 定 律 成 艾 ， 对 
-二 六 1 则 不 成 立 。 

证 ， 当 < 必 专 时 大 本 章 第 4 题 。 

当 和 这 1 了 时 ， 洪 序列 {XYy} 服 从 大 数 定律 ， 则 应 有 


TX + + Xn) -0 时 








从 而 
Nn 1 ‘\ i 一 1 . 1 sy PF 
n ni XE— 1 nl RR 一 全 0 
得 由 Xr 的 取 值 知 总 有 
Xn ns nj 
| n | | n z 习 引 =1, ， 





这 显然 矛盾 。 故 当 x 之 1 时 大 数 定 委 不成立。 
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上 一“ 





65。 求 证 ， 当 mn->co 有 时 ， e 们 了 


三 详 


证 ， 设 独 立 随 机变 量 序 烈 5%} 有 相同 的 演 阿 松 分 布 ， 且 


参数 为 = 1 中 于 普 阿 松 分 ) 布 具有 再 全 福 ， 所 忆 na= 之 rt 是 
服 雁 参数 入 = #5 的 党 阿 芥 分 布 ， 
Pinn= i}= -ern(i= 0,1,2.), Ene = Dnesn, 


由 于 {6} 独立 同 分 布 且 方 差 有 限 ， 也 宁德 页 栋 一 勒 维 定理 乞 
中 心 杰 撒 定 理 成 立 ， 所 以 


“ PiftYn 一 nyrvwa SO}= PTnsa+ 
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第 一 章 引 论 


S1. 统计 学 


统计 学 是 一 门 关于 数据 资料 的 收集 、 整 理 、 分 析 和 推断 的 条 
学 ， 但 人 们 常常 将 统计 这 一 概念 误解 为 大 量 数据 资料 的 收集 以 及 
对 这 些 数据 作 一 些 简单 的 运算 (好 求 和 、 求 平均 值 、 求 百分比 等 ) 或 
用 图 表 、 表 格 等 形式 把 它们 表示 出 来 ， 其 实 这 些 工作 仅 是 统计 学 
工作 的 非 主要 部 分 ， 统计 学 还 包括 怎样 设计 试验 、 采集 数 据 以 及 
怎样 对 获得 的 数据 进行 分 析 , 推 断 等 其 它 许 多 工作 . : 

随 着 研究 随 视 现象 规律 性 的 科学 一 一 概率 论 的 发 展 ， 应 用 概 
率 论 的 结果 更 深入 地 分 析 研 究 统计 资料 ， 通 过 对 某 些 现象 的 频率 
的 观察 来 发 现 该 现象 的 内 在 规律 性 ， 并 作出 一 定 精 确 程 度 的 判断 
”和 预测 ; 将 这 些 研 究 的 某 些 结果 加 以 归纳 整理 , 逐渐 形成 一 定 的 数 
学 概 型 ， 这 些 组 成 了 数理 统计 的 内 容 . 

数理 统计 的 方法 及 考虑 的 问题 不 同 于 一 般 的 资料 统计 ， 它 更 
侧重 于 应 用 随机 现象 本 身 的 规律 性 来 孝 虑 资料 的 收集 、 整 理 和 分 
析 , 从 而 找 出 相应 的 随机 变量 的 分 布 律 或 它 的 数字 特征 、 由 于 大 
量 的 随机 试验 必 能 呈现 出 它 的 规律 性 ,因而 从 理论 上 讲 , 只 要 对 随 
机 现象 进行 足够 多 次 观察 ， 被 研究 的 随机 现象 的 规律 性 一 定 能 清 
” 楚 地 呈现 出 来 , 但 是 实际 上 所 允许 的 观察 永远 只 能 是 有 限 的 ,有 时 
甚至 是 少量 的 ， 因 此 我 们 所 关心 的 问题 是 怎样 有 效 地 利用 有 限 的 
资料 , 便 能 去 掉 那 些 由 于 资料 不 足 所 引起 的 随机 干扰 , 而 把 那些 实 
质 性 的 东西 找 出 来 .一 个 好 的 统计 方法 就 在 于 能 有 效 地 利用 所 获 
得 的 资料 , 尽 可 能 作出 精确 而 可 佛 的 结论 . 


1 T+ 





在 数理 统计 里 ,不 是 对 所 研究 的 全 部 对 象 进行 观察 , 而 是 抽取 


其 中 的 部 分 进行 观察 ,获得 数据 ( 即 采样 ), 并 通过 这 些 数据 来 对 所 


研究 的 全 体 进行 推断 。 由 子 推断 是 基于 采样 数据 , 而 采样 数据 义 
不 能 包含 研究 对 象 的 全 部 信息 ， 因 此 由 此 所 获得 的 结论 必然 会 包 
售 不 定性 。 概 率 是 这 种 不 定性 的 度量 ， 造 成 不 定性 的 原因 可 分 为 
两 类 (站 由 于 采样 数据 的 随机 性 记 引 起 的 不 定性 ; (2) 由 于 我 们 
对 系统 真实 状态 的 “无 知 ” 造 成 的 不 定性 ， 数 理 统 计 工作 者 的 任务 
就 是 要 分辩 这 两 种 不 定性 ， 下 面 举 一 例 来 说 明 . 

某 元 件 厂 生产 了 一 批 三 极 管 , 共 一 百 万 只 , 每 士 只 装 成 一 盒 ， 
共 得 十 万 盒 ， 现 有 某 仪 器 厂 需 向 该 元 件 厂 购买 此 三 极 管 一 百 盒 ， 
准备 安装 在 某 种 仪表 上 .。 每 台 仪 表 需 用 此 三 极 管 十 只 , 恰好 是 一 
台 仪 表 需 一 盒 三 极 管 , 一 百 愈 可 殿 装 一 百 台 ， 但 是 该 仪 岩 对 三 极 
管 有 一 定 的 质量 楼 求 , 要 求 十 只 中 至 少 有 八 只 是 一 级 品 ,其 余 的 可 
以 是 二 级 品 ,否则 仪表 将 不 能 稳定 工作 。 此 时 仪器 厂 对 这 批 三 极 
管 就 面临 两 种 不 定性 需要 分 辨 ， 人 元 件 厂 生产 的 十 万 盒 三 极 


管 ， 对 仪器 厂 来 说 是 满意 的 ( 即 一 盒 中 至 少 有 八 具 是 一 级 品 ) 盒 予 


记 占 比例 2 是 多 少 ? (2) 由 于 有 十 万 盒 三 极 管 , 现在 仅 购买 其 中 
的 一 百 盒 ， 因 而 就 面临 着 另 一 种 不 定性 。 即 假使 已 知 此 十 万 盒 
中 , 满意 的 盒子 所 占 的 比例 为 p, -又 怎样 能 确定 买 来 的 一 百合 中 ， 
满意 的 占 多 少 比例 呢 ? 例如 p=0.99, 即 十 万 盒 中 大 约 有 九 万 九 


千 全 是 满意 的 , 这 个 比例 对 仪器 厂 来 说 应 该 是 很 好 了 ,但 也 有 可 能 . 


发 生 这 样 的 意外 ， . 即 仪 宫 厂 所 购买 的 一 百合 全 部 落 在 不 满意 的 大 
约 一 千 傅 之 中 . 

第 一 种 不 定性 基 不 知道 p, 是 我 们 对 系统 真实 状态 的 “无 知 3 
而 后 一 种 不 定 竹 是 由 于 所 谓 “ 人 随机 性 ”造成 的 ， 为 了 改善 这 不 定 
性, 仪器 广 可 要 求 元 件 矿 对 这 批 三 极 管 的 质量 进行 测试 , 也 就 是 要 
求 抽 情 部 分 三 极 管 进行 测试 , 通过 这 部 分 中 一 级 本 所 占 的 比例 ( 虞 





率 ) 来 对 p 的 真实 值 进行 推断 ， 当然 我 们 不 能 完全 精确 地 决定 多 
但 是 我 们 可 以 希望 获得 一 个 (在 某 种 意义 下 ) 比 较 好 的 判断 ， 这 就 
涉及 到 怎样 设计 试验 , 决定 观察 的 煞 和 目 , 和 怎样 利用 试验 观察 的 结 
果 作 出 一 个 “好 的 ”推断 等 ， 这 些 都 是 数理 统计 所 要 研究 的 问题 . 
至 于 在 已 知 j 的 条 件 下 ， 第 二 种 不 定性 的 程度 已 宪 概率 论 基 础 部 
分 作 过 讨论 ， 

数理 统计 研究 的 内 容 随 着 科学 丢 术 和 生产 的 不 断 发 展 而 未 步 
扩大 ,但 概括 地 说 可 以 分 为 两 大 类 ，(1) 试验 的 设计 和 研究 ， 即 研 
究 如 何 更 合理 更 有 效 地 获得 观察 资料 的 方法 f (2) 统计 推断 , 即 研 
究 如 何 利 用 一 定 的 资料 对 所 关心 的 问题 作出 尽 可 能 精确 、 可 靠 的 
结论 ， 当然 这 两 部 分 有 密切 联系 ， 在 实际 应 用 中 更 应 前 后 兼顾 . 
但 因 限 于 篇 幅 , 本 书 将 只 讨论 统计 推断 . 

数理 统计 方法 提供 了 在 不 定性 占 优势 的 情况 下 进行 判断 的 工 
其 , 它 为 许多 科学 研究 部 门 和 生产 、 经 济 部 门 的 工作 者 所 采用 . 它 
不 仅 为 提高 产量 .质量 起 直接 的 推动 作用 ， 而 且 也 提供 了 从 大 量 现 
尔 中 发 现 某 些 事物 发 展 规律 的 方法 ， 


$ 2， 数理 统计 的 基本 概念 


为 了 更 好 地 介绍 数理 统计 所 研究 的 问题 ， 先 引入 一 些 常用 的 
概念 和 术语 . 

一 、 母 体 和 于 样 

我 们 今后 所 讨论 的 绕 计 问题 主要 属于 下 面 这 种 类 型 ， 从 -个 
集合 中 选取 一 部 分 元 素 ,对 这 部 分 元 素 的 某 些 数量 指标 进行 测量 ， 
根据 测量 获得 的 这 些 数据 来 推断 这 集合 中 全 部 元 素 的 这 些 数量 指 
标的 分 布 情况 。 在 统计 学 中 ,我 们 把 所 研究 的 全 部 元 素 组 成 的 集 
“会 称 为 母体 , 或 总 体 ， 而 把 组 成 母体 的 每 个 元 素 称 为 个 体例 如 
在 研究 基 批 灯泡 的 平均 寿命 时 ,该 批 灯泡 的 全 体 就 组 成 了 母体 , 而 


E 好 。 


其 中 每 个 灯泡 就 是 个 体 ， 在 研究 上 海 市 男 大 学 生 的 身高 和 体重 的 
分 带 情 况 时 ,上 海 市 的 全 体 男 大 学 生 组 成 了 坪 体 ,上海 市 的 每 个 男 
大 学 生 是 个 体 ， 但 是 在 统计 里 ， 由 于 我 们 关心 的 不 是 每 个 个 体 的 
种 种 具体 特性 ,而 仅仅 是 它 的 某 一 项 或 菜 几 项 数量 指标 X( 可 以 是 
向 量 ) 和 该 数量 指标 X 在 母体 中 的 分 布 情况 ， 在 上 述 例子 中 其 是 
表示 灯泡 的 寿命 或 男 大 学 生 的 身高 和 体重 。 就 此 数量 指标 而 


言 ,每 个 个 体 所 取 的 值 是 不 同 的 ， 在 试验 中 , 抽取 了 若干 个 个 眉 就 


观察 到 了 X 的 这 样 或 那样 的 数值 , 因而 这 个 数量 指标 X 是 一 个 随 
机 变量 (或 向 量 )， 而 美的 分 布 就 完全 措 写 了 母体 中 我 们 所 关心 的 
那个 数量 指标 的 分 布 状况 。 由 于 我 们 关心 的 正 是 这 全 数量 指标 ， 
因此 我 们 以 后 就 把 母体 和 数量 指标 X 可 能 取 值 的 全 体 组 成 的 集合 
等 同 起 来 ， 所 谓 母 体 的 分 布 也 就 是 指数 量 指标 基 的 分 布 。 

一 般 说 来 母体 这 个 集合 的 大 小 与 所 研究 的 问题 有 关 ， 如 在 灯 
泡 的 自动 化 生产 中 ， 为 了 保证 正常 生产 需 每 隔 一 定时 间 抽 取 妃 个 
灯泡 测试 其 寿命 ， 并 认为 灯泡 的 寿命 和 服从 正 态 分 布 ， 在 这 里 母 
体 被 想象 为 所 生产 的 灯泡 寿命 的 可 能 取 值 的 全 体 所 组 成 的 集合 ， 
这 祥和 母 体 被 视 为 由 无 限 个 元 素 组 成 ， 并 视 X 为 连续 型 随机 变量 . 
”为 了 对 母体 的 分 布 律 进行 各 种 研究 ， 就 必需 对 母体 进行 抽样 
观察 ， 一 般 说 来 , 我 们 还 不 止 进 行 一 次 抽样 观察 ,而 要 进行 几 次 观 
_ 察 . 通过 观察 就 得 色 母 体 指标 X 的 一 组 数值 (wa wz,…, o) ,其 中 
每 个 名 是 一 次 抽样 观察 前 结果 。 即 某 一 个 被 观察 的 个 体 的 和 指 
标 值 .《oi; …，w) 称 为 容量 为 % 的 子 样 的 观察 值 .. 出 于 我 们 是 和 
用 子 样 观察 来 对 母体 的 分 布 进行 推断 ， 因 丽 从 母体 中 抽取 子 样 进 ， 
行 观 察 时 必须 是 随机 的 。 直观 地 说 ， 如 果 我 们 要 研究 上 海 市 男 大 
学 生 的 身高 的 分 布 情况 ， 那 么 在 抽样 时 就 希望 上 海 市 的 每 个 男 大 
学 生 具 有 间 等 的 可 能 被 抽 到 测量 身高 ， 因 为 只 有 这 样 才能 经 过 多 
次 观察 比较 全 面 地 了 和解 母体 。 所 以 对 于 随机 抽样 来 说 ,对 其 某 一 
+ 和 - 





次 观察 结果 而 论 , (ci，za, …，m) 是 完全 确定 的 一 组 值 , 但 它 又 是 
随 每 次 抽样 观察 而 改变 的 ， 由 于 我 们 要 依据 这 一 观察 结果 进行 分 
六 推断 ， 并 研究 比较 各 种 推断 方法 的 好 坏 , 因而 一 般 考虑 问题 时 ， 
就 不 能 把 (pu x2,，…, 2,) 赴 为 确定 的 数 什 , 而 应 该 看 作为 随机 向 量 
时 = (1, 于,,…， 琉 s) 中 ， 称 它 为 容量 是 心 的 子 样 ， 因 而 对 子 样 
也 有 分 布 可 言 ， 在 不 向 的 抽样 观察 中 ， 也 得 到 不 同 的 现实 . 互 = 
(三 …， 玉 ,) 所 可 能 取信 的 全 体 ( 这 儿 是 % 维 空间 或 其 中 的 
一 个 子 集 ) 称 为 于 样 室 间 .一 个 子 样 观 察 值 (81, wo,…, wn) 就 是 子 
样 空间 中 的 一 个 点 ， 

我 们 抽取 子 样 的 目的 是 为 了 对 母体 的 分 布 律 进行 各 种 分 析 扒 
断 , 因而 要 求 抽取 的 子 样 能 很 好 地 反映 母体 的 特性 ,这 就 必须 对 随 ， 
机 抽样 的 方法 扣 出 一 定 的 要 求 。 通常 提出 下 面 两 点 : 所 代表 
性 ， 要 求 子 样 的 每 个 分 量 也 ; 与 所 考察 的 母体 六 具有 相同 的 分 布 
也 (@); (i 独立 性 : 己 ， 革 s，,，…， 累 ,为 相互 独立 的 随机 变量 ,也 
就 是 说 , 每 个 观察 结果 既 不 影响 其 它 观察 结果 , 也 不 受 其 它 观察 结 
果 的 影响 , (在 有 限 母体 中 , 子 样 的 各 个 观察 结果 可 以 是 不 独立 的 . ) 

满足 上 述 两 点 竹 质 的 子 样 称 为 简单 随 视 子 样 ， 获 得 简 划 随机 
子 样 的 抽样 方法 称 为 简单 随机 抽样 在 今后 , 如 果 不 作 特 殊 声明 ， 
所 说 的 子 样 将 理解 为 简单 随机 子 样 , 对 于 简单 随机 子 样 下 = (三 ;， 
瑟 …， 瑟 0)， 其 分 布 可 以 由 母体 时 的 分 布 函数 五 (w) 完全 决定 ， 


“也 的 分 布 函数 是 生 了 了 (Ge2). 
[ 例 T] 某 血 吸虫 防治 所 为 了 研究 某 地 区 二 吸虫 病 的 流行 情 
况 ,对 该 地 区 所 属 的 各 生产 队 编 制 了 一 组 卡片 ,每 张 卡 片上 标明 一 
个 生产 队 的 血 豚 虫 病 的 感染 率 ， 着 将 感染 率 的 高 低 分 为 4 类 (无 
患者 , 轻 度 流行 , 中 度 流行 和 秆 度 流行 )、 分 别 用 数字 0, 1, 2 3 表 ， 
中 第 二 册 中 ， 除雪 方差 拭 阵 符号 用 村 体外 , 其 他 和 矩阵 、 向 量 符号 均 不 用 原 体 ， 
| 二 在 当 


示 这 4 类 , 那么 在 每 张 卡片 上 可 以 标 出 数字 0 到 38 中 的 一 个 , 以 表 
示 该 生产 队 血 吸虫 病 的 流行 情况 属 于 那 一 类 ， 用 共 记 这 数字 ,这 


” 痰 就 是 我 们 要 研究 的 看 标 . 


现在 , 母体 是 全 部 卡片 ， 设 一 共有 开张 。 如 果 用 返回 攻取 方 
法 从 这 些 卡 片 中 任意 抽取 ?= 10 张 ， 即 每 抽 一 张 卡片 记录 下 该 卡 
片上 的 感染 率 的 类 别 数字 后 立即 放 回去 , 然后 再 抽 下 一 张 。 在 这 
蚊 各 次 抽 得 的 卡片 其 指标 全 取信 6 (k=0, 1, 2, 3) 的 概率 不 变 ， 
从 抽 得 的 10 张 卡片 上 观察 到 的 随机 变量 X 的 值 (zi，wa，…， vw) 
是 一 个 10 维 随 机 向 量 的 现实 ， 这 个 10 维 随机 向 量 的 观察 信 构 成 
一 个 子 样 ; 子 样 的 容量 m%= 10; 子 样 空间 是 由 所 有 可 能 的 各 组 (%， 
zz, …， wi0) 组成， 由 于 wy. % 一 1，2,…, 10) 具 可 能 取 秆 0; 1, 3, 
3, 因此 现在 的 子 样 空间 由 49 个 点 组 成 ， 

二 、 统 计量 和 子 样 算 

子 样 是 母体 的 代表 和 反映 ,但 在 我 们 抽取 子 样 之 后 , 并 不 直接 
利用 子 样 进 行 推断 ， 而 需要 对 子 样 进行 一 番 “ 加 工 ? 和 “提炼 ”， 把 
” 子 样 中 所 包含 的 关于 我 们 所 关心 的 事物 的 信息 集中 起 来 ， 这 便 是 
针对 不 同 的 问题 构造 出 子 样 的 某 种 函数 。 这 种 函数 在 统计 学 中 称 
为 统计 量 。 严格 地 说 , 一 个 统计 量 就 是 观察 的 维 随 机 向 量 即 子 
样 肝 = (和 ,三 …， 互 的 一 个 ( 波 需 尔 可 测 ) 函数 , 旦 要 求 它 不 
包含 有 任何 未 知 参数 ， 因 此 它 也 是 一 个 随机 变量 (或 向 量 ). 

车 设 站 1 天， 是 从 具有 分 布 密 度 为 Ns, oa) 的 正 态 母体 中 抽 


取 的 一 个 2 维 子 样 ,其 中 wo 是 未知 参数 ， 则 了 (Z1 二 下 2) 
所- 半 痢 不 是 统计 重 , 因为 它们 含有 未 知 参 数 ， 而 了 1，X1+3， 
到 十 站 却 都 是 统计 量 . z 
下 面 先 介绍 一 些 常用 的 统计 景 一 子 样 从 . 
设 (Eu 和 as， 与 9) 是 从 母体 中 抽取 的 一 个 于 样 , 称 统计 量 
虎 他 





二 一 了 .  - 
疏 会 元 铅 王 : (DD) 


为 子 样 均值 ; 统计 重 
: BASXT 
为 于 梓 方 束 ; 统计 量 
4 二 宫 2 G) 
为 子 祥 的 > 阶 短 ( 或 " 阶 原点 矩 ); 统计 量 
BAT (FT): 0 
为 子 样 的 > 阶 中 心算 . 


”现在 我 们 研究 子 祥 矩 的 期 望 与 方差 , 在 下 面 的 讨论 中 , 我们 用 
上 宕 示 母 体 的 均值 , 0? 表示 母体 的 方差 ，mm 表示 母体 的 万 阶 漂 点 
矩 ,An 表示 母体 的 不 阶 中 心 矩 , 即 记 

EXAL, D(X) 一 再 (站 一 各 全 or 
BX*Aa, B(X—W "A po 
并 且 约 定 , 在 我 们 用 到 or( 或 jx) 时 ,假定 它 是 存在 的 ， z 
”定理 1 设 母 体 XX 服 从 分 布 也 (w), 了 一 《 玉 1,…， 瑟 由 是 从 谈 
母体 中 抽 得 的 一 个 简单 随机 子 样 , 如 果 也 (e) 的 二 阶 矩 存在 , 则 对 
子 样 均值 储 , 有 


(6) 
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D(¥)= 
[证 明 ] B(XY)=B(I 训 TX) -TOBE) -Tp 
DY) -= 玉 (于 一 人 ?一 ( 二 3 Xj) 
-南国 cr-O- 喜 训 or-o- 呈 
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定理 入 如果 卫 (w) 存 在 4 阶 和 矩 , 则 对 子 梯 方 差 , 有 
再 各 一 全 一 工 os 
多 
D (SD) = (0) 
， 『 2 ， 1 /2 人 
En 
.二 全 给 和 
-am- 调 了 仿 Xi+ 允 2 
一 Ca -二 (a 十 禹 (wm—1) 2) 





nn—1 (qs— 号 一 上 和 
约 2 WT 
现 记 了 :和 于 ,一 则 BY, 一 0, D(PD = PH 且 有 
(D3— [ZZ] = [SE np)] 
. . 入 2 | 亚 ， > kp 人 下 ， 抽 | 
-YY ) -B71) -#7 
1 人 二 
+ 坟 人 全 2 
-BY'+3 YY) -7 (Prr+aY! 
+ HPrI T+ (rt DEY 
+ RTEYY EY YY 四 
对 上 式 两 边 取 期 望 得 ; 
ni (6)? 二 Rj 十 hw 一 孔 撕 一 之 [nw 一 孔 虞 


十 中 ed] + 二 Taue+sn 人 一 人 出 
一 (n—2+ Tt (m—2+ 三 )(n 一 DD 虞 


中 习 表示 对 4 让 和 有 全: 让 二 站 ,而 的 训 广 而 于 求 和 ， 
5 兴 





所 以 
DOS 一 下 (3 一 (到 S 


-二 [Ga 区 mt-ateo-D 同 


_ 首 一 工 3 重 
全) 局 

1 1 2 
: 一 症 一 2 十 二 ja 人 一 (8 一 站 - 





4 一 J 2004— 2 Wa— Bz 
的 1 + ms 


定理 8 如 果 五 (w) 存 在 2; 阶 矩 , 则 对 于 样 的 ; 阶 原 点 给 4 


BA,—w, 
DD(4,) 一 二 时 


[证 明 ] 卫 4,~ 召 (二 ZX)~ 荆 宫 B(XD) -wm 
D(A) -Be-(B4) BL) -oe 


I oy 1 » 
-B+ 


-二 gt 一 候 = cae - 
三 、 顺 库 统 计量 和 经 验 分 布 函数 
设 (并 :，，…， 三 o) 是 从 母体 关中 抽取 的 一 个 于 样 。 记 (er 
22，，…， za) 是 子 祥 的 一 个 观察 值 ， 将 观察 值 的 各 分 量 按 大 小 递增 


次 序 排列 , 得 到 





四 本 os 


: 当 (1, “ys 于 由 取 慎 为 《oa ww 时 ， 我 们 定 头 五 名 取 值 为 ot， 


移 由 此 得 到 的 斑 久 ， y 这 为 《 神 1， "+s 三) 的 一 组 顺序 统计 


量 ， 显 然 仆 < 了 从 <…< 扣 ， 了 约 min Xs 即 了 各 的 观察 
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值 是 子 样 观 察 值 中 最 小 的 一 个 ,而 T= Inax 也,, 即 肚 加 的 观察 
值 是 子 样 观 察 值 中 最 大 的 一 个 ， 关于 顺序 统计 量 的 进步 讨论 可 
参阅 第 7 章 8$ 2. 
记 
0， ” 当 2 扫 归 
丽人 ) 全 | 十， 当 碟 <o<oia。 ple 
， 1， 当 w 六 区 
显然 0< (wo) <L 且 作 为 s 的 应 数 是 一 非 减 左 连 续 函 数 ,把 
(w) 看 作为 o 的 函数 , 它 具 备 分 布 函数 所 要 求 的 性 质 ， 故 称 为 经 
验 分 布 函 数 (或 子 样 分 布 函 数 )， | 
经 验 分 布 函 数 也 是 子 样 的 函数 ， 它 与 子 样 算 之 间 具 有 下 列 关 
系 ; 设 (zu，ma, …，o) 荐 子 样 观察 值 ， 责 (o) 是 对 应 的 经 验 分 布 画 
数 ， 坦 有 ， 
=1 Ba- oaF:() 
芝 - 工 立 ( (mx 一 -3)*~ | (一 二 5) 
6, 一 二 Se | eat， v2, 区 


b= 二 中 Ge -| 一 Be)， v=3, 4 


$ 3， 求 估计 量 的 两 种 常用 方法 


一 、 问 题 的 提出 
参数 估计 是 统计 推断 的 基本 问题 之 一 ， 这 类 问题 对 我 们 并 不 

生 殉 。 如 在 第 一 册 例 1.8.7 中 提出 要 求 估计 鱼池 中 鱼 的 条 数 ; 在 

$2 中 提出 联 求 估计 上 海 市 男 大 学 生 的 平均 身高 等 , 这些 都 是 参数 

估计 问题 ， 下 面 再 举 几 个 例子 ， 

让 


{ 例 了 ”灯泡 厂 生产 的 灯泡 , 由 于 种 种 随机 因素 的 影响 , 每 批 
生产 出 来 的 灯泡 ， 其 中 每 个 灯泡 的 使 用 寿命 是 不 一 致 的 ， 也 就 是 
说 , 灯泡 的 使 用 寿命 六 是 一 个 随机 变量 ， 由 中 心 极限 定理 和 实际 
经 验 知道 , 灯泡 使 用 寿命 其 服从 正 态 不 (kw，c2) 分 布 . 但 一 般 我 们 
事先 并 不 能 确切 知道 (rc 分 的 具体 数值 ; 而 只 知道 它们 是 落 在 某 
个 范围 中 , 例如 (0, co) x (0, co) 或 某 个 更 小 的 区 域 里 ， 为 了 断定 
所 生产 前 这 批 灯泡 的 质量 ， 自 然 提 出 要 求 估计 这 批 灯泡 的 平均 寿 
命 以 及 寿命 长 短 的 差异 重度. 即 要 求知 计 几 和 2 有 时 还 希望 
以 一 定 的 可 靠 性 来 估计 其 平均 寿命 上 是 在 某 个 范围 内 或 者 不 低 于 
某 个 数 . | 

[ 例 2] 大 家 知道 ， 纺 织 厂 细 钞 机 上 的 断 头 次 数 可 以 用 普 阿 
枞 分 布 呈 (入 来 描述 ,现在 希望 知道 每 只 纱 绽 在 某 一 时 间 间 隔 内 断 
头 数 为 了 次 的 概率 (一 0, 1，2, 38, …) 也 就 是 要 找 出 母体 的 分 布 
律 ，. 而 对 于 普 阿 松 分 布 , 只 要 知道 数学 期 望 一 一 平均 断 头 次 数 ， 
就 可 以 确定 其 分 布 律 P(X)， 向 祥 我 们 常常 不 知道 入 的 确切 值 , 而 
只 知道 它 落 在 某 个 范围 里 , 例如 (0, oo) 或 某 个 区 间 中 。 在 这 里 ， 
我 们 也 提出 了 要 求 估计 母体 分 布 的 均值 的 问题 . 

出 上 述 可 见 , 在 参数 估计 问题 中 , 我 们 总 是 首先 假设 母体 其 具 
有 一 族 训 能 的 和 分布 P， 且 了 的 函数 形式 是 已 知 的 ， 仅 包含 有 几 个 
未 知 参 数 . 记 是 支配 这 分 布 的 未 知 参 数 {可 以 是 向 量 )， 在 统计 
学 上 , 我 们 把 分 布 了 的 未 知 参数 9 的 全 部 可 容许 位 组 成 的 集合 称 
- 为 参数 空间 , 记 为 @. 

今后, 我们 用 FF(* .9) 光 未 的 分 痊 ， 又 称 集合 {PF("; ,0E0} 
为 X 的 分 布 函数 族 。 类 似 地 ,如 果 凑 是 连续 型 随机 变量 ,我 们 有 
概率 密度 函数 族 ; 如 果 XX 是 离散 型 随机 变量 , 我 们 有 概率 分 布 族 . 

在 例 革 中 ， 灯 渔 寿 命 其 服从 (4, go!) 和 分布， 参数 空间 是 
四 -Te oN: 0<p<o0, o> ，{Wp 0 ， U4 co E90} 就 是 

s i" 


X 的 分 布 函数 族 , 

在 例 2 中 记 渐 头 次 数 为 其, X 服从 了 (入 ， 此 处 参数 空间 是 
B= {和 ,0 过 <oo}, {P00); EB 是 的 概率 分 布 族 . 

一 个 参数 估计 问题 就 是 要 求 通过 子 样 估计 母 栖 分 布 所 包含 的 
未 知 参 数 9 或 9 的 某 函 数 . 

由 于 母体 分 布 的 函数 形式 是 已 知 的 ， 未 知 的 仅 是 一 个 或 几 个 
未 知 参 数 , 而 母体 的 真 分 布 也 完全 由 这 些 参数 记 完 全 决定 。 因此 
通过 估计 参数 可 以 佑 计 母 体 的 真 分 布 ， 但 我 们 有 时 也 直接 感 兴趣 
于 和 估计 这 些 参 数 的 值 . 

_ 那 未 如 何 估计 未 知 参数 呢 ， 仍 以 例 工 为 例 ， 为 了 估计 灯光 的 
平均 寿命 ， 当 然 要 抽取 若干 个 灯泡 作 试验 ( 即 抽 取 子 样 )， 车 它们 


的 寿命 分 别 是 五 1, 于,，…, 也,。 由 大 数 定律 知道 ， 当 % 很 大 时 , 


子 一 二 ( 斑 , 十 … 十 芝 m) 以 很 大 的 概率 与 久 一 可 了 任意 接近 ,因而 自 


然 地 把 子 祥 寿命 的 平均 值 了 作为 母体 平均 寿命 点 的 估计 量 . 
一 般 地 ， 设 母体 具有 分 布 族 {了 (w; 9), 6E6}, 于 1 二 


二 


开 , 是 它 的 一 个 子 样 ， 点 估计 和 问题 就 是 要 求 构造 一 个 统计 全 


2 《2 旦 风 作 为 参数 如 的 佑 计 他 的 维 数 与 妨 的 维 数 归 同 ), 在 
统计 学 上 ， 我 们 称 人 为 8 的 估计 量 ， 如 果 m，…， w。 是 子 样 的 一 


组 观察 信 ， 代 入 统计 量 全 就 得 到 了 的 具体 数值 ， 这 个 数值 常 称 为 、 


9 的 估计 做, 今后 , 估计 量 和 情 计 信 这 两 个 名 词 将 不 强调 它们 的 区 
别 和 通称 为 估计 ， 
除了 点 估计 问题 以 外 ， 还 有 另 一 类 估计 问题 ， 它 要 求 用 区 间 
《Pa ?9) 作 为 9 可 能 取 值 范围 的 一 种 估计 . 这 个 区 间 称 为 里 信 区 
和 间 ， 这 类 估计 问题 称 为 区 间 估 计 问 题 ， 由 于 参数 的 区 间 估 计 方 法 
与 假设 检验 具有 密切 的 联系 , 所 以 放 在 $ 3.3 中 介绍. 
在 这 里 ,估计 晤 全 是 子 样 工 :，…， 也 ,的 函数 , 它 不 可 以 包含 
» 78 。 


二 -em 


有 未 知 参数 ， 也 就 是 说 下 是 一 个 作 估 计 用 的 统计 量 .是 随机 变量 
(向 量 }。 当 我 们 获得 了 一 组 子 样 观察 值 (wu …， mn) 之 后 ， 就 用 
全 (qr,…, zs) 作 为 未 知 参数 9 的 估计 值 。 对 于 不 同 的 子 样 观察 值 ， 
记得 的 佑 计 值 是 不 同 的 寻找 一 个 估计 重 就 是 要 找 一 个 依据 观察 
结果 求 得 未 知 参数 9 的 估计 值 的 方法 ， 而 不 是 具体 去 寻找 一 个 全 
计 值 ， 衡 量 一 个 估计 的 好 坏 当 然 不 能 按 一 次 试验 结果 得 到 的 参 
数 估 计 信 与 参数 均值 的 偏差 大 小 来 确定 ， 而 必需 从 总 体 出 发 ， 也 
就 是 要 以 多 次 试验 结果 所 得 的 估计 值 与 参数 真 值 的 偏差 大 小 来 确 
定 ， 这 方面 的 详细 讨论 请 阅 第 五 章 ， 这 里 仅 介绍 两 种 常用 的 求人 
计 其 的 方法 . 
”二 、 答 方法 

盾 方 法 是 一 种 古老 的 估计 方法 ， 大 家 知道 , 矩 是 描写 随机 变 . 
量 的 最 简单 的 数字 特征 ， 子 样 来 自 于 母体 , 从 定理 2.1~2.3 看 到 
子 样 矩 在 一 定 程度 上 也 反 喘 了 母体 和 矩 的 特征 ， 因而 自然 想 到 用 子 
样 矩 作为 母体 矩 的 估计 . 

设 {FP(w; 四 , 9E@} 是 母体 交 的 可 能 分 布 族 ,9=( 太 ,…, 的 ) 是 
待 估计 的 未 知 参数 ， 假定 母体 分 布 的 下 阶 矩 存在 ， 则 母体 分 布 的 
> 阶 矩 


oh) -[ wap 0), l<vr<h - 


是 8= (机 *"" ;tr) 的 函数 ， 
对 于 子 桩 了 (站 1 …， 下， 其 2 防 子 祥和 纸 是 


全- 于 加 并 tsz<s 
现在 用 子 祥和 矩 作 为 母体 矩 的 个 计 , 即 令 
ob 6) 一 4 一 工 THX via 
这 样 , (了 ) 式 确定 了 包含 五 个 未 知 参 数 8= (人 9) 的 天 个 
。13。 





方程 式 ， 解 此 方程 组 (1) 就 可 以 得 到 = (9 ,，…*，9w) 的 一 组 解 ，- 


6 -~ (人 …, 抽 )， 因 为 4。 是 随 抽 变量 , 才 解 得 的 入 也 是 随机 变量 . 
现在 将 挟 ,…, 让 分 别 作为 轴 ,…, 炙 的 估计 ， 称 为 矩 方法 的 估计 
这 种 求 佑 计量 的 方法 称 为 给 方法 . 

[ 鲍 3]。 母 术 均值 和 方差 的 矩 估计 ， 

设 互 , *…, 及 是 一 子 样 , 设 母 体 的 二 阶 矩 存在 , 则 有 oa 一 oz 
十 妇 ， 用 托 方 法 得 方程 组 


向 
辉 之 得 - 到 = 下 


所 以 母体 均 信 和 方差 cs s 的 短信 计 分 别 是 子 禄 均 估 至 和 子 样 方 
差 82. 
运用 定理 2.1 有 
Ei=ETY=, 
D(A = os 
和 Bo- sa lo 
由 此 可 见 ,万 作为 的 舍 计 它 是 在 和 的 丰 什 的 周 用 流动， 且 其 平均 
值 治 好 是 真 值 jn， 这 一 性 质 在 统计 学 上 称 为 无 懈 性 . 
一 般 地 , 如 果 多 ( 忆 ) 是 未 知 参数 的 一 个 估计 量 , 且 满 足下 面 
的 关系 式 ， 
TD) 一刻 对 一 切 0EG 2) 
则 称 T( 卫 ) 是 9 的 无 偏 估计 . 
由 上 可 见 ,于 样 均值 宇 是 母体 均值 六 的 无 偏 估 计 , 同样 如 令 . 
名 i4 村 





SPA SX 











的 一 二 各 一 ] 
”由 于 BS =— + B= 
所 以 S%? 是 母体 方差 o 的 无 偏 估 计 . 


[全 4 设 世 一 【到 1 Uy 广 n) 是 取 自 均 避 分 布 [Fe 8), 
0>0} 


1 
Fw 0 


的 子 样 , 试 求 8 的 个 梢 计 ， 

因为 .| 1 
_ 点 一 人 are Odo- 3) dz 一 吝 
由 和 手 方 法 , 全 


解 之 得 日 的 矩 估 计 是 


容易 计算 Eb=8 


这 里 =2 宇 是 8 的 无 偏 估计 ， 
三 、 量 大 羽 然 估计 方法 
先 考察 两 个 简单 的 例子 ， 
[ 例 中 ”假设 有 某 位 同学 与 一 位 老 战士 一 同 进 行 实 弹射 击 , . 
两 人 同 打 一 个 到 子 , 每 人 各 打 一 发 , 结果 仅 中 一 发 , 试问 认 为 这 一 
发 是 谁 打 中 的 较为 合理 ?为 什么 ? 
[例句 ” 仿 设 在 一 个 铅 中 放 着 许多 白 球 和 黑 球 ， 并 假定 已 经 
知道 两 种 球 的 数目 之 比 是 1:8， 但 不 知道 那 种 颜色 的 球 多 ， 如 果 
我 们 用 返回 抽样 方法 从 催 中 任意 抽取 % 个 球 ， 则 其 中 黑 球 的 个 数 


» 1 + 





为 & 的 概率 是 
性 
Pig; P) = 人 ) Pg 


1 黑 球 数目 、 
的 工 一 思 ， 多 会 而 中 全 球 的 到 由， 由 概 定 知道 2 仅 可 能 取 


于 工 和 和 半 3 两 个 值 ， 

才 。- 3, 则 如何 通 过 “来 居 计 参数 呢 ? 换 名 话说 ， 在 什么 情 
况 下 取 名 = 寺 ， 而 在 另外 的 情况 下 取 台 = 字 呢 ? 为 此 先 计算 一 下 
， 抽 样 的 可 能 结果 #2 在 这 两 种 可 能 2p 值 之 下 的 概率 ( 见 下 表 ) 





由 于 子 样 来 自 于 母体 , 因而 子 样 诺 很 好 地 反映 母体 的 特征 ,而 
最 大 似 然 原理 也 就 是 以 此 为 出 发 点 ， 在 目前 这 个 例子 中 , 如 果 我 


们 观察 到 的 黑 球 数 o= 0, 此 时 了 (0; 卫 )~ 27164 P(0; 王 ) 一 1/69 
显然 ，27/64》1/64， 这 说 明 ， 使 = 的 子 衬 内 带 有 2 到 的 和 


。 栖 中 抽取 比 从 带 有 一 久 的 母体 中 抽取 更 可 能 发 生 ， 因 而 取 玉 
作为 p 的 信 计 比 取 子 作为 p 的 估计 更 合理 ， 类 似 地 ==1 时 也 到 
工作 为 卫 的 估计 ,而 当 s=2， 3 时 取 生 作为 了 的 信 计 ， 即 定义 
估计 量 如 下 : 

当 xw=0,1 


ze- 
本 当 沙 一 全 3 


心 | 之 


2 站。 


.一 i . . rn -aa 





它 是 对 每 个 由 选取 涩 (z) 使 得 
P(e go))>>P(w2) 
其 中 是 不 同 于 名 (s) 前 另 一 值 ， 这 就 是 最 大 似 然 原理 的 基本 甩 
想 . 
一 般 地 ， 设 母体 六 具有 分 布 密度 族 {f(o 9， 9E 8}， 其 中 
9 一 (91,9,…, i) 是 一 个 未 知 的 维 参数 向 量 , 需 竺 估计， 又 设 
(Ge …, mn) 是 子 样 (于 …, 于 中 的 一 个 观察 入, 那么 子 样 (下;，… 
工 ) 音 在 点 (c。… me) 的 名 域 里 的 概率 是 了 flwe 9)dm， 由 此 可 
见 , 9 的 变化 会 影响 到 贡 fos 0)dm, 大 小 的 变化 。 也 就 是 说 ， 概 
率 末 Fes 9)dm 是 6 的 函数 。 最 天 似 然 方法 就 是 选取 使 得 子 样 
落 在 观察 值 (ci …， 4;) 的 邻 域 里 的 概率 下 f (os 6) da 达到 最 大 
的 参数 值 且 作为 6 的 估计 值 。 即 对 固定 的 (ol …，w)， 选 歌 信 使 
得 
I f(s 6) =mar Tf (ws 6) 
从 直观 上 讲 , 我 们 弃 然 在 一 次 试验 中 得 到 了 观察 (2,…, 9.), 那么 
我 们 认为 子 样 落 在 该 观察 值 (z1,，…, zc,) 的 邻 域 里 这 一 宴 件 是 较 咽 
发 生 的 , 具有 较 大 的 概率 。 所 以 就 应 选取 使 这 一 概率 达到 最 大 的 
参数 值 作为 真 参 数值 的 估计 当 X 是 离散 型 变量 时 ,上面 的 (ew 
9) 就 取 为 梳 率 分 布 ,今后 恒 作 此 约定 。 为 方便 起 见 , 记 
L(A f (es 0) (8) 
(9 可 以 是 向 量 ) 它 看 作为 和 的 盘 数 称 为 0 的 似 然 务 数 ， 
如 果 选 取 使 下 式 
. Ltw, Ty ns 0) 一 sp a Wn 0) (4) 
成 立 的 和 (下 ) = (六 (并 )，…， 乓 (了 X)) 作为 9 的 信 计 ， 则 称 9 ( 芝 ) 
是 6 的 最 大 似 能 估计 ， 
汪 了 本 





由 于 log we 是 we 的 单调 函数 , 所 以 (从 式 可 等 价 地 写 为 : 
log L(g1, ,Ws 0) —sup log L (ws, 1, ns ©) (5) 


如 果 日 是 开 集 , 且 了 (vw; 外 关于 9 可 微 , 则 满足 ( 妖 式 的 解 6 也 
一定 满足 下 列 似 然 方 程 


a lopg Liw, i 0) = ?Fo— 本 二 各 
| i %) 


[ 例 7] 设 王 = 《Xi,…， 瑟 ) 是 取 自 正 态 母体 订 (1, 0 人 ) 的 
子 样 , 其 中 1, o? 是 未 知 参 数 , 一 co 二 <00, 9?>0, 斌 求 & 和 0 
的 最 大 似 然 估 计 . | 

显然 


1 盾 
Lm o) = 7 [wr | 
似 然 方 程 是 





Bu og fl 
dl 1 < 2 
Ba2 2904 全 Co A) 2 9 
-a 1 

解 之 得 . 所 = 元 癌 习 一 全 


0 于 ET) 


容易 验证 中 9 满足 关系 式 
Ll; L, 8°) = -op Ll kL, 0°) 


所 以 立 和 右 是 六 和 os 的 最 大 似 然 估计 . 
[ 例 8] 设 开 = (Xs,…, 五 ) 是 取 自 均匀 分 布 


7 0) 上 万 ，0<o<b (g>0) 
0, 


: 其 它 
的 子 样 , 试 求 6 的 最 大 似 然 信 计 . 
。 了 8 。 


-sa 


此 时 Liw, 的 =I1 f(s N= {0 ee max m0 


虽然 当 8= — max %, 时 ,上 (w; 提取 到 最 大 值 , 所 以 -max 和 ， 一 系 罗 


是 日 的 景 大 似 然 估计 . 
直接 计算 可 得 
nn 
Ealtr,) mt a 
. A a2 | 
De ld) = 7 EE Fmt 2 
比较 例 3 和 例 7 了 了 可见， 对 于 正 态 母体 , 上 和 oo 的 矩 佑 计 和 报 
上 大羽 然 估计 是 术 同 的 , 分 别 是 子 样 均值 和 子 样 方差， 而 对 于 具有 
均匀 分 布 的 母体, 由 例 寺 和 例 8 看 到 , 未 其 参数 6 的 党 知 计 是 
6=2 邓 
最 大 似 然 估 计 是 


= 二 7nax 帮 ， 
二 不 忆 导 


这 里 奥 不 是 6 的 无 偏 估计 ,但 讽 的 方差 比 的 方差 要 小 ; 当 子 样 
容量 加 很 大 时 万 为 显著 ， 因 为 





"0 
Del6,) = mm to ~ = D6) 
。 DoelBr) sw 
和 bm 有 上 ~lim Wy -0 
又 因为 lim B07) —1 





所 以 直观 上 很 明显 , 当 %w 较 大 和 时 ,5, 比 5 更 集中 在 走 参 数值 0 的 周 
图 波动 。 因 此 作为 6 的 估计 量 ,1 比 避 好， 
一 般 地 车 王 是 6 的 一 个 无 偏 估 计 , 关 于 的 任 一 无 全 估计 了 s 
成 立 下 式 _ 
DTD) SED Ts), 对 — 切 0E8 (7) 
则 称 丈 是 上 的 最 小 方差 无 偏 估计 . 
* I90 ， 





习 题 


，1. 设 母体 X 服从 贝 努 里 b(1， 纷 分 布 ， (PR( 开 一切 一 从 。 其 中 忆 是 未 

知 参 数 ， 卫 一 (XI, …， 和 6) 是 从 中 抽取 的 一 简单 随机 子 样 ， 
名 写 出 它 的 子 样 室 间 和 误 药 概率 分 布 : 

(3) 指出 天 二 ,min 了 Zs 二 2p，(Xs 一 XZ1)? 之 中 ,那些 是 统计 熏 ， 
”那些 不 是 统计 量 ,为 什么 ? 

《8) 如 果 工 的 一 个 观察 值 是 (0, 1, 0, 1, 1), 计算 它 的 子 样 平 均值 和 子 
样 方差. 

2. 设 母体 X 服从 正 态 (4 0) 分布, 其 中 上 是 已 知 的 而 0 是 未 知 的 . 
谈 开 一 (入 1 到 3， 至 和 是 从 中 撒 取 的 一 个 简单 子 样 。 

《D) 写 出 它 的 子 样 空间 和 下 的 分 布 密度 ; 


(3) 指出 1 十 Xo 人 9, Xs 十 234, Immaz (XI Zz, 人 司 ， a 


之 中 , 那些 是 统 讨 量 , 那些 不 是 统计 量 , 为 什么 ? | 

3. 设 母体 X 服 从 bl PP) 分 布 , 习 = (人 并) 是 一 子 样 ， 试 求 子 样 
均值 全 的 数学 期 望 了 和 方差 D{ 芝 ) 及 子 样 方差 的 数学 期 望 (53). 

”4. 设 坪 体 服从 普 阿 松 分 布 POD, 天 = CZ ,至 ) 是 一 子 样 试 

() 写 出 全 的 概率 分 布 ; 

(3) 计算 畏 Z,， DC ) 和 (82). 

5. 设 母体 关 服从 风 努 里 分 布 b(1, p)， 其 中 加 是 未 知 参数 ，0<p<1， 
《LI，'*， 玉 ,) 是 从 该 母体 中 抽取 的 子 样 。 试 求 未 知 参 数 2 的 和 矩 估计 和 最 大 
似 然 估计 . 

6. 设 母体 X 服从 普 阿 松 分 布 PG，%>0 是 未 知 参 数 。 开 一 (Za …， 
习 w) 是 一 简单 随机 子 样 ， 试 求 未 所 参 数 和 的 矩 估计 和 最 大 似 然 估计 。 

7， 设 母体 X 服从 均 名 分布, 其 密度 函数 


1 9e|9- 雪 .9+ 当 | 
0， 其 它 


9 是 未 知 参 数 ， 革 二 (X11,，…, 卫 是 一 子 样 , 试 求 8 的 最 大 似 然 合计， 
. 8. 击 和 母体 其 其 有 分 布 密度 
Fr tr Vw<l 


fw; 0) -| 


" 20* 


其 中 o> -1 是 未 知 参数 ，X~ (ZX1, …，Xo) 是 一 子 样 ， 试 求 参 数 e 的 最 大 
似 然 估 计 和 短 知 计 . 


9， 设 母体 基 服从 对 数 正 态 分 布 ,其 分 布 密 度 是 


Hast 四 = (ron Mierp{— Hr ogs—1)’}, >0 


其 中 一 9 天 上 二 oo， 让 是 未 知 参数 ， 五 = (CX, yg 态 5) 是 一 子 样 ， 试 求 此 和 


o 的 矩 估计 . 
10. 设 母体 X 取 从 二 项 分 布 5 th), 是正 整 数 ,0<p<1 两 者 都 是 未 
知 参 数 ， 下 一 (ZL, …， 工 ) 是 一 子 样 , 试 求 地 和 刀 的 矩 估计 ， 
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- 第 二 章 抽样 分 布 


在 第 一 章 中 已 经 看 到 , 如 要 进一步 分 析 一 个 估计 量 的 好 昧 ,就 
需 知 道 估 计量 的 分 布 , 至少 要 知道 估计 量 的 某 些 数字 特征 ， 由 于 
估计 量 是 用 于 估计 间 题 的 统计 量 ， 统 计量 是 我 们 对 母体 的 分 布 律 
”或 数字 特征 进行 推断 的 基础 ， 因 此 求 统计 量 的 分 布 是 数理 统计 的 
基本 问题 之 一 . 

我 们 所 感到 兴趣 的 是 下 面 两 类 问题 ， 第 一 类 问题 是 ， 对 于 任 
意 一 个 自然 数 %, 要 找 出 给 定 的 统计 量 ,一 A(X1， 卫 s，…, 卫 让 的 
分 布 ， 这 分 布 称 为 这 统计 量 的 精确 分 布 。 求 统计 量 的 精确 分 布 对 
于 数理 统计 中 的 所 谓 小 样 问题 ( 即 子 样 容量 比较 小 时 的 统计 问题 ) 
的 研究 是 非常 有 用 的 ， 

第 三 类 问题 是 ， 不 对 任何 个 别 的 m 求 出 统计 量 Du 的 分 布 ,而 
只 求 出 当 'm -> oo 时 , 统计 量 DT。 的 极限 分 布 , 这 极限 分 布 对 于 数理 
统计 中 的 所 谓 大 样 问题 ( 即 子 样 容量 较 大 时 的 统计 问题 ) 的 研究 很 
有 用 处 ， 

一 般 说 来 , 要 确定 一 个 统计 量 的 精确 分 布 是 非常 复杂 的 , 可 是 
对 于 一 些 重要 的 特殊 情形 ， 如 正 态 母 体 ， 这 个 问题 有 较 简 单 的 解 
法 ， 

在 今后 各 章 中 将 会 看 到 ， 正 态 母 体 的 研究 处 于 特别 显著 的 地 
位 ， 这 一 方面 荐 由 于 其 统计 量 的 精确 分 布 的 数学 分 析 比 较 容易 ， 
另 一 重要 原因 是 ， 在 许多 领域 的 统计 研究 中 所 过 到 的 母体 ， 正 态 
分 布 是 它 的 一 个 很 好 的 近似 ， 当然 , 中心 极限 定理 也 保证 了 这 
一 状况 ， 这 章 内 容 是 为 研究 正 态 母 体 的 统计 量 的 精确 分 布 服 务 


的， 


1 2 9 


§ 1， 正 态 母体 子 样 的 线性 函数 的 分 布 
在 第 一 册 4.5 狗 元 正 态 分 布 这 一 节 中 详细 地 卦 论 了 多 元 正厅 
分 布 的 性 质 .. 对 于 正 态 母体 的 子 样 Ki， …, 不 ,, 由 于 它们 是 独立 
_ 同 服从 于 正 态 (Cu o9) 分 布 的 随机 变量 , 它 是 多 元 正 态 分 布 的 一 
种 特殊 情况 ， 因 此 这 节 的 结论 是 第 一 册 4.5 中 的 有 关 结 论 在 这 一 
特殊 条 件 下 的 推论 , 故 这 里 只 给 出 结论 ,不 加 证 明 . 
设 母体 X 服从 正 态 分 布 玉 (p, a”), 它 的 密度 函数 是 
jp 
其 中 必 和 o? 分 别 是 X 的 数学 期 望 和 方 产 
. 设 下 i, …， 斑 , 是 从 该 导体 中 抽 得 的 一 个 容量 为 % 的 简单 随 
机 子 样 ， 考 察 统计 量 
DmFt .to _ 
”其 中 sb …, ow 是 已 知 常数 ， 它 是 子 样 的 线性 函数 ， 对 它 有 
定理 1 设 下 ,, …, 子 , 是 抽 自 正 态 母 体 加 Cp, ca2) 的 一 个 子 
样 ,统计 量 口 是 子 祥 的 任 一 确定 的 线性 函数 z 





开 一 相互; 十 bo 下 3 十 -十 or 三 (2) 
出 Z 也 是 正 态 随机 变量 , 均值 ,方差 分 别 为 
E(U)= 此 p23 Oy (8) 
DO -rT .9 


在 ( 双 ) 式 中 ,特别 地 到 a 一 二 ,#1 …, nm, 此 时 得 到 的 可 是 子 
样 均值 至. 

系 1 设 了 ;, 玉 s，…, 入 。 是 从 正 态 母体 (ww 0 所 抽 得 的 
一 个 子 祥 , 则 子 样 均值 ~ . 


a 


“的 





卫 - 土 训 蔗 ， (®) 
也 是 正 态 随机 诸 量 , 且 - 
E(X)=, (6) 
: 万 (总 ) -二 a z (7) 
由 此 可 见 , 至 具有 与 互 相同 的 均值 ， 但 是 它 更 向 数学 期 望 集 
中 , 集中 程度 与 子 样 容量 % 的 大 小 有 关 ， 
定理 2 设 
(由 开 1， 三， 莹 , 是 独立 同 分 布 随 机 变量 , 同 服 从 于 正 态 
和 分布 和 NC, 0 ); 
(2) A4= (qj) 是 一 pxn 矩阵 , 记 
Fi dn {1 
re| :| |: 8) 
了 ， 人 Pd 有 
z AKT 
网 工 ,， …， 上 ?也 是 正 态 随机 变量 , 均值 .方差 、 协 方差 分 别 为 : . 
BY,~h Saw, i—1, “yD : 
DEV- Dil, (9) 
oov(Ys YD =0* Danan i j=1, ep 


特别 地 , 当 A=0, 且 4 是 一 wxn 正 交 阵 时 , 了 ,了 s,…, 了 ,也 是 
相互 独立 且 同 服从 于 N(0, o9] 分 布 的 随机 变量 . 

由 此 可 见 , 独立 、 均 值 为 0 的 正 态 变量 了,,…, 也 ,通过 正 交 变 
换 记 获 得 的 新 的 随机 变量 了;, 了 > …, 了 ,也 是 独立 、 均 值 为 0 的 正 
态 随 机变 量 ， 即 了 与 瑟 的 分 布 律 相同 ， 这 反映 了 正 态 变量 在 正 
. 交 变 换 下 的 某 种 不 变性 质 ， 
» A» 1 





$ 2 入 -分 布 


一 、x 分 布 ， 
分 布 的 随机 变量 ， 出 称 随机 变量 


履 一 总 ZX {1) 
所 服从 的 分 布 为 x?- 分 布 . 
定理 1 由 (外 式 定义 的 随机 恋 量 太 的 分 布 密度 函数 是 
1 -时 上 1 
一 一 一 3m Be 
er -二 (3) (9) 
0， 当 丰 妆 间 
其 中 参数 和 称 为 自由 度 , 它 央 示人) 中 独立 变量 的 个 数 。 
E 证 明 ] :上 先 计算 入 的 分 布 函数 Fw), 
0, 当 必 < 疙 . 
F(AP{ <2} — jz PS (8) 
记 芝 <»|, 当 w>0 


因为 下 1,…, 了 ,相互 独 衬 , 且 同 服从 于 站 40, 1) 分 布 , 所 以 蔗 ,， 
且 罗 0 A 


je 





所 以 ,对 w%>0， 
Fv) =P 六 <el 


-人 
ele 


”为 了 计算 这 个 积分 ， 作 变 欣 


4 23 4 





Wi 二 po08 OD Cog Po 008 Oi 
Wa = O09O GOS Fa: .5in 1 


ta 一 pgsin th 
则 此 变换 葛 雅 可 比 行列 式 为 


二 站 (1 人 一 前 一 上 加 
“0 


其 中 Dh, * 1) 是 01, | Ot 的 画 数 ， 不 包 合 变量 2, 代入 
( 包 式 得 


FOOD -De 2 
【2m)meS 和 _ 这 。 站 1s» LE 拉 一 二 








一 得 ,3 一 军 / 中 
xadbdg 0 | ed pidp (了 
1 TT /A 
其 中 | re Dt 3 A 
令 . .gear 
则 pVY, dp 
代入 (四 式 得 . 
Fo =0, 所 ay . (6) 
因为 F(to0) -1- | ey tay 
利用 等 式 7 人 )= 六 yi dy 
容易 算得 Os 一 
2 TS) 
代入 (6) 式 得 到 
1 [ey 
ran) ey dy {7) 
TE 


* 86 





上 式 两 边 对 “微分 即 得 所 证 ， 


今后 ,如果 随机 变量 也 具有 自 册 度 为 % 的 x*- 分 布 ,将 简单 地 
写 为 于 ~x*(n)， 罕 图 中 给 出 了 当 w=I 4 10, 20 时 ， 娄 -分 布 
的 密度 画 数 曲 线 . 


2[ x 下】 





图 1 六 分 布 的 密度 函数 
[ 例 切 ” 设 母 体 居 服从 正 态 分 布 Cm, o)， 刀 是 已 知 常数 . 
五 :，…， 下 ,是 从 该 母体 中 抽取 的 一 邻 容量 为 的 简单 随机 子 样 ， 
求 统计 量 
一 (Ky— 0) (8) 
的 分 布 ， 作 变换 


PA, hm1, 


显然 也， 了;,，…, 了 了 , 相互 独立 ， 且 同 服从 于 入 (0, 匡 分 布 的 
“随机 变量 , 因此 由 定理 1 知道 

全 [9 “不 对 隆 

三 =- 记 (= 
服从 于 自由 并 为 n 的 z2- 分 布 ， 由 此 容易 计算 得 到 统计 量 (8) 式 的 
分 布 密度 是 


+ QF » 





- 了 (on 一 25orT(3) 


eg 当 w >0 
: (9) 
0， 当 mw<0 


由 (8) 定义 的 统计 量 通常 也 叫做 2 统计 量 。 如 果 进 一 步 我 们 
用 81; "nn 表示 子 样 的 观察 值 ， 出 


D3 (wy — 6) 


是 巡 统 计量 的 观察 值 . 
定理 多 设 工 一 央 人 no 刚 
(1) 互 的 特征 函数 是 


gp) -1 z (10) 

(2) 天 的 数学 期 望 和 方差 是 
EX=n ‘11 
D(X) -2n (1) 


[证 明 ] 


(2) 


# SH 


(1) 由 特征 函数 的 定义 得 
#0 = ce ”一 Lg 








=- 7) 『 oH gy 
T_TG) 
7) 全 -二 
EY—p'(0) /一 办 


EX (0) /i =n(n+ 2) 
DX BX (EX)?—2n ,， 


址 
1—22) < 


定理 3 设 节 1~x?(m) 和 下 2~ 放 (rw), 且 下:, 王 z 相 互 独立 ， 


则 于 1 十 全 十 te). 
[证 明 ] ”由 定 息 2, 芝 / 和 屯 s 的 特征 函数 分 别 是 
pi (tb) — (1 — ND 
和 . pa) = (1— 2t) -m3 
因为 评 1 和 看 ; 独立 ,所 已 及 十 了 ,的 特征 函数 是 
PO = pA po = (1 — 2 
其 下 :十 Xs 也 服从 于 x 分 布 , 自 出 度 是 nm 十 mm. 
系 1 设 革 /~ 六 (mw) 一 II 8 且 相 互 独立 ， 
则 DID) 
下 面 我 们 讨论 一 个 比 定理 8 更 为 深刻 的 结论 
定理 4 《 柯 替 伦 定理 ) . 


设 五,, …， 了 是 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 ， 和 县 同 服从 于 
(0, 直 分 布 ， 又 设 


Qt (2) 
其 中 @ G6=1，…, 及 是 秩 为 m 的 (XT: …, 了 ) 的 非 负 二 次 型 


则 @@, 鳃 二 …, 大 相互 独立 , 且 分 别 服从 于 自由 度 为 的 2 分 布 
的 充 要 条 件 是 


?1 十 a 十 :十 Wp 二 向 
[证 明 ] ”必要 性 是 系 1 的 直接 结论 . . 现 证 充分 性 , 
假设 总 mn 成立， 由 于 的 秩 为 ms, 由 线性 代数 上 的 知识 
知道 , 此 时 存在 线性 变换 
YD pa jm 
使 得 


村 1 十 + 十 性 上 1 起 震 让 


(18) 
。20 。 


一 部 
二 人 4 十 汪 环卫 人 -1 十 二 


rie 


Yi: T， 
记 Xel : | raAl: 
于， Y, 


则 有 
z y=PX¥ (14) 
由 于 7 
即 - EYY=E*PPA 
由 此 得 到 z 
PP-I (15) 


(15) 式 表 明和 矩阵 户 是 一 个 wxn 正 交 阵 . 运用 定理 工 .3 知 
道 了 1,…, 了 , 是 独立 ， ” 同 虹 由 了 全， 了 ) 的 正 态 变 量 ， 因 此 由 (13) 
式 得 到 ， 怨 , 2=1,，…, 记 相互 独立 , 目 信 一 Xa(o). 

条 认定 下 4.3 方差 分 析 的 研究 中 起 重要 作用 ， 

二 、 非 中 心 过 -分 布 

定 党 2 设 互 ，， 了 由 sn 是 独立 正 态 随机 变量 ， EXR,= jth, 
DXD — 02, 二 1, 2， 3 且 jw 不 全 为 零 . 记 

rTADZXY/o - (16) 
则 称 了 是 一 非 中心 迷 随机 变量 ， 称 它 的 分 布 为 非 中 心 x*- 芬 布 ， 
具有 自由 度 % 和 非 中 心 参数 疡 忆 /o? 并 记 为 了 ~x2(n, 全 ,其 
中 3= -> 点 /oo?， 显然 5 是 在 (167 式 中 用 屯 ; 的 数学 期 望 代替 并 
计算 获得 的 值 . 

Xe， 3 变量 的 分 布 密度 函数 是 
30 


a 





和 


 ， 则 称 随机 变量 


仿生 
a a () Of 17Y = 
an, 8) 0 ey 2m+ 内 《7) 


其 中 必 (@，2m 十 基 由 (加 式 所 决定 的 自由 度 为 2m+% 的 业 - 分 
布 的 密度 函数 。 由 (17) 式 可 见 ， 非 中 心 ?2 分 布 密度 包 食 有 8 和 
% 两 个 参数 ， 如 果 置 3 一 0， 则 (1) 式 就 简化 为 由 他 式 给 出 的 
这 ( 风 分 布 ,因此 有 时 又 称 由 ( 纹 式 给 出 的 xs 分布 为 由 心 好- 分 布 ， 
2(n, 全 变量 的 特征 效 数 是 





g 国 一 代 一 3 六 和 er 有 (18) 
容易 计算 x (n, 5) 变量 的 数学 期 望 和 方差 分 别 是 
| BY=nt8 
D(X)=2n+48 9 
类 似 于 系 工 也有: 


如 果 王 ,， 节 2, …， 习 kx 相互 独立 ， 且 玉 ,x(n 5), t=1, 2, 
ee 


则 i > Ex (nm, Sa,) 


$3, 太 分 布 和 所 分 布 
一 、 红 分 布 
定义 1 没 工 ~N(O， 也 和 Tt 且 瑟 和 了 相互 独立 ， 


“ -PR 由 


有 称 为 它 的 自由 度 , 且 记 TP~1(n)、 


在 下 节 中 将 会 看 到 ， 它 在 正 态 母体 的 抽样 中 是 很 自然 地 出 现 


定理 1 出 (办 式 所 定义 的 了 TP 的 分 布 密度 函数 是 


81: 


人 


NC 二 AN tn ty/2 8 
[证 明 ] {于 ,了 ) 的 联合 分 布 密度 函数 是 
Cr0 dev An 2) -1 (3) 
作 坐 标 变换 ， 
多 一 raing, y=r?c08:0, 0<7 00, 一 辟 <<g< 可 
则 - dvdy 一 212eos 有 ore 
记 吾 ， 包 是 由 关系 式 瑟 一品 sim 加 ， 王 一 忆 cos2 昌 ， 0<B<o0, 


-村 <@< 村 ,所 决定 的 随机 变量 , 则 (R，@8) 的 联合 密度 丽 数 是 


2ce Tin (0g 全 9 (4) 
出 此 可 见 , 瑟 各 是 独立 的 , 昌 的 分 布 密度 荡 数 基 
0 Co08 0) ‘65) 
a 的 -10 一 (Pr(G) 
其 中 a | Cees) a zy 
而 t= V0 G0g8 0 = (+ 去) 


di= /Wasec2gd0 一 vt+ 二 ja 
由 此 得 到 了 的 分 布 密度 阔 数 是 
tx %) =a(1 re [vat +e)] 


7(2) 1 车 
re 
rT (全 


) 
了 





8 本 





1 给 出 本 当 mp 一 也 5, 10, co 时 的 i(n) 分 布 的 密度 函数 图 





象 . 
+(x 
苑 衬 2 
0.3 5 
bl | 
Wh 10 
00 2" 
畦 1 #- 分 布 密 度 曲 线 
系 1 设 互 ~ 不 (Cu ao), 了 /os~x*(n), 且 于 与 了 相互 独立 ， 
则 


_, 
: 了 一 tn) (0) 
由 避 ) 式 可 见 ， 本 分 布 的 密度 画 数 训 w; 9 关于 必 是 对 称 的 ， 且 
Je 9 一 0。 当 名 很 大 时 ,天 分 布 很 接近 于 正 态 分 布 ， 事实 上 ， 


. ji (t+ 人 er 


然而 对 于 比较 小 的 n 值 ，#- 分 布 与 亚 态 分布 之 问 存在 有 较 大 的 差 
异 。 而 且 有 


PilT|>i}>P{|X|>to} 


i 


其 中 习 ~0, 1)， 也 就 是 说 ， 在 扩 -和 分 布 的 尾部 比 在 标准 正 态 分 


布 的 尾部 有 着 更 大 的 概率 ( 见 图 2) . 
i 分 布 只 存在 阶 数 6<n 的 矩 , 例如 当 ”一 工时 , 就 根本 没有 先 
存在 ， 可 以 验证 , 当 .% 一 1 时 , 矿 分 布 是 柯 西 分 布 的 一 个 特例 , 大 家 
.已 经 知道 ， 向 西 分 布 是 不 宪 在 任何 阶 盾 的. 


和 人 


一 








一 一 Nt0,1) 分 布 
布 


一 一 一 一 上 一 


图 3 
定理 2 设 革 ~t(n), nm>T 则 对 7<m 加 "存在 , 且 
| 当 Y 是 奇数 @ 
EX'=) yy TIEr+1) 2 TI 由 /3 
CS 当 了 是 偶数 


系 2 设 开 ti， 如 果 m>>2 则 EBX-0, D(X) = BX? 
一 mn 一 2 

二 、 非 中 心 条 分 布 

定义 多 设置 Nw 3 了 /2 一 妇 人 0 且 王 和 工 独 
立 ， 则 称 


TP 总 
。 所 服从 的 分 布 为 非 中 心 二 分 布 ， 带 有 非 中 心 参数 5 二 Jp/o 和 自由 
度 得， 

非 申 心 -分布 的 分 布 密度 本 数 是 


nee \ (+ ) 





tw n, 8) = >T 


MrT(G) Gm to) 


x(3T CE 国 、 
非 中 心 分 布 包含 有 3 和 两 个 参数 , 当 5=0 时 ,由 (8) 式 央 定 的 
tv; %, 们 就 相同 于 (3 式 的 1 1 分 布 ， 所 专 Wg %) 又 称 为 中 心 
上 -分布 ， 
3 





”可 以 计算 , 如 果 罗 其 有 非 中 心 -分布 , 其 自由 度 为 %、 非 中 心 
参数 为 5, 则 


TItm—D)/2] /nm 
和 
_ nh(1+8) T[(n—1)/2 
了 DO 2 ( TG 1), n>2 (10) 
三 、 了 分布 


定义 3 设计 各 工 是 相互 独立 的 记分 布 随机 变量 用 由 庶 
分别 为 和 ”n, 别称 随机 变量 
z z (11) 
. 所 服从 的 分 布 为 ~- 分布， (mn, 1%) 敬 为 它 的 日 由 庶 ， 县 道 常 写 为 
F~F(m, %). 
定理 3 由 (11) 式 所 定义 的 了 的 分 市 密度 本 数 是 站 
[TIm+e)/2] (m/fm i 
rT py Fr /2) (je ?) 
fm, mn, 全 一 x (+ ¢).， 当 rt>0 . 
如 ， 当 Y<0 -: 
[证 明 ] 因为 素 ~…ze(oey， 玖 ie 人 9， 且 苹 和 六 油 立 ， 所 以 
(X,Y.) 的 联合 分 布 密度 画 数 是 


fw, =m - 


Ar 


(12) 


34 一 可 i . ” 
wy 对 v0, y>0 


作 变 换 





所 以 AZ,， 肪 的 联合 分 布 密 度 函数 是 


1 -和 ,3 mm" 
fi )= EE 

| rr G a 
x 
(to 条 (+ 亚 o) 


1 
2 7) Tr 


显然 和 灰 相互 独立 ， 而 有 U 服从 《mt 分 布 ， 广 的 分布 密 度 


函数 是 | 
师 对 于 
CY 


7 CE 

因为 f=F， 所 以 五 服从 的 分 布 是 由 分 布 密度 函数 (12) 所 决定 的 
分 布 . 
| 涛 3 设 至 1 一 好 ka ec 县 之,， 了 ?相互 独立 ， 则 
卫 一 下 xz 十 世 s 与 Z~ 了 1/ 了 相互 独立 ， 

-注意 一 下 定理 3 的 证 明 过 程 , 在 这 里 了 ~ U, ZS= = :一 ， 所 以 
由 如 和 本 的 独立 性 立即 获得 了 与 相互 独立 ， 

了 系 旨 如 果 斑 /03 和 x (Cm) Y 了 /oy “Cm), 且 相 互 独 立 ， 出 
了 ~ 芯 : 元 人 oo 加) 分 布 : ， 

a 如 果 五 和 ~ 了 (ms; 从 分 布 , 则 1/X ~Fln, mm) 努 和 
2 








如 果 我 们 在 民 人 D 式 中 取 于 是 自由 上 度 为 1 的 类 分 布 , 即 m 一 14， 
则 了 了 == [wD]2， 所 以 耳 (1, 和 0 与 大 (n) 有 相同 的 分 布 密度 函数 . 
图 3 给 出 了 了 浆 分 布 的 密度 函数 ， 


fT 







{二 16, eo 
m= 二 0, 二 50) 


. NN (m=10,n =10) 


BN 二 和 





图 3 “也 -分 布 密度 函数 项 强 
定理 和 设 革 ~ 了 Um, , 则 对 +>>0 有 


. LG 和 
EXro= (ay 友人 对 27 <n (13) 


™ TT(3)7(9) 


特别 有 | 
BEY- 对 n>2 | (14) 
DFE) = mtn 对 如 > 和 6) : 
mn 2) nn 一 4) 
证 明 留 给 读者 作 练 习 ， . 


定理 臣 设 卫 1 …, 了 ,为 相互 独立 , 同 了 服从 于 入 (0, 0 ) 的 随 
” 义 设 凶 , %=1,*…, 上 是 秩 为 mw 的 非 负 二 次 型 ,县 
: Qt 
十 一 ， 
看 如 加 者 





则 了 = 他 .和 


服从 自由 度 汶 (mm, my) 的 瑟 - 分 布 ， 
由 定理 2.4 和 也 分 布 的 定义 立即 可 得 到 定理 5. 
定理 5 与 定理 2.4 一 起 在 $4.83 方差 分 析 中 发 挥 重要 作用 . 
* 四 、 非 中 心 -分 布 
定义 和 设 仁 ~x?(m, 8), 了 ~x?(m), 6 尖 0, 且 设 五 和 了 相 
写 独 立 ， 则 称 


_ 有/ 
-2 (16) 


所 服从 的 分 布 为 非 中 心 玉 分 布 ， 带 有 自由 度 (m， 从 和 非 中 心 参 “ 


数 &. 
由 (16) 所 定义 的 了 变量 的 分 布 密度 函数 是 


fier; m, m, 8) ， 
Hmm Ek 4 二 从 
(Sejr(e 和 et 





mn I 如 
时 二 ” 总 了 CT 本 (17) 


当 w<0 
它 售 有 3 入 两 个 参数 ,如果 5 一 0，(17) 就 简化 为 了 了 -分布 (1 人 ， 
故 吾 - 分 布 双 称 为 中 心 五 -分 布 ， 
非 中 心 -分布 的 数学 期 望 和 方差 是 


z (m+5) 
E(F)= mn ; 对 n>2 





2 


和 DP) -t+ m2) (mt28)], 


对 多 党 用 


We 


§ 4. 正 态 母体 子 样 均值 和 方差 的 分 布 
(例如 设 母体 其 服从 正 态 分 布 浆 (0, go。， 从 该 母体 中 抽 
1 


i a 1 -一 .一 :一 一 





了 到 一 个 容量 为 "的 简单 于 样 , 它 的 观察 什 为 (ty,，%a，…， 必 )， 从 这 
些 子 样 值 按 公式 计算 和 


吕 - 工 六 《各 一人)2 一 工人 0 


Wh Rml 


由 此 算得 的 (5, 避 ) 是 二 维 随机 变量 (也 , 如) 的 观察 值 ,这儿 
| 了 -二 加 = 均 记 (Xe- 一 革 )? 


”在 实际 应 用 中 经 常 遇 到 下 面 的 问题 ， 在 我 们 通过 子 样 观察 值 、 
算得 (下 89) 的 观察 值 (5, 5 后 ， 需 要 知道 使 得 不 等 式 下 >>z 和 
B> 吕 同时 成 立 这 一 事件 的 概率 . 为 此 就 必须 找 出 统计 量 (T, 5,) 
的 联合 分 布 . 

， 定理 工 设 互 1， 二 3 py 是， 是 从 正 态 母体 杂 (o 中 抽取 
的 一 个 简单 子 样 ， 记 


1 去， 工 妃 多 
-二 OD 
划 有 (DD 有著 和 名 独立 ; z 
的 PN (nm, 0), @® 
(8) nS2/ar~ x (n—1). (9) 


[证 明 ] 记 44 是 一 nxs 正 交 和 矩阵 ， 使 得 它 的 第 一 生 是 (m 
1) 作 正 交 交换 


| 及 ， 
Ys | 太 2 
Y, 矿 ， 





er VR | (起 





(人 到 十 王 十 十 了 一 站 和 十 焉 和 十 下 8 
= pa (Xs 于)?+ nT 
k= 


邵 YY +Y3- DCX) ns (8) 
GD 
一 (了 一 人 /人 办 2 上 IE 十 十 {6) 
与 定理 1.3 类 似 地 可 证 上 明了:，…， 了 ; 也 是 独立 正 态 随 机 变量 ， 且 
DFW) 一 ao， 天 一 1 (7) 
EY,=vV nh {8) 
EYy=0, F=2, 38, 人 (9) 
”所 以 了 1 与 WI 狼 立 ， 
Yi~N(V nh, 2 
ne: /ox (nO— 1) 
而 Y-jY, 


表 时 与 克 独 立 ， 于 ~ 要 (j 二 03); ng8/gi~#(n 一 l)， 





系 1 T= 二 Vn—1l~i(n—1) 


[证 明 ] 因为 飞信 = 的 ~W(0, 1), nS3for~wr(n—D) 
所 以 


1 (10) 
由 一 1) 
服从 自由 度 为 % 一 1 的 太 分 布 . 
系 品 设 开 1， 吾 g， 三 册 是 从 正 态 母 蛋 Nl 0 抽取 的 
”一 个 子 样 ; 六 了:，…，T 是 从 正 态 母体 入 (zs, o3) 抽取 的 一 个 
dO» . 


子 祥 ， 且 假 定 及 1 ey 区 和 YY ty y, 相互 独立 。 出 


mn -Da 
7 0 


服从 也 (m 一 1, wn 一 分 布 ， 其 中 
-要 rr 交工 时 
Si 站 站 (一 商 开 
1 .3 - 
YY, YT-aY 





UD) 





特别 地 , 如果 吧 一 史 则 也 ~ PPC 一 1, 一). 


系 8 设 至 1 "py Dn 和 和 "yg 了 了 分别 是 从 正 态 母体 
NOm, 5 ) 和 六 (ua 0 小 中 所 抽取 的 独立 子 样 ， 则 


TDs), /mm mt 
Vm + WE 十 和 


乳 估 于 m+n 一 2) 分 布 ， 此 结论 的 证 明 留 给 读 省 作 练 习 ， 
这 里 需 注意 , 它 要 求 两 个 正 态 母体 分 布 的 方差 相等 ， 


(9) 


本 题 


1. 设 于 , 于。 是 其 的 # 个 独立 观察， 试 求 子 样 均 人 了 的 概率 分 布 
或 分 布 密度 ， 各 果 CDX~PO); DXA), 

当 ， 设 忌 ， *…, 全 是 从 服从 贝 努 利 分 布 bfl， 办 中 抽取 的 简单 随机 子 样 
0<p<1。 莫 是 子 样 均 秆 ， 9 是 子 样 方差 ， 试 求 品 的 概率 分 布 ，〈 淆 示 
= 了 (一)) 

3. 了 -分 布 Gta 2?)。(a>>0, p>0) 如 果 随 机 变量 工 的 分 布 密 度 函数 是 

gle a, p) -5 ergr™ 1 区 站 


二 


省 反问 


则 称 并 跟从 了 -分 布 Ga, 区 。 来 
GD G(e, 四 的 特征 本 数 是 p20 一) 





~ ® ED -上 £, D(F) = 





£3) 如 时 ~ ta, pp), 一 荆 。 名 记 且 -< 二 Hy 相互 独 立 ， 记 
p=p 则 名 ~G(a, Pp). 
ml fl] 


《4) 如 果 取 a=1/2, p 一 各 , 则 G( 雪 ,名 ) 是 必 (m) 分 布 . 

(CD 开 的 特征 函数 9 (D 一 (1 一 2 -2exp | 了; 

(2) En, DCX) = n+ 0; 

(8) 证 明 ”如果 已 ~ 如 (oo 80, 且 Xs … ,相互 独立 , 则 


避 . 民 和 人 8) 


其 中 LA 名 站 如 : 
5. 设 下 "一 (ZI, 工 ) 服 从 # 元 正厅 分 布 , X=, cov (XX, 3) 一 马 
且 号 +! 存在 , 虽 了 = (一 由 7" 守 21( 了 X 一 办 服 从 于 自由 度 为 的 他- 分布. 
6 说明 非 中 心 -统计 量 的 平方 是 非 中心 矿 -统计 量 . 
7. 设 丽 , …， 并 是 从 正 态 对 (pp, c9) 分 布 的 母体 中 抽取 的 简单 子 样 ， 
. 和 砍 分 别 表示 它 的 子 样 均值 和 子 料 方 差 。 又 设 了 ,+1 以 (Cr, 0 ， 且 与 
,， 和 狐 立 。 试 求 统计 量 


nl 一 瑟 
访 si 








的 抽样 分 布 ， 
8， 设 四，…， 工 和 了 ，…， Ts 分 别 是 从 入 pa 9) 和 (pa, 0 的 
苹 体 由 抽取 的 独立 随机 子 样 ， 有 和 了 分 别 表示 荆 和 了 的 子 样 均 信 ，53, 和 
分 别 表示 开 和 了 的 字样 方 佐 .ea 和 上 户 是 两 个 固定 的 实数 , 试 求 
. ai) + PACT — pHa) 
Wm 


访 十 站 一 人 


的 抽样 分 布 . 


4 4d 4 


人 . 


第 三 章 假设 检验 人 


$1 引 家 


在 第 一 章 中 介绍 了 两 种 常用 的 参数 估计 方 竹 ， 实 由 中 还 提出 
另 一 类 很 重要 的 统计 推断 问题 ， 它 就 是 本 章 要 讨论 的 假设 检验 问 
题 ， 先 考察 几 个 例子 . 

[ 鲍 了” 某 厂 有 一 批 产品 , 共 一 万 件 ， 须 经 检验 后 方 可 出 厂 . 

” 按 规 定 标准 , 次 品 率 不 得 超过 5 和 今 在 其 中 任 己 选取 名 件 产品 
进行 检查 , 发 现 有 次 品 4 件 , 问 这 批 产品 能 否 出 厂 ， 

在 这 个 例子 中 , 我 们 事先 对 这 批 产品 次 品 率 的 情况 一 无 遍 知 ， 
当然 ， 从 频率 稳定 性 来 说 , 我 们 可 以 用 被 检查 的 50 件 产品 的 次 品 
率 4/50 来 估计 这 整 批 产品 的 次 品 率 ， 但 是 我 们 目前 所 关心 的 问 

是 是 ， 如 何 根据 抽样 的 次 昆 府 z/n( 4/50) 推断 整 批 产 品 的 次 品 
率 是 否 超过 了 5%. 也 就 是 说 ,首先 我 们 可 以 对 整 批 产品 作 一 种 假 
设 ; 次 品 率 低 了 于 5%, 热 后 利用 子 样 中 的 次 品 率 »/n 来 检验 我 们 所 一 

作 这 一 假设 的 正确 性 ， 

[ 例 2] 糖 三 用 自动 包装 机 将 糖 装 箱 ， 以 利 外 运 、 每 箱 的 标 
准 重量 规定 为 100 斤 ， 每 天 开工 时 ， 需 要 先 检验 一 下 包装 机 工作 
是 否 正 常 ， 根 据 以 往 的 经 验 知道 ,用 自动 包装 机 装 逢 , 其 各 箱 重量 

”的 标准 差 o=1.15 斤 ， 某 是 开工 后 ， 拍 测 了 九 入， 其 重量 如 下 { 单 
位 : 斤 ); 

909.3, 98.7，100 .5， 101 .2， 98.3, 890.7, $9 .5, 102 .1，100 .有 
试问 此 包装 机 工作 是 否 正 常 ，“ 

在 这 个 例子 中 , 我 们 关心 的 问题 是 , 包装 机 工作 是 否 正 常 , 即 


,4 


nm 





”包装 机 装 出 的 糖 箱 的 平均 重量 是 否 符合 标准 为 100 斤 . 一 般 认为 
自动 包装 机 装 箱 其 重量 的 起 伏 是 服从 正 态 分 布 的 ， 因 此 此 例 可 作 
如 下 处 理 : 先 假设 母体 (包装 机 装 出 的 糖 箱 ) 的 平均 值 凡 -100( 厅 )， 
然后 利用 上 述 抽取 的 九 个 数据 ， 来 推断 我 们 所 作 这 一 假设 的 正确 
性, 从 而 拒绝 或 接受 这 种 假设 ， 
[全 和 I 某 种 建筑 材料 ， 其 抗 断 强度 的 分 布 以 往 一 直 符合 正 
态 分 布 , 今 改变 了 配料 方案 , 希望 确定 其 抗 断 强度 的 分 布 是 否 仍 为 
正 态 分 布 ? | 

与 前 2 例 类 似 , 先 建立 假设 ; 假设 改变 配料 方案 后 生产 出 的 该 
建筑 材料 的 抗 断 强度 仍 服 从 正 态 分 布 ， 然 后 通过 抽取 子 样 来 推断 
上 述 这 种 假设 的 正确 性 . 

上 述 三 例 的 共同 特点 是 ， 先 对 母体 的 分 布 函 数 的 形式 或 分 布 
镜 数 的 某 些 参 数 作 某 种 假设 ， 然 后 抽取 子 样 和 集中 子 样 中 的 有 关 
信息 , 对 很 设 的 正确 性 进行 推断 ， 今 后 , 我 们 把 任何 一 个 在 母体 的 
未 知 分 布 上 所 作 的 假设 称 为 统计 候 设 ， 并 记 为 耳 ， 对 上 面 所 举 
的 三 个 例子 , 统计 假设 分 别 基 : 五 o p( 次 品 率 ) 所 0.05; 五 (均值) 
二 J00( 斤 ); 瑟 o: 了 (w) (分 布 函 数 ) EN(*,*) ( 它 表示 玉 (w) 属于 正 
” 态 分 布 函 数 族 )， 

这 里 可 以 看 到 , 例 1 与 例 2 均 给 是 了 母体 分 布 的 形式 , 统计 假 
设 互 o 是 对 未 知 参数 作 的 .而 例 8 与 例 1.2 不 同 , 它 的 统计 假设 好 。 
”是 直接 对 母体 的 分 布 函 数 给 出 的 ， 产 生 这 一 差别 的 主要 原因 是 由 
于 我 们 事先 对 于 母体 分 布 函数 的 知识 具有 很 大 差别 ， 在 例 工 和 例 
2 里 对 母体 的 真 分 布 具 有 较 风 的 知识 ， 已 知 它 的 阔 数 形式 ， 未 知 
的 仅 是 一 个 或 几 个 参数 , 一 旦 这 些 未 知 参数 知道 后 ; 母体 的 真 分 布 
就 完全 已 知 了 ， 侧 如 在 例 1 中 如 果 知 道 了 次 品 率 » 的 具体 数值 为 
2o, 那 末 母体 的 真 分 布 就 完全 确定 了 ， 是 贝 努 里 分 布下 (1 2o); 在 
例 2 中 如 果 知 道 母体 的 均值 p=100《 厅 ), 那么 就 知道 母体 的 真 分 
s | . 


布 是 N(i00, 1.152， 正 由 于 母体 的 真 分 布 完 全 被 几 个 未 知 参 数 
所 决定 ，、 因 此 任何 一 个 关于 母体 未 知 分 布 的 假设 总 可 以 等 价 地 给 
出 在 它 的 未 知 参数 上 ， 这 种 仅 涉 及 到 母体 分 布 中 所 包含 的 几 个 未 
知 参数 的 统计 假设 称 为 参数 假设 . 

但 对 有 些 实 际 问 题 , 我 们 事先 很 少 知道 关于 母体 分 布 的 知识 ， 
如 窑 例 8 中 只 徊 道 改 变 配方 后 的 材料 的 抗 断 强度 服从 于 连续 型 分 
布 , 而 不 知道 它 的 分 布 所 具有 的 范 数 形式 . 因此 统计 假设 只 能 直 
搂 给 出 在 未 知 分 布 适 数 的 形式 上 或 是 它 的 某 些 数字 特征 上 ， 这 种 
统计 假设 显然 不 同 于 前 述 的 参数 假设 ， 我 们 称 这 种 假设 为 非 参数 
假设 ， 在 例 3 中 , 瓦 o 了 (w) EN(，) ,就 是 一 种 非 参 数 候 设 ， 

对 于 一 个 假设 检验 问题 ， 首 先是 根据 实际 问题 的 要 求 提出 统 
计 假 设 五 , 但 这 仅 是 第 一 步 , 提出 统计 假设 的 目的 是 要 求 进一步 
推断 所 提出 的 统计 假设 五 是 否 正 确 ， 这 就 要 求 建立 推断 统计 候 
设 五 ,的 方法 ， 在 统计 学 上 , 称 判断 给 定 统计 假设 五 。 的 方法 为 
统计 假设 检验 , 或 简称 为 统计 检验 . 

另外 ,在 有 些 实际 问题 中 , 只 提 出 一 个 统计 假设 ,如 例 1~ 例 8 
那样 ， 但 是 在 舅 一 些 实际 问题 中 , 往往 需 提出 两 个 甚至 多 个 统计 
假设 ， 而 且 统 计 检 验 的 目的 也 需要 同时 判断 多 个 假设 中 哪 一 个 是 
正确 的 。 如 果 一 个 统计 问题 中 仅 提出 一 个 统计 假设 , 而 县 我 们 的 
目的 也 仅仅 是 判断 这 一 个 统计 假设 是 否 成 立 ， 并 不 同时 研究 其 它 
统计 假设 .这 类 检验 问题 称 为 显著 性 检验 ， 本 章 将 集中 地 讨论 显 
其 性 检验 方法 , 特别 是 正 态 母 体 的 参数 的 显著 性 检验 问题 ， 

怎样 检验 一 个 统计 假设 呢 ? 在 开展 一 般 讨 论 之 前 先 分 析 一 个 
具体 例子, 并 引入 一 些 概念 ， 

例 忆 设 母 体 服 愉 正太 分布 于 Go 卫 ， 其 中 仅 包含 一 个 
米 知 参数 , 即 数学 期 识 凡 欲 要 求 检验 统计 假设 五 o 4.=0. 

在 这 里 ， 母 体 头 的 分 布 的 本 雪 形 式 是 已 知 的 ， 为 正 查 分布 
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(pu 力 , 其 中 仅 含 一 个 未 知 参数 户 ， 同 时 也 仅 提出 一 个 统计 假设 
Ho p=0， 所 以 它 是 一 个 参数 的 显著 性 检验 问题. 

怎样 判断 这 一 统计 假设 及。04 一 0) 的 正确 性 呢 ? 首先 党 对 母 
体 进行 一 定 次 数 的 观察 , 获得 数据 , 也 就 是 说 抽取 子 样 ， 设 我 们 从 
该 母体 中 抽取 了 一 个 容量 为 10 的 简单 随机 子 样 , 子 立 观察 值 记 为 
(ci …， 的 oj)。 子 样 来 自 母 体 ， 反 上 映 了 母体 的 分 布 规律 ,因此 子 样 
中 必然 包含 关于 未 知 参数 名 的 信息 .但 是 要 从 子 样 直接 推断 统计 
假设 是 否 成 立 蚌 困 难 的 , 还 必需 对 子 样 进 行 加 工 , 把 子 样 中 包含 的 
关于 未 知 参数 上 的 信息 集中 起 来 ， 也 就 是 说 要 构造 一 个 适用 于 检 
验 假设 互 。 的 统计 量 . z 

这 里 凡是 母体 的 均值 ,第 一 章 中 已 经 看 到 , 子 样 均 慢 政 是 如 
的 一 个 无 偏 估计 , 县 其 方差 
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这 说 明子 样 均值 下 比 子 样 的 每 个 分 量 芯 , 更 集中 地 分 布 在 母体 均 
信 疡 的 周围 , 如 果 假 设 互 o(e= 号 是 真 的 , 则 子 禄 均值 系 的 观察 
值 应 较 集 中 在 0 点 附近 ,否则 就 应 有 偏离 0 点 的 趋势 ， 这 表明 子 
样 均值 下 较 好 地 集中 了 子 样 中 所 包含 的 关于 上 的 信息 ， 因 此 利 
用 素 构造 判断 统计 假设 五 (x= 人 0 的 方法 是 合适 的 . 

落 从 子 样 观察 值 计 算得 到 的 子 样 均值 对 的 观察 值 *=1.01， 
奢 对 很 设 五 o(k= 候 的 正确 性 能 作出 怎样 的 判断 呢 ? . 

一 当 假设 可 (ze= 兮 咸 立 时 ，X 服 从 于 允 (o, 分 布 . 由 系 
2.1. 工 知道 ， 至 服从 (0， 二 ) 分 布 ， 因 而 三 的 绝对 值 大 于 等 于 
上 述 观 察 值 #5~1.01 的 概率 是 

P{| 至 | 守 1.01} =P{| 定 | /10>TI. 01V10) 
~2[1~— 人 $3.06)]~2(1—0.999) ~0.002 
这 表明 如 果 假 设 互 。 成立， 那么 事件 {| 于 | 之 1.01} 实 际 上 不 大 可 
» dG» 
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能 出 现 , 因为 这 事件 的 概率 大 约 为 0.002, 邑 在 1000 次 中 , 大 的 只 
有 2 次 使 我 们 所 观察 到 的 子 样 平 均值 大 于 等 于 1.01、 

现在 是 否 可 以 根据 事件 {于 >1.01} 的 宏 率 很 小 这 一 理由 而 证 
实 五 。 不 成 立 呢 当然 不 能 就 此 而 作出 互 。 不 成 立 这 一 肯定 的 铺 
论 ， 因 为 在 假设 五 成立 的 条 件 下 ， 事 件 {| 斑 11.01} 的 概率 昌 
很 小 , 但 这 个 事件 仍 可 能 出 现 , 只 是 可 能 性 很 小 而 已 ， 显 然 我 们 也 ， 
不 能 作 肯定 瓦 。 成 立 的 结论 .。 但 是 现在 必须 很 据 这 一 子 样 观察 作 
出 一 个 判断 ， 即 必须 决定 是 接受 还 是 拒绝 假设 Ho Cw 一 0)， 所 以 
只 能 从 “拒绝 ”和 “接受 "中 选择 一 个 较为 合理 的 判断 作为 我 们 的 决 
定 ， 一 般 它 可 以 这 样 处 理 ， 给 定 一 个 临界 概率 a， 如 果 在 假设 瑟 。 
成 立 的 条 件 下 ， 出 现 观察 到 的 事件 {| 于 |> 基 的 概率 小 于 等 于 wm 
就 作 拒绝 假设 五 的 决定 . 

这 个 临界 概率 a 在 假设 检验 里 是 重要 的 ， 我 们 把 这 个 ec 称 为 
显著 水 平 或 简称 为 水 平 , 0<a<<1， 对 于 各 种 不 同 的 同 题 ， 显著 水 
平 “可 以 选取 得 不 一 样 , 但 一 般 应 取 为 一 个 较 小 的 数 、 这 是 因 
为 我 们 给 出 假设 召 。 是 经 过 细致 的 调查 和 考察 的 ， 所 以 对 假设 
五 。 需 如 以 保护 ,也 就 是 说 拒绝 它 应 该 愤 重 ， 为 查 表 方 便 通常 我 们 
取 4 为 一 些 标准 值 ,如 a=0.05 或 0.01 等 ，、 这 天 明 当 贝 设 下 6 为 
真 时 ， 出 现 这 事件 的 可 能 性 大 约 在 100 次 中 不 超过 5 次 (对 a= 
0.05) 或 1 次 (对 a 一 0.01D), 这 是 一 个 小 概率 事件 ， 根 据 小 慨 率 事 
件 在 一 次 试验 (观察 ) 中 不 可 能 发 生 的 实际 推断 原理 ， 如 果 出 现 了 
这 事件 我 们 就 有 理由 怀疑 互 , 不 真 . 因为 它 超出 了 在 互 。 成 立 茶 
俐 下 能 以 随机 波动 来 饰 释 的 范围 , 因而 作出 拒绝 互 。 的 判断 ， ， 

尚 须 指出 , 虽然 在 假设 互 。 为 真 时 ,发 生 作 出 拒绝 及。 这 一 错 
，” 误 判 断 的 概率 很 小 ， 它 小 于 等 于 m 但 这 一 错误 还 是 可 以 发 生 的 。 

在 统计 学 上 ， 称 这 种 类 型 的 错误 为 第 一 类 错误 ， 所 以 显著 水 平 w 
是 用 来 控制 犯 第 一 -类 鲁 误 的 ， 显然 , 如 果 “取得 大 ， 发 生 拒绝 。 
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的 可 能 性 就 大 ， 也 就 是 说 需 对 较 多 的 子 样 观察 伪作 出 拒绝 太 的 
判断 . 

在 例 4 中 ， 如 果 取 a=0.01， 我 们 应 作 拒绝 五 ,4 一人 0 的 判 
断 ， 当 然 取 a=0.05 时 , 更 应 拒绝 五 o. 

[ 例 下 ” 设 从 带 有 未 知 均值 凡 的 一 个 正 态 不 (ww, 起 母体 中 抽 
取 一 个 容量 n=16 的 随机 子 样 ， 算 得 子 样 询 值 的 观察 值 地 = 0. 
要 求 判断 统计 仍 设 Ho. 一 0. 

如 果 假 设 豆 o(= 朱 成立 , 则 至 服从 请 (0, 1/16) 分 布 , 查 附 
洗 二 得 到 

P{| 久 | 守 0.1}=P{4| 有 10,4} =2f1— 人 {0.4)] 
x0.346=0.600 

在 这 里 , | 在 1 大 于 等 于 观察 值 的 概率 比 =0.05 大 得 多 ; 根据 
上 面 所 述 的 处 理 方法 , 现在 我 们 不 能 拒绝 假设 互 o(w= 自 ,但 并 不 
能 由 此 不 另 加 分 析 地 得 出 航 设 五 。 是 正确 的 、 一 个 显著 性 检验 一 
般 只 能 作出 一 方面 的 决定 , 如 果 在 假设 五 。 为 正确 的 假定 下 , 出 现 
观察 到 的 事件 的 概率 小 于 或 等 于 a, 那么 我 们 能 够 拒绝 互 w 如 果 
出 更 观察 到 的 事件 的 概率 大 于 a, 那么 我 们 只 能 说 , 实验 结果 与 候 
设 无 显著 差异 . 从 概率 论 的 角度 讲 ， 根 据 在 假设 五 。 成 立 的 条 件 
下 概率 大 于 0.05( 或 者 甚至 大 于 0.01) 的 事件 在 一 次 试验 中 出 现 
就 决定 接受 假设 五 还 是 有 些 武 断 的 。 我 们 特别 提出 这 一 点 ， 因 
为 往往 发 生 这 样 的 误解 ， 经 过 一 个 显著 铂 检验 没有 被 拒绝 的 假设 
误解 为 一 定 是 正确 的 假设 ， 

从 这 里 看 到 , 在 统计 假设 检验 里 , 通过 子 样 观察 , 我 们 必需 对 
被 检验 的 假设 作出 明确 的 判断 ， 是 接受 还 是 拒绝 这 假设 ， 但 是 我 
们 也 必需 承认 这 种 判断 有 可 能 发 生 错误 。 至 于 发 生 错 误 的 概率 有 
多 大 ， 销 误 的 概率 与 显著 水 平 " 之 问 有 什么 关系 等 等 问题 将 在 入 
六 章 中 系统 讨论 ， 
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由 上 讨论 可 见 显著 性 检验 问题 的 处 再 步 又 是 : 

(1) 建立 统计 假设 Ho; 

(2) 构造 一 个 合适 的 统计 量 避 和 从 子 样 观察 什 计 算出 汪 计 
其 上 0 的 观察 值 包 

(3) 规定 一 个 显著 水 平 x( 一 般 取 0.05 或 0.01), 求 出 在 Ho 
成 立 的 条 件 下 能 使 Pa,{| 可 | 之 ew} <<a 满足 的 值 w; 

(和 比较 观察 值 世 和 sw, 如 果 1v| > 则 拒绝 假设 五 o 

上 硬 看 到 ， 寻 找 检 验 统计 量 了 如 的 分 布 ， 至 少 对 于 给 定 的 wk 要 
找 出 满足 Pa{flZ| >twof=ax 的 临界 值 ve 是 很 重要 的 、 按 进行 检 
验 时 所 取 的 子 样 容量 的 大 , 小 , 分 为 小 样 和 大 样 两 类 问题 , 对 于 小 
” 样 的 显著 性 检验 , 需 覃 给 出 检验 统计 量 本 的 精确 分 布 , 而 对 于 大 
样 问题 可 利用 如 的 极 痕 分 布 作为 近似 . 


8 2.， 正 态 母体 参数 的 检验 


现在 利用 第 二 章 中 所 讨论 的 抽样 分 布 ， 详 细 地 介绍 几 种 常用 
的 检验 法 . 

一 、 均 值 的 检验 

设 互 ,， 互 2 …， 互 。 是 从 正 态 (wo 入 母体 中 抽取 的 一 个 
子 样 , 其 中 咯 是 已 知 常数 , 今 欲 检验 假设 Ho: 一 joo 

由 $1 的 讨论 知道 , 检验 问题 的 关键 是 基于 子 样 寻找 一 个 合 
适 的 统计 量 ， 类 似 于 例 1.4 的 讨论 ,在 这 里 子 样 平均 值 侠 很 好 地 
集中 了 子 梯 中 所 包含 的 关于 1 的 信息 ， 当 假设 五 ,成 立时 于 的 
观察 值 亏 较 集中 地 分 布 在 mm 的 周 国 , 否则 就 有 偏离 ke 的 趋势 . 所 
以 军 可 以 用 来 检验 假设 吾 ,(j4= pol)。、 为 了 碍 表 方 便 将 三 标准 
化 ,得 到 统计 量 


DJ-~ 工 一 和 FV (了 
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在 吾 o(uw= po) 为 真 时 ， 辽 服从 六 (0, 七 分 布 ， 而 当 豆 。 不 真 
时 , 吕 服从 均值 不 为 零 的 方 (*, 卫 分 布 , 这 表明 当 `Eo 不 真 时 ，| 了 | 
的 观察 值 有 偏 大 的 趋势 , 所 以 对 给 定 的 显著 水 平 a, 查 正 态 分 布 表 
〈 兄 府 者 1) 求 取 sea:a， 合 得 
Pa{| 末 | 三 对 = v2 -m3dt—a (2) 
” 热 后 将 子 样 观察 值 (ct， …， wm) 代入 (二 式 算出 区 的 观察 值 w， 并 
比较 和 wos, 车 |w| 之 wavs 则 拒绝 假设 五 (j= jo) ， 即 认为 母体 
的 真实 均值 彤 与 五 。 给 定 的 均值 jw 之 间 有 显著 差异 , 否则 接受 候 
设 及。， 即 认为 观察 结果 与 假设 ohho) 无 显著 差异 . 这 个 检 
验 法 称 为 刀 检 验 法 ， 
[ 例 堪 ，”( 续 例 . 分 对 糖 厂 的 月 动 包装 机 ， 我 们 认为 其 装 箱 


”的 重量 的 波动 服从 正 态 分 布 . 例 1.2 又 告诉 我 们 根 方差 50 一 1. 二 


〈 斤 ) 是 已 知 常数 ， 此 时 自动 包装 机 生产 是 否 正 常 的 标志 是 装 出 类 
第 的 重量 的 于 汐 值 是 下 为 100 斤 ， 因 此 它 归 鱼 为 要 求 检 验 假 设 
Ho, 4= 10, 

这 里 %= 人 9， so=1.15 

3 (99.3+98.7+100.5+101.2+98.3 
+99.7+99.5+102.,1+100.5) 

: ~ (899 .8) “99.98 

代入 ( 式 得 区 的 观察 值 
,2 Ek VF (99 .98— 08— 100) 5 _0 052 


车 给 定 “=0.05, 查 附 形 工 得 1 这 时 因 

| 中 | =0.062<1.96 = Ww, 
所 以 不 能 否认 匡 。 为 真 , 故 可 认为 此 时 包装 机 的 工作 正常 
50: 


i 

-检验 法 不 仅 用 来 研究 一 个 正 态 母 体 ， 在 方差 已 知 的 条 件 下 

其 均 什 是否 与 已 知 常数 相符 合 ， 而 且 也 用 来 比较 两 个 正 态 母 体 的 
均值 是 否 相 等 ， 设 两 个 正 态 分 布 的 母体 X 和 Y， 在 已 知 忆 (XO ~ 
03, DOYV) 一 哩 的 条 件 下 , 要求 检验 假设 豆 o，BXK-~ BY， 即 比较 两 


个 正 态 母体 的 均值 是 否 有 显著 其 免 ， 对 这 类 问题 的 检验 方法 刀 


下 ， 
分 别 从 两 个 正 杰 母体 抽取 容量 为 名和 的 子 拌 ， 计 算 相 应 的 
子 样 平均 值 瑟 和 了 ， 考察 时 二 了 ,有 
D(P—P) -DT)+DP) ~ 工 c++ 过 a 


关于 它 的 均值 当 Ho( 百 (0 := 及 (VY)) 成 立时 , 有 加 ( 时 一 了 ) 一 0 
否则 (及 一 了 ) 0， 将 及 一 了 标准 化 得 到 

| J- 和 -上 
Vt 机 
当 互 o( 召 (站 ) = 至 ()) 成 立时 ,D 服从 广 (0, 二 分 布 , 否则 它 服从 
均值 不 为 去 的 到 (了 分 布 ， 所 以 与 前 述 检验 瑟 。(4= 人 0 一 样 ;对 
给 定 的 a, 由 (2) 式 定 出 ws 并 把 由 子 样 观察 值 所 计算 得 到 的 统计 
量 (8) 的 观察 伪 * 与 xu 比较 , 若 |u| zt 则 拒绝 互 。。 

4# 检 蓝 法 还 可 以 应 用 于 非 正 态 母体 的 大 子 样 检验 问题 ， 

[ 例 2] 《〈 续 例 工 , 匡 对 寺 节 的 例 工 ,为 简单 起 见 ， 我 们 可 将 此 
问题 归结 为 希望 利用 次 品 率 v/s 来 检验 母体 次 品 率 p 是 否 满足 假 
设 于 0.p 一 po( 一 0.05). 

用 美 记 母体 元 素 的 指标 ,有 . 

x 人 好 品 
1， 次 品 


刚 在 假设 瑟 成 立时 P{X-0} =1 一 pp, P{X~1} ~po, BX = po, 


DO =poll 一 0), 设 在 1， 下 是 一 子 样 , 则 
* 可 。 


~ 





其 中 » 表示 子 祥 中 的 次 品 数 . 
由 中 心 极限 定理 知道 , 在 五 ,(p=po) 成立 的 条 件 下 ， 


py 
1 (—BX) ii FE-m) 
Vv D(X) ~ poll— po) 
po) 4 
npe Ip) wy 
渐 近 于 谅 (0,1) 秃 布 , 因此 当 % 较 大 时 (一 般 在 30 以 上 ), 可 把 ( 作 
式 决定 的 U 近似 地 作为 正 态 变量 来 处 理 . 
现在 和 =0.05, w=B0, y=4, 代 入 (台式 得 
4 
(二 -9 归 
_\50 _ Ei 
z “0. 
对 a 一 0.01, 查 吉 得 tw/s==2.58, 这 时 因 


| 到 | 一 D.96 一 2.58 一 由 由 


所 以 不 能 拒绝 假设 互 o(p 一 0.05) ， 

上 面 讨论 的 检验 法 都 是 构造 了 一 个 统计 量 本, 它 具 有 标准 
正 态 访 (0,.1) 分 布 (或 者 是 精 涌 分 布 或 者 是 浙 近 分 布 )， 为 了 标准 
化 我 们 必需 知道 母体 的 方差 。 但 是 在 许多 实际 问题 里 , 方差 往往 
是 未 知 的 , 那么 我 们 怎样 检验 关于 正 态 母体 均值 的 有 关 假 设 呢 ?这 . 
就 是 下 面前 拓 -检验 法 所 要 解决 的 问题 . 

设 母 体 服 从 正 态 分 布 玉 (G4, o9]，1 oa 都 是 未 知 参 数 , 三 
“…, 也 ,是 它 的 一 个 子 样 , 欲 检 验 概 设 Eo: = jo. 

现在 由 于 母体 方差 e 是 未 知 常数 ,因此 (1) 式 不 能 应 用 ( 它 不 
丕 是 统计 量 )， 一 个 很 自然 的 想法 是 以 子 样 方差 来 代替 (了 ) 式 中 的 
母体 方差 oa, 构造 新 的 信 统 计生 








可 nn—1 . (5) 
其 中 7 


由 系 2.4.1 知道 ,在 Ho 为 真 时 ， TP~#(n 一 人 ,否则 它 服从 非 
中 心 世 和 分布， 车 给 定 显 著 水 平 a, 查 #- 分 布 表 可 得 刀 /z, 使 得 


P{|T|>ts} =o : (6) 
《 见 图 1). 在 阶 表 3 中 ， 对 某 些 特定 选取 的 a 给 出 了 ts 的 值 ， 
由 于 样 观察 值 ,代入 (了 D 式 


可 算得 工 的 观察 什 t 若 | 引 产 
tss， 则 拒 强 假设 五 oo 一 Ho)， 
因为 这 个 检验 统计 量具 有 
t- 分 布 所 以 称 为 女 检 验 沁 . 

[ 俏 3] 为 了 调查 应 用 克 图 1 
砂 平治 疗 砂 肺 的 效果 , 今 抽查 上 应 用 克 落 平治 疗 黎 肺 趾 者 10 名 , 记 
录 下 治疗 前 后 血红 蛋白 的 含量 , 如 下 表 ， 试 癌 , 该 药 是 否 会 引起 血 
红 蛋 白 含量 的 变化 (<c=0.05)? 






cl2 


宽 码 平治 疗 前 后 秒 肺 患者 血红 蛋 自 礼 量 
由 人 号 和 而 红 蝇 扬 ( 克 名 ) 治疗 前 后 董 攻 A 
治疗 前 治疗 后 ( 克 3%) 

1 11 .8 14.0 2,7 7.29 
号 15 , 心 | 一 二 .全 工 , 竹 
8 15.0 14,0 —1.0 1.00 ， 
4 143,5 13.5 0 0 
5 12.8 13.5 0.7 .和 拉 
10.0 12,0 2.0 4.00 
7 11.0 14.7 3.7 13. 的 
8 12.0 11 .4 —D .6 0.20- 
9 13.0 13.8 0 .8 0.64 
0 12.8 12,0 一 这 0.09 
训 .8 29.00 





我 们 假设 治疗 前 后 血红 蛋 和 的 着 义 服 从 正 态 分 布 NG, oD) 
则 问题 归结 为 检验 假设 Ho j=0. 
现在 , 由 数据 表 计 算得 到 
= 10 
z=0.68 


_1, ms_ 1 _ (6.83 
i 习 ?- -而 (29.00 0 23.48376 


= A Mn-1= A x8%1.81 

当 假 设 五 , 为 真 时 ， 统 计量 全 服从 自由 度 为 9 的 分布， 对 a= 
0.05, 查 二 分 布 宕 ( 见 附 表 中 得 到 志 /z 一 2.262， 今 因 ]t| 一 1.31< 
2.262 一 /as， 所 以 不 能 拒绝 假设 吾 o(u = 0， 即 我 们 不 能 否认 “ 直 
红 蛋 白 无 变化 ”这 一 候 定 . | 

-检验 法 还 可 以 应 用 于 比较 两 个 带 有 未 知 方差 (但 方差 相等 ) 
的 正 态 母体 的 均值 是 否 相等 的 问题 ， 

设 正太 母体 时 和 市 其 wwN(ey go) ,Y~vN Gog 其 由 
Hi tha 是 未 知 参数 ， 要 求 检验 假设 Ho: 0 = Wa 

分 别 从 X, Y 两 母体 抽 得 容量 为 m% 和 ”的 两 个 独立 子 样 ， 其 
子 样 均值 和 方差 分 别 记 为 


1 归 1 wy ， 
-XY 了 -iY 








1 2 
Sn 
5 一 言 问 C7) 
与 前 面 类 似 的 理由 , 可 构造 统计 量 . 


和 一 丈 nmrm tn 
“一 ~ mS Im, 了 十 名 OD 


按 系 3.4.3， 在 二 Was [成立 的 条 件 下 由 (7) 式 定义 的 统 
“ 到， 





计量 鱼 腿 从 区 m 十 % 一 信和 分 布 ， 否则 服从 非 中 心 厅 分 布 ， 与 前 冉 
样 ,对 给 定 的 水 平 w 出 扩 -分 布 玫 查 得 fa， 然后， 从 观察 数据 计算 
出 五 的 观察 值 志 比较 | 引 和 je 若 ] 引 > 加 则 拒绝 假设 五 

这 星 特 别 要 注意 的 是 要 求 母体 共和 了 的 方差 必需 相等 ,理财 
即使 假设 互 ok = ja) 成 立 ， 也 不 能 推 得 由 (7) 式 决定 的 统计 是 全 
是 服从 寺 -分 布 的 . 

[仿生 |] 为 研究 正常 咸 年 男 , 次 血液 红细胞 的 平均 数 之 差别 ， 
检查 某 地 正常 成 年 男子 156 名 , 正常 成 年 女子 74 名 , 计算 得 男性 
红细胞 平均 数 为 465.18 万 /mms, 子 样 标准 差 为 至.80 万 /mams 女 
性 红细胞 平均 数 为 422.16 万 /mms, 子 样 标准 差 为 和 9.20 万 /mm， 
试 检 验 该 地 正常 成 年 人 的 红细胞 平均 数 是 否 与 性 别 有 关 ， 

这 个 问题 可 以 处 理 如 下 : 

已 知 两 个 母体 * 家 示 正 常 成 年 男性 的 红 组 询 数 ， 表示 正常 
成 年 女性 的 红细胞 数 。 由 经 验 知 道 闪 , Y 均 服 从 正 态 分 布 , 且 方 

， 差 相同 ， 要 求 检 验 
Ho: Mi 2. 
现在 m=156, = 465.18 万 /mm 
Sm = 4.80 万 /mm 
T49422.16 万 /mm 
?= 和 9.20 万 /mms 
代入 公式 (站 得 
er En z 
465.18 一 432 .16 166X 74x056+74—2) 
MIBOx (于 .807 二 4X (49.20PY i686+74 | 


~ .42.07 
~ 7.49 


， 肖 由 度 。 n=m 十 n 一 2 二 156+74 一 2 一 228 


6B.78 





| 





闫 取 a=0.01 得 大 /sa=2.601 于 是 | 引 二 5.78>2.601 一 如 2 所 
以 拒绝 候 设 互 。 即 认为 正常 成 年 男 、 女 性 红细胞 数 有 显著 差别 . 

二 、 方 差 的 检验 

对 于 正春 母体 , 大 家 知道 它 是 被 商 个 参数 一 均值 才 和 方差 
o? 所 完 爹 决定 的 ， 上 面 我 们 介绍 了 检验 关于 均值 的 假设 五 (1 = 
po) 的 坟 检 验 和 二 检验 ， 在 许多 实际 问题 中 ， 常 常 要 求 检验 关于 
方差 的 假设 ， 在 运用 -检验 比较 两 个 正 态 母体 的 均值 时 ， 曾 明确 
撒 出 要 求 两 母体 育 相 等 的 方差 ， 即 D(X) = D(Y) = os(w? 未 知 )， 
由 于 D(X) 和 DCY) 是 未 知 的 , 因此 它们 的 相等 除 通过 一 般 的 直观 
分 析 之 外 , 是 否 能 构造 一 个 检验 方法 答 验 它们 是 相等 的 假设 呢 ? 下 
面 将 介绍 处 理 这 类 问题 的 检验 方法 . 
” 设 及 1，…, 孚 ,是 从 正 态 母 体 关 中 抽 得 的 一 个 子 样 ， 欲 检验 
假设 五 o: oot. 

在 $1.8 中 已 经 看 到 子 样 方差 如 是 c2 的 最 大 似 然 估计 ， 并 
由 定理 1.2.2 得 到 , 思 忆 一 了 二 Lot,，D(S) 一 2 04， 它们 
都 与 均值 4 无 关 . 由 上 可见 当 有 oo? 一 o 中 成 立 上 时， 较 集中 在 
”也 一 os 的 周 国 波动 ,否则 将 偏离 了 二 cs, 因此 子 料 方差 是 构造 


柏 验 俯 设 Hotlo” 5 的 合适 的 统计 量 为 了 查 表 便利 ,将 它 标准 
化 得 到 








(TT 一)? 
| pa : (8) 
”由 定理 2.4.1 庆 道 ， 由 ( 引 ) 式 定义 的 统计 量 知 在 假设 五 (oo$) 
”成 立时 ,服从 自由 度 为 一 1 的 妈 - 分 布 ， 
对 给 定 显著 水 平 w, 我们 选取 ee 和 co 使 得 下 面 两 式 成 并 ， 
六 wp n— 1)dv=1—a (9) 


* 人。 





让 x nm 一 全 bz 一 | 7 Di (10) 


将 子 样 观察 数据 代入 (8) 式 , 计算 出 x 的 观察 什 各 .如 果 各 < 

0 或 区 关 bor， 则 拒绝 假设 瑟 olo = o0), 否则 认为 试验 销 果 与 假设 

无 显著 差异 ， 
由 于 

-DI nD)de 

1 


一 TS [全 一 (一 力 ]w te Sg 








2 < -ce | 
| Gl € Dg ¢ 
FT) 


所 以 C10) 式 又 可 等 价 地 写 为 
oe ee ~ 《11) 
恨 设 检验 的 理论 指出 ,上 述 构造 的 检验 法 在 某 种 意义 下 是 最 优 的 . 
但 是 如 此 选取 ou $=1, 2 很 麻烦 , 不 便于 实际 应 用 . 所 以 通常 用 
于 式 选取 co, $ 二 1, 2. 
| (Nl) w= 人 ip 人 wo-Dds=a/2 (3) 
( 见 图 四， 这 上 儿 的 0,i=1, 2 可 从 附 表 23 查 得 
类 侯 地 ,我们 有 时 也 需要 比较 两 个 正 态 母体 的 方差 是 否 相 等 。 
设 互 23 王室 和 了 工 > …',， 了 是 分 别 从 服 和 从 入 Gu, 
oD 和 N Ca, 罗 分 布 的 两 个 性 体 中 撒 信 的 了 于 现 欲 检验 假 
设 Ho 03= 03, 
对 此 检验 同 题 ,我 们 采用 -统计 量 
和 py 








万 = ai ， 匆 一 三 


an 一 1 
其 中 S53 一 二 训 (X, 一 于 )'， 有 一 大 启 G 一 7) 


由 系 2.4.2 知道 ，(13) 式 所 决定 的 统计 量 万 在 假设 Ho(o 
一 0) 成 立时 ,服从 也 (mm 一 1, n 一 了 ) 分 布 .又 因为 当 假设 可 vc 一 ao 


(13) 


成 立 时 ， 








wj B( | 5 ) 
而 当 o> 时 , 由 于 
到 人 m1 1 ( pe S58, ) 
而 使 得 统计 量 FF 有 偏 大 的 趋势 ; 当 oi<03 时 ,由 于 


ls 一 工 TSio)< B (人 3,) 


而 使 得 统计 量 有 偏 小 的 趋势 . 所 以 对 于 给 定 的 至 车 水 平 a, 通常 














是 选取 fis 和 fon, 使 得 “ 
位 (oa m—1, nD ac=[ fl; m—1, n— lado 
-a3 (14) 


《 见 图 3)， 这 里 fi。, fow 可 从 附 表 4 查 得 ， 然 后 运用 子 样 观 察 值 
代入 (18) 式 ， 措 得 统计 量 了 了 的 观察 值 了 ， 如 果 大 san 下 7 则 
， 


拒绝 豆 okci= 人 和 否则 认为 实验 结果 与 假设 五 (ofa 站 无 显著 
差异 . 由 于 这 个 检验 法 送 用 的 统计 量 服从 -分 布 , 所 以 常 称 为 
了 -检验 法 . 


fr: 1 ,1) 








yA Tse eS 
. 图 8 
若 记 了 m,n,o 是 满足 下 面 (15) 式 的 a- 分 位 虑 ， 

(fle m, Waoma (18) 
则 由 五 -分 布 的 性 质 有 

人 fn, Mma (16) 
即 对 于 自 由 度 (m 一 1, n 一 的 fzo 可 以 从 自由 度 为 (n 一 1, mm 一 1 
的 fia 求 得 , 反之 亦 然 ， 


[全 区 《〈 续 例 4) 在 例 二 中 , 我 们 假设 男 、 女 性 红细胞 数 的 分 
布 的 方差 祖 等 , 现在 我 们 就 来 检验 这 一 假设 互 o: ci= 03. 

这 里 =156， 851m 一 了 .380， nn 一 9， 5 一 .20 
代入 (13) 式 得 ~ 


f= 156 x (54.80)* 、73 _ 4634T4.24 ,73 i 25 
20) 8 179127.36° 165 


自由 度 是 (155, 73)、 若 给 定 a=0.10, 查 表 得 
in 二 0.719， 了 2 二 .43 . 
9 。 
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.一 


现在 fia=0.719<f=1.25<1. 8 = fo 
故我 们 不 能 拒绝 假设 五 o(ci 一 全， 即 访 为 试验 结果 与 假设 无 显著 
差异 . 

一 般 地 , 对 于 两 个 正 态 母体 关 和 了, 如 果 它 们 的 方差 是 未 知 的 
而 需 比 较 它 们 的 均值 时 , 首先 用 PF- 检验 法 检验 它们 的 方差 是 否 一 
致 , 如 果 检 验 结果 是 接受 方差 相等 这 一 假设 、 然 后 再 运用 林 检 验 
方法 , 比较 它们 的 均值 ， 

现 将 上 述 所 描写 的 检验 方法 列表 如 下 ， 


囊 1 正 态 母 体 参 数 的 显著 性 检验 







区 IT 


Vn 





工 亚 tC]) 


3) 一 


妇 妃 一 二 





下 面 作为 正 态 母体 参数 的 显著 性 检验 的 应 用 ， 介绍 , 已) 质 
是 控制 图 

三 、( 人 到) 质量 控制 图 

在 自动 化 生产 的 条 忻 下 ， 如 何 应 用 科学 的 方法 控制 每 道 《 主 
要 ) 工 序 的 产品 质量 是 个 重要 问题 ， 大 察 知道 , 自动 机 床 生 产 出 的 
零件 的 尺寸 , 其 均匀 性 是 很 好 的 , 但 也 有 差异 , 这 在 统计 学 上 统称 - 
为 误差 ， 造 成 这 种 误差 的 因素 很 多 ， 而 按 其 性 质 可 以 分 成 两 大 类 ， 
“00 





系统 谋 差 与 随机 误差 ， 系 统 误差 大 多 是 由 于 某 种 基体 的 个 别 确 定 
性 的 原因 所 造成 ， 例 如 生产 设备 的 缺陷 ; 工艺 规程 不 完善 ; 没有 尊 
守 工 艺 规程 ; 检查 用 具 使 用 不 当 ; 原料 、 工 具 、 夹具 的 缺陷 等 等 , 这 
类 原因 对 产品 的 质量 影响 较 大 , 能 造成 大 量 产 品 的 不 合 烙 , 除 此 之 
外 , 还 有 随机 误差 , 它 基 由 许多 随机 性 因素 (有 的 没有 控制 , 有 的 无 、 
法 控制 ) 造 成 的 , 例如 温 湿度 的 变化 ; 电网 电压 的 波动 ; 金属 部 件 的 
、 不 时 伸缩 ; 原料 的 不 均匀 ; 机 械 振动 等 等 ,它们 使 产品 的 尺寸 在 规 
定 的 标准 尺寸 的 上 下 波动 。 由 中 心 极限 定理 知道 ， 这 种 波动 近似 
服从 正 态 分 布 ， 由 于 这 种 随机 波动 的 存在 , 在 产品 的 设计 图 纸 工 ， 
不 仅 规定 出 标准 的 中 心 尺寸 ,而且 也 给 定 所 允许 的 误差 范围 , 即 所 
谓 “ 公 差 ”? 质量 控制 的 目的 就 是 要 及 时 发 现 系统 误 差 , 分析 造成 
系统 误差 的 原因 并 及 时 调整 . 

由 于 产品 被 控制 的 尺寸 ( 记 为 X) 的 波动 是 由 各 种 微小 的 随机 
因素 的 影响 造成 的 ， 根 据 中心 极 限定 理 ， 可 认为 它 服从 正 寄 分 布 
入 (6, o), 其 中 参数 此 反映 产品 的 平均 尺寸 , c3 反映 尺寸 X 的 波 
动 的 大 小 。 因 此 生产 的 正常 与 否 完 全 被 这 两 个 参数 决定 ， 所 以 生 
产 过 种 中 的 质量 控制 问题 就 是 要 控制 这 两 个 参数 始终 能 保持 在 正 
常 值 范 转 里 ， 用 数理 统计 的 方法 就 可 以 定时 地 抽样 检验 和 o? 是 
否 正 常 ， 如 果 有 一 个 被 检验 为 不 正常 就 及 时 进行 调整 . 所 以 这 里 
可 将 质量 控制 问题 归结 为 正 态 分 布 的 4 和 o 的 检验 问题 . 下面 
介绍 的 平均 值 控 制图 和 极 差 控 制图 就 是 分 别 用 来 答 验 和 o? 的 
一 种 具体 的 实施 方法 . 

1. 平均 值 控制 图 z 
设 各 ，*…", ton 是 在 生产 过 程 中 抽取 的 一 组 容量 为 % 的 子 样 ， 


计算 出 它 的 子 祥 均值 5 二 宫 m， 由 于 大 多 数 情况 下 生产 是 正常 
的 ,所 以 一 般 采 用 3e 检验 准则 ， 即 车 检验 假设 瑟 。(jo), 则 当 
81、 





1z 一 Aiol >>8ri(=3o/wAm) 时 拒绝 五 (rr = ho)， 否 则 认为 试验 结 


果 与 假设 无 显著 差异 , 即 接受 假设 Ho(u=po 
由 正 态 分 布 的 性 质 知道 , 如果 环 服从 WCuo, o2/m) 分 布 , 别 


P{I -ml> -一 0.002r 
这 是 一 个 小 概率 事件 ,的 一 千 次 中 出 现 8 次 ， 所 以 这 是 一 个 相当 


于 取水 平 a 一 0.0027 的 ww 检验 法 . 
平均 值 控 制 狗 的 作法 如 玉 ( 见 图 务 : 


作 控制 上 限 和 下 限 关于 中 心 尺寸 对 称 , 其 距离 ~ < 六- 这 
相当 于 一 个 关于 假设 oCp= 中 心 尼 十) 的 < 0.0027 的 沁 答 验 
法 ,如 果 公差 汐 也 二 0, 则 不 到 为 改 取 5 一 (3 十 二 二 )o, 取 (公差 上 


” 限 一 5, 公差 下 限 十 6) 为 控制 限 ,这 相当 于 检验 假设 互 of 缮 在 区 


洞 ( 公 善 上 限 一 3c， 公 整 下 限 +T3o) 之 内 ) 的 wx 一 0.0037 的 检验 
法 ， 由 正 态 分 布 性 质 知 道 , 当 上 著 在 这 个 区 间 (公差 上 限 一 30, 公 


差 下 限 二 39) 之 中 时 , 可 以 保证 产品 的 尺寸 有 99.73% 落 在 公差 范 
图 内 ,一 般 这 是 满意 了 ， 有 时 也 取 8 一 (1.2+ 二 一 jr、 其 中 o 是 


未 知 的 , 可 用 信人 民 和 营 , 的 具体 计算 方法 在 后 面 讲 . 








2. 极 差 控制 图 

由 于 计算 子 样 方差 比较 繁琐 , 日 党 运用 , 不 受 欢 迎 , 故 一 般 用 
极 差 忆 一 各 一品" 一 ma (ol 0， 9) 一 Inin(oi …，om) 来 代 幸 
(这 里 应 取 m<10)、 直观 上 讲 方差 0? 大 , 离散 程度 大 , 则 忌 也 过 
大 ; 反之 亦 然 ， 容 易 证 明 ， 对 于 正 森 分 布 的 母体 ， 召 (RB) 仅 依 闵 于 
09。 它们 之 间 的 具体 关系 是 

BE(R,) 一 cu (17) 

_ om 的 具体 数值 由 下 家 给 出 


| 2 3 4 7 8 9 | 
1.128 | 1.693 | 2.059 3.704 | 2.847 | 2.970 


3.078 
BB 的 根 方差 on 与 9 之 间 也 有 类 似 关系 







I0 


















op= ~ DR,) 一 心 :a (18) 
” 届 的 具体 数值 是 ， 四 
. 多 四 : 
0.820 | 0.808 | 0.797. - 
由 (17)、(18) 式 得 到 
z oa-drom BR) (19) 
极 差 控制 图 的 作法 { 见 图 5) 


同样 是 采用 3o 准则 , 其 中 
控制 上 限 一 及 +36a~ 忆 +3- 呈 五 =(1+3 中 ) 及 
on ord 


控制 下 腿 = 琴 854 一 (4-3 名 )E / 
os 


如 果 上 式 右 器 的 值 小 于 零 , 则 取 为 零 , 其 中 其 是 百 (B) 的 估计 值 . 
如 果 1-3 名 -<0, 那么 控制 下 限 就 可 以 取消 , 也 许 有 人 要 
问 ， 离 散 程 度 当 然 是 愈 小 
愈 好 , 何必 要 下 限 呢 ? 回答 
是 : 工厂 希望 呈 傅 小 僵 好 ， 
但 五 太 小 可 能 是 由 子 使 用 
的 原料 质量 过 高 所 致 ， 这 
对 工厂 未 必 合算 ， 另 外 也 
可 能 是 由 于 测量 仪器 不 灵 
敏 所 致 ,这 就 得 检查 仪器 ， 
图” 模 状 控制 图 ”所 以 控制 下 限 是 有 用 的 . 
使 用 时 ,平均 值 控 制图 与 极 差 控 制图 通常 联合 运用 ,每 隔 一 定 
时 间 ( 如 1 小时) 抽取 几 个 产品 观察 ,记录 下 数据 , 算出 加 和 六， 如 
两 者 均 各 自 落 在 控制 限 之 内 , 则 认为 正常 , 否则 需 进 行 检 查 ， 
”控制 图 的 使 用 不 仅 能 及 时 发 现 问题 ， 及 时 调整 ， 保 证 生产 正 
常 ， 而 旦 通过 长 期 的 实 料 . 爸 验 积 寻 ,还 可 以 摸索 出 一 套 分 析 造 成 
越 出 控制 限 的 原因 的 方法 ,对 生产 设备 的 维修 节约 大 量 的 人 力 , 物 
力 ， 
最 后 , 简单 地 介绍 一 下 此 处 获得 五 和 5 的 常用 方法 ， 
在 生产 正常 的 情况 下 , 每 陋 一 定时 间 ( 如 一 小 时 抽取 ”个 (一 
般 取 wn= 辣 产品 进行 观察 ; 得 一 组 (m 个 ) 数据 , 总 共 抽取 ?组 总 
一 20~32) 数 据 , 计算 出 每 组 的 极 差 R,, 然后 计算 EB 的 平均 值 


丽 - 子 忆 马 (20) | 





再 运用 (17) 式 算得 
om-iE DD 





$ 3， 正 态 母 体 参数 的 置信 区 间 


在 例 2.4 中 我 们 通过 + 检验 发 现 男 、 女 性 的 红细胞 数 有 显著 
差异 , 并 从 子 样 均值 夏 到 ,男性 的 红细胞 平均 数 比 女性 的 要 高 , 但 
到 底 高 多 少 ， 在 许多 实际 问题 中 ， 我 们 往往 希望 通过 子 样 的 观察 
给 出 一 个 范围 ， 使 得 这 个 范围 能 按 足够 大 的 概率 (给 定 的 ) 包含 我 
们 所 感 兴趣 的 参数 .在 统计 学 上 ， 我 们 称 这 个 范围 叫 杜 售 区 间 ( 训 
置信 域 ), 这 类 问题 称 为 区 间 估 计 问 题 ， 

参数 的 置信 区 间 与 参数 的 假设 检验 之 间 有 着 密切 的 联系 ， 下 
面 我 们 通过 例 2.4 来 介绍 构造 置信 区 间 的 方法 ， 并 说 明 这 种 
联系 。 

若 设 百 X= jm( 男 性 的 红细胞 平均 数 ) 

EY= ns《 女 性 的 红细胞 平均 数 ) 


mL Fp] ATOEEES (DD 
V min+ od - ?十 从 


显然 ， Pimtn 2). 与 $2 提 到 的 二 检验 法 一 样 对 给 定 的 水 
平 w 由 失 分 市 表 可 查 得 如 as 使 
. P{IT| <t0} =1—a (2) 
解 不 等 式 | 了 | < 如 ia 得 
(RP) _ ts TE .VPR 
~ ORO—2) rm 


(于 F) 十 fa "YY TS 十 9%53 * v1 (8) 
(Cm 二 nn 一 2) mm 


作 


< (a — jos) 


计生 ( 芝 -了 了) 一 tv mS Tn /mT 
(m+ nn 2) mm 





和 全 ( 宣 一 了 y+ 十 te mn + nz * “3 十 由 (5) 


{m9 十 各 一 2 DWE 
风 由 (区 式 ~ (5) 式 ,得 到 
P{@ < wm — wo <} =1—a (1) 
《6) 式 说 明 ， 随 机 区 间 (4, 后) 以 概率 1 一 a 包含 参数 (1 一 2)， 我 
们 称 ( 多 ,85) 为 (pwr 一 jz) 的 下 信 区 间 , 概率 (1 一 四 称 为 窄 信 度 . 
把 上 面 的 结果 应 用 于 例 2.4， 在 此 例 中 ， 
m=156, zw=4665.13, an=64.80 
名 一 二， 一 422.16， so 一 49.230 
对 e=0.01, 查 表 得 所 oa= 3.601， 将 这 些 数据 代入 (省 式 和 (g) 式 ， 
可 算得 对 置信 和 度 为 0.99 的 jw 一 52 的 置信 区 间 是 (23.49, 2.45)， 
妈 男 性 的 红细胞 平均 数 约 比 女性 的 高 33.49 万 /mm 到 62. 重 
万 /mmz、 
类 似 地 , 可 以 从 83 的 正 态 母体 参数 的 各 种 检验 法 构造 正 态 
母体 参数 的 各 种 置信 区 间 ( 见 下 表 力 ， z z 
下 面 我 们 讨论 正太 分 布 均值 和 方差 的 联合 置信 域 . 
《ku，G3 的 联合 置信 域 可 以 运用 豆 和 如 的 联合 分 布 来 构造 . 
由 定理 2.4.1 知道 , 也 和 品 是 独立 的 , 因此 ， 如 果 我 们 希望 寻找 
置信 水 平 为 0.95 的 置信 域 , 我 从 可 以 找到 数 4, 和 6,6, 使 得 








一 至 一 An mn 2 - 
P| < -各 -<a Vis0.915 0) 
和 z 
于 as< 0 <oj- MVD.WB~0.975 (8) 
联合 概率 是 
P|-o< 志江 < < <o| -0.95 (9) 
解 得 ， | 


» Os 


一- 

































圭 
IT- /Sw ti- ew T 一 更 人、 到 
Tt—4 区 过 Tt- " Wow "TT 一 加 
| 圭 
gw 到 二 | oo 
， EE:] 
Er 
导 雇 吉 
mro | 十 友 一 研 
攻 口 | 次 
谨 举 | 圭 
二 并 
2 Ao MN/ £ "2 | 下 
可 长 振 懂 必 妆 瑟 卫 - 嘱 许可 加 习 罗 让 玉 说 守恒 司 导 车 | 和 持 败 | 谨 源 旨 震 


回 双 和 轩 下 关 凌 委 翌 胡 有 池 开 工 千 


Br, 








P{W -coro 


由 此 可 见 , (pw 0 ) 的 置信 和 度 为 0， 06 的 联合 置信 域 是 (10) 式 大 括 
号 内 不 等 式 对 po, 3 所 给 出 的 范围 ， 它 由 图 1 中 的 阴影 部 分 所 
示 . 





oi) -0.95 (0) 


= EE) /a 





三 
图 1 


$4、 多 项 分 布 的 **- 检 验 


前 面 介绍 了 正 态 母 体 参数 的 显著 性 检验 问题 ， 在 这 些 检验 何 
题 中 , 先 假定 母体 的 分 布 是 已 知 的 ,具有 正 态 分 布 。 然 后 在 这 前 提 
下 ， 根 据 从 该 母体 中 抽 得 的 子 样 对 分 布 的 未 知 均值 或 方差 的 假设 
进行 检验 .然而 在 许多 场合 , 事先 不 知道 母体 分 布 的 类 型 ， 此 时 
首先 需要 根据 字样 对 母体 分 布 的 种 种 假设 进行 检验 。 本 节 所 介绍 
的 多 项 分 布 的 x*- 检 验 就 是 其 中 的 一 种 方法 . 

一 、 分 布 的 x*- 检 验 法 

设 母体 X 是 仅 取 * 个 可 能 值 的 离散 型 随机 变量 ， 不 失 一 般 性 ， 
设 久 的 可 能 取 值 是 1， 3, …, 7, 记 它 取信 了 的 概率 为 pr, 即 

P(XR=D 一 向 有一 1，，…y 人 





说 瑟 = ( 王 :， …， 于,) 是 从 该 母体 中 所 抽 得 的 简单 随机 子 样 ， 
Cv， 是 子 样 观察 值 ， 记 rm 表示 trl, …， se) 中 取 值 为 4 的 
个 数 , 即 子 样 中 出 现 事 件 ( 关 = 引 的 频数 , 则 得 到 Yu,，…, n+， 显然 ， 
每 个 m 都 是 子 样 的 函数 , 所 以 它们 也 是 随机 变量 , 旦 有 


uh 
和 《Cm …, mr) 服从 多 项 分 布 , 它 的 概率 分 布 是 


CT 四 

我 们 知道 ， 频 率 是 概率 前 反映 ， 如 果 母 体 的 概率 分 布 确实 是 

(pu …, 各 ) 那 末 当 观察 个 数 n 僵 米 愈 大 时 , 频率 mw/n 与 各 之 间 

的 差异 将 愈 米 傅 小 、 因 此 频率 mn 和 之 闻 的 差异 程度 可 以 反 

映 出 (2p1,，…; pr) 是 天 为 母体 的 真 分 布 , 皮尔 过 (EK、Pearson) 首先 
提出 运用 下 面 的 统计 量 来 衡量 它们 的 差异 程度 ， 


Y > 人 (2) 


这 个 统计 量 又 称 为 皮尔 进 统计 量 . 

二 观 上 比较 清楚 ， 如 果 (pr,…, Pr) 是 母体 服从 的 真实 概率 分 
布 ， 统 计量 x2 要 偏 小 些 ， 否 则 它 就 有 偏 大 的 趋势 ， 因 此 它 可 以 用 
来 作为 多 项 分 布 的 检验 统计 芋 . 但 是 我 们 还 需要 知道 它 的 分 布 
下 面 的 皮尔 性 定理 给 出 了 它 的 渐 近 分 布 ， 

定理 上 (皮尔 逊 定 理 》 

当 (p，…, 名 ) 是 母体 的 真实 概率 分 布 时 , 由 (3) 式 定义 的 统计 
量 类 的 渐 近 分 布 是 自由 度 为 了 一 工 的 x- 分 布 ， 即 其 渐 近 分 布 具 有 
下 式 给 出 的 分 布 密度 函数 


~- .. 
wm rl =| 2 7 (+) 和 (8) 


0 .i 必 <0 





征明] 因 (wm，…, ww) 服从 多 项 分 布 , 它 的 联合 概率 分 布 由 


(二 式 给 出 ,所 以 它 的 特征 函数 是 
记 pin， 让) = pet tp) (4) 
YATE j=1, ,7 (5) 
Ds 
则 
i =0 


X 2 -9 -27 
而 (Y,。…， 了 的 联合 分 布 的 等 征 本 二 是 
ult 1 -al 
log p(s 的 一 YH 记 5 VE 人 @ 
利用 泰勒 展开 


log(1+w) ee 
log galt, +* ,1) 一 —iv/n St v 本 + 叫 S22 


h 
-地 (i) ) +oeGD 


1 六 Le 
-内 Bs*- VB) 
limg, é, "™*y 如 ) =p(f, "3 #1) 


-仁和 为 人 全] 


) 


即 


。 20 。 





作 正 交 变 搁 . 
| 和 一 工人 一 二 


和 =- 袜 /而 .了 


wh Cit k=1, + ?~—1 
和 . | 一 加 

w= 如 
则 VD =- 富 5 


当 wxo0 时 (Za 2 的 特征 画 数 9 各 (4, …，s) 趋 近 于 
PDO i) =exp| 一 调包 吃 | 


这 表明 21,，…，211 的 分 布 收 敏 主 相 互 独立 的 正 态 下 (0, 1) 分 布 ， 
Z 依 概率 收敛 于 0, 所 以 

六 一 字 节 - bp 
渐 近 于 自由 度 为 一 1 的 好 -分 布 . 

由 定理 1,， 当 子 祥 容 量 % 足够 大 时 ， 可 以 近似 地 认为 由 (人 式 
定义 的 姑 统 计量 服从 于 自由 度 为 了 一 工 的 六 分布 因此 当 我 们 
要 检验 某 个 假设 互 e py 一 Pw; 5 一 1，…，? 时, 上 只 要 将 pw 代入 (2) 
式 ,根据 子 样 观察 计算 出 x? 统计 量 的 观察 值 

9 Le 《 _ 3 . 
i (7) 


并 对 于 给 定 的 水 平 mw 查 关 -分 布 者 ( 附 表 分 求 出 临界 值 如 ， 比 较 
姑 和 巡 , 如 果 估 >xa 则 作出 拒绝 假设 五 。 的 决定 ， 认为 试验 结果 
与 假设 有 显著 差异 . 
皮尔 逊 统计 量 也 可 用 来 检验 母体 是 否 服 从 某 个 给 定 的 分 布 函 
数 folw)。 问题 的 叙述 和 作法 如 下 . 


» 71» 





设 子 样 等 =( 工 2， 灾 因 是 取 月 分布 为 下 中 的 一 个 简单 随机 
子 样 , 欲 检 验 假 设 豆 o 三 (o) = Folw). (Folw) 是 某 个 已 知 的 分 布 ) 
为 此 我 们 选取 ”一 1 个 实数 一 co 二 达 ga 人 <<-i 近 十 人 
们 将 实数 轴 区 分 为 ?+ 个 区 间 ( 一 00, g), [yi 92)， [2 多) ，…， 
[yr 十 0), 记 
人 Fy) 
人 FPF (gi) 一 —F(g-1), $=2, 一 (8) 
Pr 全 1— Fyr-1) 
并 用 % 表示 子 样 观察 值 落 在 (一 co, g) 中 的 个 数 ，m 表示 子 样 观 
察 值 落 在 区 间 [en-:， 纷 中 的 个 数 ， my 者 示 子 样 观察 值 落 在 [wy-u 
十 cc) 中 前 个 数 ， 则 同 ，…， 入 服从 多 项 分 布 ， 当 假设 有 下 (%) 
二 Folw) 成 并 时 , 由 定理 1 得 到 , 统计 量 
= 总 am | . (9) 
的 分 布 渐 近 于 自由 度 为 Y 一 土 的 分布 因此 可 以 按 上 述 方法 对 


假设 及 。((2) 一 Fo(o)) 进 行 答 验 , (9) 式 中 的 po 是 将 Fo 代替 (8) 
式 中 的 卫 算 得 的 值 . 





在 图 1 中 我 们 可 以 看 到 有 时 虽 (wm) 了 天 Folw)， 但 是 在 基 一 种 
分 划 之 下 , 可 有 
Po)— Pg) = Fold) — Fo (#1) = Pro, C=2, + 1 
和 | Fy = Foly) = pw 
4 和 


此 时 虽然 也 (2) 去 Fo(z), 但 在 这 种 分 划 之 下 , 它 并 不 影响 由 (9) 式 
给 出 的 妇 统 计 重 的 数值 , 因而 很 容易 把 不 真 的 很 设 也 接受 过 来 . 
不 过 因为 我 们 的 分 组 是 随机 的 , 而 且 一 般 分 布 函数 较为 光滑 , 即使 
相差 一 些 了 世 不 会 太 大 ， 所 以 也 就 很 少 考虑 到 这 一 问题 . 这 里 也 可 
看 到 采用 这 一 检验 法 实际 上 只 是 检验 了 假设 
Ho: F ly) = Poly), dl sy 一 

而 并 未 真正 去 检验 母体 的 分 布 是 否 为 Fo(o)。 关于 分 布 函数 的 其 
它 一 些 检验 法 在 第 七 章 中 再 介绍 ， 

[ 例 忆 在 某 黑 合 中 存放 有 自 球 各 黑 球 ， 现 作 下 面 这 样 的 试 
验 : 用 返回 抽取 方式 从 此 黑 僵 中 摸 球 , 站 到 措 取 的 是 白 球 为 止 , 记 
. 录 下 抽取 的 次 数 ， 重 复 执行 如 此 的 试验 100 次 ,其 结果 如 下 . 





频 数 


试问 该 晨 盒 中 的 白 球 与 黑 球 的 个 数 是 否 相 等 (a 一 0.05). 
[ 解 】 记 随 机 变量 X 表示 首次 出 现 白 球 所 需 的 措 取 次 数 ， 则 
六 服从 几何 分 布 / 
POX- Pp, Bel, 2," 
其 中 家 示 从 此 黑金 中 任意 摸 到 一 球 , 出 现 是 白 球 的 概率 . 
如 果 黑 盒 中 自 球 与 黑 球 的 个 数 相等 ,此 时 p= 元, 代入 上 式 得 
到 z : 
PIX=}~ 雪 ， PP{X- 分 = 子 


P{X-3 = 工 P{X= 委 = 站 
P{X> 疏 = 袜 2= 二 
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现 作 很 设 
Ho. 二 去， p= 子 ， ps 一 二 ， zi 一 了 站， po 一 让 
将 此 及 试验 结果 (频数 ) 代 入 (7) 式 ,得 到 习 统 计量 的 观察 值 是 
_» Cg — Mp) (43 一 60) (31—25)° 
-+ 


El |) py 0 25 
15-12.6)? (6—6.25)? (5—6.25)? 
12.6 ~ 6B 6.2%6 
一 3， 2 
对 a 一 0.05; 自 自 度 一 5 一 1 一 4 由 如 -分 布 表 查 得 研一 9. 488, 现在 
3.2<9.488, 因此 认为 试验 结果 与 假设 无 显著 差异 , 即 认为 黑 盒 中 
白 球 与 黑 球 个 数 相 等 。 

在 上 面 的 讨论 中 ， 我 们 考虑 了 假设 (PP( .Po(w)) 完 全 指 
定 了 分 布 Fo(w) 的 情形 ， 但 在 许多 实际 场合 ， 假 设 Ho 只 给 岂 分 
布 的 具体 函数 形式 , 而 其 中 包含 有 未 刻 参 数 。 例如 最 常 遇见 的 是 
要 检验 “母体 是 否 服从 正 态 分 布 ”这 一 假设 ,这 里 假设 瑟 , 给 出 一 
”个 分 布 类 NN(w, ao), 其 中 包含 有 两 个 未 知 参数 上 和 0*. 现在 由 于 
不 能 从 (8) 式 计算 出 pw, 因 北 (9) 式 不 能 计算 ， 上述 检 验方 法 就 不 
能 直接 运用 , 须 进 行 收 改 ， 怎 样 解 决 这 一 问题 呢 ?一 个 自然 的 做 法 
是 在 (8) 式 的 计算 中 用 估计 量 代替 未 知 参 数 . 

令 页 , …, 名 是 未 知 参 数 兵 ,…, 2 的 最 大 似 然 估计 , 将 它 代 
入 (8) 式 得 到 i : 
b= Folys 6., 办 0) 一 oo as 六 ， ys 6.), 

- 一 (10) 
B= Polys 6B, ,Bb) 
Pr—1— Folyrs 6,, 机 6) | 
将 此 代入 (9) 式 得 
PP 六 -wo (11) 





则 由 (11) 式 给 定 的 统计 量 渐 近 于 自由 谋 为 ?一 s 一 1 的 关 - 分 
布 @、 它 可 以 用 来 检验 包含 有 未 知 参数 的 分 布 假设 . 
[ 例 2] 下 表 给 出 了 基地 120 名 13 岁 男孩 身高 的 资料 . 


表 1 某 地 120 名 二 岁 男 孩 身 高 资料 (单位 : 厘米) 





;128.1 14 生 .和 150.3 146,2 140.6 139.7 
134.1 124.3 147.9 148.0 143.1 142.7 
126.0 135 .6 127,7 154.4 140.7 141.9 
138,4 131.0 128.4 130,8 146.8 146.8 
149.7 ~- 137.6 136.9 122.7 131.8 147.7 
195.8 184.8 139.1 . 189.0 132.3 134.7 
138.4 136.6 186.9 141.6 141.0 138.4 
145.1 .4 . 139.9 140,6 140.2 181:0 
150.4 148.7 144.3 136.5 134.5 . 132.3 
152.7 148.1 _139.6 . 188.9 136.1 135.9 
140.3 187,3 1 经.6 1452 128.2 135.9 
140.9 136,6 139.5 135.7 139.8 129.1 
141 .和 1897 i186.2 - 138.4-- 188.1 139.9 
142.9 144.7 318.8 . 188.8 - 135.3 1 护 导 
143.3 152.1 1148. 149 ,7 186 .学 18g.0 
154 .3 147 .9 141.3 143.8 188.1 139.7 

31274 146,0 155.8 141.2 146,4 189 .4 
140,8 127.7 150.7 160.8 148.5 147.5 
198,9 123.1 126.0 -150 TE3.9 156.9 
133.1 . 143.8 136.8 138.1 144.5 149,4 





用 六 表示 二 岁 男 孩 的 身高 , 要 求 利 用 x 检验 法 来 检验 假设 互 
其 服从 正 态 分布. 

这 里 由 于 健 设 设 有 给 由 其 的 均值 和 方 涛 ， 币 仅 说 它 服从 正 态 
分 布 ， 因 此 需 先 求 出 它们 的 最 大 似 然 估计， 它们 的 最 大 羽 然 估计 
分 别 是 ( 见 傅 工 .3 ,7 


QD 这 一 结论 的 证 明和 了 (3 后 ，…+ 如 需 潢 足 的 正则 性 条 件 可 参阅 克拉 美 , 统计 
学 数学 方法 ?, 上 海 科学 技术 出 版 社 , 1966, 第 一 版 . . 
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根据 表 1 中 的 数据 算得 


. 在 必 检 验 中 ， 一 般 要 求 分 组 时 每 组 中 的 观察 个 数 不 少 于 5 个 . 在 
表 1 中 团 到 , 这 批 数据 的 景 小 值 是 122.7, 最 大 值 是 160.3, 现 选用 
8 个 实数 126, 130, 134, 138, 142, 146, 150, 154 将 实数 轴 分 为 
9 个 区 间 , 得 到 各 组 的 频数 如 下 : 













[184, 138) 





[180, 134) [138, 142) 





L150, 154) 


FEE rm | 


11 6 


[154, o0) 













5 


下 面 计算 相应 的 二, $=1, 2, …, 9. 


a 。 pf -i 126—h 

-P(X<1261f, 0) ~P( < ) 
_ /126—A\_ /126—189.5N 
-oe)-o 本 

= 区 (一 .82)=0.0344 





器 = 了 (126 一 素 一 130| 房 的 


-5( 130—139.5) _w (120-139.5 


$B(—1.28) —$(—1.82) 
=0.1003—0.0844—0.0669 


-5 (L34189.5) - 1380— 199. 130-189.5) 


-6B(—0.74) -mT(—1.28) =0.2297—0.,1008 
=0.1294 
5 (138>139: .6 -0 (4 
Ta JT 
=$(—0.20) —$(—0.74) 
=0.4207—0.2297—=0.1910 ，. 
fp( 潜 6 -0 (2 兆 6 
-$00. 34) 一 5(—0. 20) -0. 6331 一 0. 4207 
—0.2124 


Ps = 


B= 5( 149—139.5 189: .5 )- SEF 1 2 .5\ 


_ 00 88) 0(0.30 0.8100 oa 
一 0.1775 
150 一 1389.5 146- 139.5: 

=-$(- 7.42 A 
=$(1.42) —E(0.88) =0.9222—0.8106 
=0.1116 

a _ zf154—139.5\ wz/150—139.5 

f= (二 7.43 s( Td2 ) 
一 入 (1.95) 一 盏 (1.42) =0.0744—0.9222 
一 0.0522 


ti 





名 -1 -和 1 -2 96) 


一 上 一 0. d=0. 0256 
下 面 计算 祷 的 值 





(一 站 人 Ht np t 


所 以 z 入 _6.121 


自由 度 是 9 一 2 一 1 一 6, 对 a=0.05, 得 六 =12. 952 ,显然 六 =6,1271 
， 之 12.952 一 炉 ， 因 此 我 们 认为 试验 结果 与 正 态 分 布 这 一 假设 无 显 
车 差异 . 

二 、 联 立 来 的 独立 性 检验 

假定 考察 一 个 二 元 母体 ， 或 者 说 考察 母体 中 庄 元 素 的 两 个 指 
标 (X, 让， 将 这 两 个 指标 的 取 值 范围 分 别 分 成 ”和 4 个 互 不 相交 
的 区 疗 4， eb 友和 和 Bi， 本 B.. 设 从 该 母体 中 抽取 一 个 容量 为 
四 的 子 祥 (oa 9g) ，，…，(wn, gr) ， 用 my 表示 子 样 观察 中 其 w 指标 
* 7R 


a . 一 - - .一 --- 一 二 





蒜 子 省 面 其 y 指标 落 于 妃 中 的 个 数 ( 一 1 ,7 了-I ,9). 
叉 记 


会 襄 mw mw 人 局 (2) 
显然 ， 
n 一 总 训 m {13) 
我 们 用 下 表 来 表示 子 祥 元 素 的 这 种 分 类 (这 张 表 称 为 联 立 囊 )。 
表 2 二 元 联 立 才 





我 们 提出 假设 吾 。 母体 元 素 的 两 个 指标 尺 和 六 是 相互 独立 
的 ， 如 果 记 


Py 人 P(XEd, YEB,), d= 1, ***, ?+ j=]， ** | 
prAPOKEA), $=1, ,7 (14) 
DP(Y EB)), j=1, "ry g 


有 显然 有 
p= py z 
人 (15) 
» 1 一 个 项 
加 和 ps1 (6) 


而 在 根 设 五。 成立 的 条 件 下 ， 有 一 pm 所 以 联 立 表 中 的 独立 性 、 
ds 





检验 就 是 检验 假设 Ho Zi 生硬 共和 1 rfl 

在 这 个 假设 中 没有 明确 指出 + 十 g 个 未 知 参 数 和 和 .的 值 ， 
由 (16) 式 ， 其 中 仅 有 Y 十 一 2 个 独立 的 未 知 参 数 。 要 想 用 六 检验 
《11 式 来 检验 假设 五 o， 喜 先 求 出 这 些 未 知 参 数 的 最 大 似 然 个 计 ， 
这 里 最 大 似 然 画 数 是 


FE- 其 真光 = 其 真 (ppm” = 区 丈 其 罗 
-( -pn) (Be)" lee He 
log 天 一 由， log(1— Sp,) + no log (i— 号 py) 
+ nlogpe+ Bn, log p.y 
’ Fl =l1 
解 亿 然 方程 组 





lg 一 人 
dp 1— Ep BP PB 
=], ,7 一 1 
BlogL ng mg 0 
Gp: Sp PP Pb: Po 
=1 
9 一 工 ， "一 1 
得 到 
Pr = $=1, ,By= tt, j=l, g (17) 
代入 公式 (1 得 到 统计 量 
st) 8) 
18 
六 wa 人 


在 这 里 通过 似 然 方程 解 出 十 & 一 2 参数 ,所 以 自由 度 是 

9 一 (F 十 9 一 2 —1=(r—1)(g~1) 
因此 当 吾 (Byj 二 Prop) 成 立时 ;> 由 (18) 式 决定 的 友 统 计量 的 分 
. 当 0 二 





浙 近 于 自由 度 为 (7 一 了) (g 一 二 的 x- 分布 ， 它 是 我 们 判断 吾 。 所 
需要 的 检验 统计 量 . 
当 Y 一 4 一 2 时 , 联 立 表 2 称 为 是 相 分 的 (又 称 为 风格 表 )、 
[合约 调查 339 名 多 岁 以 上 吸烟 习惯 与 患 慢性 气管 炎 窒 
的 关系 , 得 下 表 . 试问 吸烟 者 与 不 吸烟 者 慢性 气管 炎 患 病 率 是 否 
有 所 不 同 . 


表 8 
患 恒 性 气管 炎 者 | 未 种 慢性 气管 区 者 





在 这 里 对 笃 个 对 象 考察 两 个 指标 ,X 一 一 是 否 吸 烟 ;Y 一 是否 
让 人 所管 它们 均 各 商人 ,和 一- 有 扣 , 4 一 不 朋 





向 (17) 式 得 
205 a _ 134 
Po 9097 D3. 5339 
~。 6 A 283 
Pr- 30 ?2" 00 
代入 (18) 式 得 | 


加 49 —205 x 56/339)” (162—205 x 283/389)’ 
305x660/339 -206 x 283/330 


(13—184x 686,339)’ 二 (12] ~134x 283/339)? 


1 181x507339 131 x 383/390 
(49—83.86)* (162—171.14)* , (18—22.14) 
560 1 I ti 


(121—111.86)? _ 
Tt 


* 和 





自由 度 一 (r 一 二 (9 一 一 1， 对 a 一 0.01 查 表 ( 附 表 信 得 发 - 
6.685, 显然 7.48>>6.685, 所 以 我 们 拒绝 假设 豆 o， 即 认为 慢性 气 
管 炎 的 种 病 率 与 吸烟 有 关 ， | 


$5. 广义 似 然 比 检验 


在 $2 和 $4 的 讨论 中 ， 我 们 从 分 析 具 体 问题 的 直观 背景 出 
发 , 针对 不 同 的 问题 给 出 了 不 同 的 检验 方法 。 这 一 节 是 在 前 面 讨 
论 的 基础 上 提出 一 个 构造 检验 方法 的 较为 一 般 的 法 则 . 

”在 $2 和 $54 中 看 到 , 对 于 一 个 参数 的 显著 竹 检 验 问题 , 先 假 
设 母 体 交 服从 菜 一 分 布 也 (x; 9), 其 中 8 是 未 知 参数 ， 然 后 对 68 提 
出 基 种 假设 互 。 g= 要求 检验 、 这 实际 上 章 昧 着 X 的 直 分 布 可 
能 服从 由 异 于 bo 的 值 对 应 的 分 布 函数 (or 0)， 类 似 于 参数 
估计 向 题 ， 我 们 把 母体 里 可 能 取 的 9 值 的 全 体 记 为 昌 ， 它 在 假设 
检验 里 称 为 容许 假设 . 因此 {F(z; 从 , 9E@} 实 际 上 是 母体 XX 的 
可 能 分 布 族 ， 当 我 们 拒绝 假设 互 。 时 , 实际 上 就 是 认为 XX 的 真 分 


布 属于 分 市 族 {了 (%; 0), 90E€6 一 0o}. 现 将 参数 的 显著 性 检验 问题 


家 述 如 下 . z 
设 卫 一 (下 1，…, 三) 是 从 母体 X 中 抽取 的 子 样 ,X 的 可 能 分 


布 族 是 他 Cs; 由 ,9EB, 其 中 有 (可 以 是 向 量 ) 是 未 知 倪 数 ( 当 凑 是 


连续 型 变量 时 了 表示 分 布 密度 ， 当 关 是 离散 型 变量 时 了 表示 概率 
分 布 ,) 要 求 检 验 假 设 五 6. 9 一 86。， 这 里 谱 指 出 , B6。 有 了 时 是 表示 一 个 
集合 , 如 在 运用 三 检验 法 检验 假设 五 上 =jto 时 ,那里 
alm, o’) 
6@- fl 由: ~ <p<o0, o>0) 

Oa {io, 0), o> 0 

它 是 一 个 未 知 参数 的 集合 而 不 是 一 个 单 点 . 
现在 我 们 引进 一 个 统计 量 ， 

。 82 ， 


岗 .44 





sop [l/s0) 
sup [f(s 0) 
习惯 上 称 xfe) 为 广义 似 然 比 ， 显然 它 是 子 样 的 函数 , 不 依赖 于 未 
知 参 数 #8， 由 于 册 CC 昌 ,所 以 
O&A EL (2) 
类 似 于 最 大 似 然 原理 , 如 果 Cw) 取 值 较 修 , 这 说 明 当 五 。 为 真 
时 观察 到 样 点 we 的 概率 比 H。 不 真 时 观察 到 样 点 e 的 概率 要 小 得 
多 , 此 时 我 们 有 理由 怀疑 假设 互 。 不 真 ， 所 以 从 广义 似 热 比 出 发 ， 


和 (会 (1) 


该 检验 问题 是 当下 式 成 立时 拒绝 五 
Xe) (3) 
其 中 wo 的 选取 是 使 得 下 式 成 立 ， 
Po 人 (于 ) 叶 M0} a， 对 一 切 9E00 (4) 


由 (8)、( 式 给 出 的 检验 法 称 为 水 平 为 a 的 广义 似 然 比 检验 ， 当 
do 是 一 个 单 点 时 ( 遇 式 可 写 汶 
Ps{A( XIEN} a 8) 
[ 例 二 设 母 体 X 服从 正 态 玉 (4, 0) 分 布 ， 其 中 尺 和 区 
是 未知 参数 ， 微 检验 假设 Ho; j= joo. 
设 下 =( 玉 ，…， 互 ) 是 从 该 母体 中 抽 得 的 一 个 简单 随机 子 
祥 , 它 的 分 布 密度 是 


fnp, oO- (Eo) |- -| 
在 这 里 ,参数 空间 是 
= 9); 一 ce< 开 上 二 cc,o0>> 寺 
假设 瑟 。 所 对 应 的 子 集 是 | 
Bo {Cj0, 090) ;03>0} 
适用 微分 法 对 (wy wo) 求 最 大 值得 到 
站 





一 下 


p flww, co ~ [2r.T 二 写 ( 下 ,一 no oa 


a, 


sup fo 1 0) = [2 1 Em -BD’] er 


Ca)E 


| 


fw 上 0 mm 本 
-a Fw KH, oo) 


-lr se Tc © 


ta) 一 At 一 1 La (7) 
PE 
所 以 广义 似 然 比 检验 的 是 当下 式 成 立时 拒绝 五 。， 
~ NW) ho (8) 
由 于 和 Xe) 是 关于 外 的 | 的 单调 下 降 函 数 , 所 以 (9) 又 可 等 价 地 表示 
为 


其 中 


[ttw) |>o0 (9) 
因为 区 并 ) 当 瑟 。 成 立时 服从 一 1) 分 布 ,所 以 60 由 下 式 决 定 
| tiw: nn—1idr= 0/2 

它 就 是 $2 中 所 指出 的 林 检 验 法 ， 

[ 例 幻 设 母 体 儿 是 仅 取 + 个 值 的 离散 型 随机 变量 , 它 的 概 
率 分 布 是 

PK mp dl, ey 
其 中 0 一 (ii pr) 是 未 知 参 数 ,满足 关系 式 
z So-1 

所 惧 参 数 空 间 全 是 + 一 1 维 . . 
敏 检 验 假设 二 0 一 po 2 一 1,*…,?, 现在 ,是 一 个 单 点 (pos 
. dj . . 


ev Pro) 
设 冬 =《 王 1,，…， 了 于,) 是 从 该 母体 中 抽 得 的 一 个 子 样 , 分别 以 
th fr 表示 子 样 观察 = (wy,…, ww) 中 取 秆 为 1 ,的 个 
数 ， 出 、 
多 1 十 十 知 一 种 
了 上 一 和 -pp 


因此 … Pol =8) 一 外 和 
而 PT- 
由 上 比 得 到 广义 似 然 比 是 


Pat T=) fpip YN™ 
"~ Rp- ) 


由 于 
og (wo) — Dm log ee z 
-次 po+ (一 po] log(1+ Spe ) 
= 一 全 [npo 十 Crh — po)] [ee 
1 oo | 
~ 豆 (二 ) 十 高 阶 项 | 
=--- 互 如 C 2 十 高 阶 项 . 
» _ 总 C1 (CO— py0) 
所 以 2 Jog Ne) 所 全 


又 因为 一 210gX(g) 关 于 入 (w) 是 单调 下 降 的 函数 , 所 以 广义 仆 
然 比 检验 是 当下 式 成 立时 拒绝 五 。， 
No ho 


它 可 等 价 地 写 为 .| 
| 2logh(w)>oe 


EE 





它 又 可 近似 地 写 为 
> 


这 就 是 8&3.4 中 讨论 过 的 达 检 验 ， 


本 是 


1. 某 切 割 机 在 正常 工作 时 , 切割 每 段 金属 棒 的 平均 长 度 汶 10.5cm, 标 
准 差 是 0.15cm。 今 从 一 批 产品 中 随机 地 抽取 15 段 进 行 测量 ， 其 结果 如 下 
‘单位 : Om): 

10.4, 10.6, 10,1, 10.4, 10,5, 10.3, 10,3, 10,2 
10,9, 10.6, 10.8, 10,5, 10.7, 10.23, 10.7 
试问 读 机 工作 是 否 正常 ? (=0.05) 
9. 没有 两 箱 灯 泡 , 今 从 第 一 箱 中 抽取 9 只 灯泡 进行 测试 得 到 它 的 平均 

寿命 是 533 小 时 ,标准 差 是 423 小 时 ; 从 第 二 箱 中 抽取 18 上 只 进行 测试 , 得 到 
它 的 平均 寿命 是 1412 小 时 ,标准 差 是 380 小 时 。 作 适当 的 假设 ,对 水 平 a= 
0.05, 检验 是 天 可 以 认为 这 两 箱 灯 泄 是 同一 批 生 产 的 ? 

3， 用 泻 种 方法 研究 冰 深 和解 时 的 潜 热 , 对 冷却 到 一 0.72°C 的 样品 执行 方 
法 I 和 方法 工 两 种 处 理 ， 下 面 给 出 了 从 一 0.72°C 的 冰 溶 解 为 0°C 的 水 的 热 
量 改 变 的 数据 ( 卡 / 克 )， 

方法 I 79.98, 30.0， 斩 ,03, 30.,04, 80,03, 人 .03, 80. 吧 ，79.97 

3 折 .05, 扣 . 的 ,加 03 的 .00, 各 .02 
方法 本: 830.02，79.9，79.98，79.7，30.03，79.95,，79.97 
9 .97 

试问 对 水 平 “=0.05, 这 两 种 处 理 方 法 的 平均 性 能 有 和 否 显 落差 异 ? 

4. 为 研究 钞 肺 患者 肺 功能 的 变化 情况 ， 某 医院 对 荆 II 期 雁 肺 趾 尘 各 
33 名 测定 其 肺活量 ， 得 到 工期 患者 的 平均 数 为 2710 毫升 ， 标 准 差 为 147 毫 
升 ; 开 期 患者 的 平均 数 为 2830 毫升 ， 标 准 盖 为 118 毫升 ， 对 水 平 a=0.05, 
试问 , 第 III 期 黎 肺 息 省 的 肿 活 量 有 无 显著 差异 ? 

5. 有 一 正四 面体 ,将 此 四 面体 的 四 面 分 基 涂 为 红 , 黄 , 蓝 , 白 四 种 不 同 的 
颜色 。， 现 作 积 下 的 抛 擅 试 哈 : 任意 地 抛 挤 该 四 面体 ,直到 白色 的 一 面 与 地 曾 
相 接 盘 为 止 ,记录 下 抛 作 的 次 数 ， 作 如 此 的 试验 200 次 , 其 结果 如 下 ; 


"8+ 


re re pp er ri i 





抛 郑 次 数 4 > 


站 3 





试问 该 四面 体 是 否 均 与 人 a 一 0.05) 

6. 有 一 放射 性 物质 ， 今 在 3608 个 相等 长 的 时 间 间 隔 下 进行 观察 (每 个 
间隔 为 7.5 秒 )， 记录 下 每 个 时 间 间 隔 内 落 于 计数 器 中 的 质点 个 数 ， 用 Nm 
表示 所 计 质 点数 为 m 的 时 间 间 隔 总 数 , 得 下 表 ( 见 第 一 册 例 外 .4.8) 


入 
0 
1 
2 
3 


4 
后 





试 检验 各 是 否 服 从 普 阿 松 分 布 (wm 一 0.05)? 
了， 为 研究 区 性 气管 炎 与 吸烟 车 的 关系 ， 调 查 了 272 人 ， 结 果 由 下 过 给 





吸 烟 量 《 支 /日 ? 


试问 蛋 往 气管 炎 与 吸 焕 量 是 否 有 关 (a=0.05)? 


8，1972 年 调查 郊区 某 柔 场 采 柔 员 和 辅助 工 桑 毛虫 皮炎 发 病情 况 ， 结 果 
如 下 表 : 


* 办? 








试问 发 生 皮 炎 是 否 与 工种 有 关 ? 

9. 设 X~HL 办, 0<p<l (CE …, 互 ) 是 一 于 样 , 试 求 检验 问题 HE6: 
p= 二 po 的 广义 似 热 比 检验 . 

10, 设 关 ~NG go ,一 ;< 所 wm， oa>0 均 是 未 知 参 数 , 并 …， 开 。 
是 一 子 样 , 试 求 殷 验 问题 五 co? 一 只 的 广义 似 然 比 检验 ， 

11, 设 半 一 NO 的 站 一 和 (po 9 CE, Em) 和 CEI 是- 


分 别 从 中 抽取 的 独立 字样 ， 试 求 答 验 问 题 互 o 一 由 的 广义 似 然 比 检 验 ， 
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第 四 章 ”线性 统计 推断 


81. 最 小 二 买 法 
一 、 线 性 模型 
在 许多 实际 问题 中 ， 经 常 要 求 利用 观察 数据 拟 合 系统 的 真实 
模型 , 其 中 最 常见 和 最 简单 的 系统 模型 是 线性 模型 ， 如 
[ 例 习 ”一 个 作 匀 速 直线 运动 的 质点 在 时 刻 + 的 位 置 5, 它 
可 用 公式 全 =a 十 Bt 来 描写 ， 其 中 a 是 质点 在 t=0 时 刻 的 初始 位 
置 , 8 是 平均 速度 ， 如 果 a 和 及 是 未 知 的 , 8 可 以 被 观察 , 显然 只 
要 在 两 个 不 同 的 时 刻 观 察 质点 的 位 置 S, 就 可 以 解 出 a 和 及 的 值 . 
现 假定 由 于 某 种 原因 ， 质 点 的 位 置 不 能 被 精确 测量 而 是 带 有 随机 
的 测量 误差 .， 也 就 是 说 ， 被 观察 前 不 是 8 而 是 了 =S+e, 其 中 
。 是 测量 误差 ， 它 是 一 个 均值 为 0 的 随 宙 变 量 ， 代替 妨 我 们 有 公 
祷 
Y=Sre=atdt+e (1) 
其 中 了 是 可 观察 的 随机 变量 ，* 是 可 观察 的 非 随机 量 ，e 是 不 可 
观察 的 随机 变量 , a 和 有 是 未 知 参 数 . 显然 , 现在 通过 在 不 同时 齐 
对 了 的 观察 ,一 般 不 能 解 出 a 和 6， 而 我 们 的 目的 是 要 求 利用 证 
了 的 各 组 观察 值 局 , 了 043.1, 用 统计 方法 居 计 a,8B 和 沪 在 各 个 
时 刻 的 值 . i 
由 (了 DD 得 到 观察 值 (8, 了 之 间 满 吓 关系 式 
Vi=ot B+ =1, "nN 
用 向 量 、 和 矩阵 形式 表示 , 得 
F= 人 +e (9) 


Y, 1 而 a 61 
ro ) xa; :| eal ) | 
了 1 加 8 Bl 


[ 例 2] 在 考察 菜 化 学 反应 时 ， 发 现 反 应 的 速度 主要 决定 于 
所 用 催化 剂 的 用 量 > 及 所 加 的 温度 下 ， 当 2 和 下 改变 时 反应 速度 
也 黑 着 改变 ， 但 是 由 于 观察 条 件 及 其 它 条 件 的 影响 , 当 * 和 全 因 
定时 , 所 观察 到 的 反应 速度 也 不 完全 相同 。 即 反应 速度 的 观察 值 
Y 与 全 之 间 存 在 着 关系 式 

等 一 产 ( 人 人 +4 

其 中 e 是 不 可 观察 的 随机 误差 ， 我 们 的 目的 是 通过 试验 一 一 在 不 
同 的 w, 人 值 的 条 件 下 , 观察 反应 速度 Y 的 值 , 找 出 f(xw, 了 T) 的 具 
体形 式 , 从 而 通过 控制 2 和 了 以 达到 和 控制 反应 速度 ， 由 于 。 是 不 
可 观察 的 随机 变量 ,所 以 这 几 只 能 用 统计 方法 . 

为 处 理 的 方便 起见 , 一 般 近 似 地 取 地 是 未 知 参数 的 线性 画 数 ， 
例如 f=Brt+ BT +Bo 
(或 更 复杂 的 函数 关系 ， 如 了 ~ Bo 十 Bo + BsT 十 Baw? 二 BT? 二 
BsrT， 等 ) 


此 时 和 一 记 十 有 十 有- 十 8 
设 我 们 进行 名 次 观察 , 得 (了 ,了 T 了 0) 4 …n, 则 有 
F=XB+e . (3) 


中 
Pi 1 ow Ti BoYv cy 
a: ) cd .et ) ols | 4 : 
Y, 1 TE /i Bs En 


例 1 各 例 2 都 把 问题 归结 为 要 求 通过 工 估计 未 知 参数 8。 (2) 式 
(或 (3) 式 ) 就 是 通常 所 说 的 线性 模型 
” 现 把 上 述 模型 作 一 般 的 描述 如 下 
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设 因 变 量 立 和 自 变量 了 1, …', 于 服从 线 手 关 系 
和 一 有 1 十 Bo 十 … 十 且 。 人 mm 十 6 (4) 
(Fi, Wy Wn; 2 win) ,二 1 2, 是 (下 的 中 个 
观察 , 它们 满足 关系 : 
Yi= HzaT Davart Bmrimt et d=1,",n (5) 


YF Tl lm Bi | 
ra ) sa| ) oa ) A 
YY, nl 机 nr nr én 


则 (5) 式 可 址 示 为 


h 


F=XB+e 《6) 
其 中 三 是 已 知 的 wx 宫 常 数 抵 阵 ， 甩 是 未 知 参数 向 量 ; e 是 均值 
为 零 的 随机 向 量 , 满足 条 件 
Re=0 Cn) 
oo0v (8, 68) =01, 
是 %Xmn 单 位 阵 , o” 是 未 知 参 数 . 
习惯 上 ， 我 们 称 上 述 的 了 服从 线性 模型 ， 簿 记 为 (了 ，X 甩 , 
os). 
由 (6) 式 和 (7) 式 , 容易 计算 得 


EY~XB8, ov(F, PT)=oY, (8) 
或 号 为 BY, up 


2 当 4 一 六 ，， 

对 于 由 (全 ，(7) 式 所 确定 的 线性 模型 (了 ， 研 Bo Jo) 通常 所 
考虑 的 统计 推断 问题 是 : 对 未 知 参 数 且 和 进行 估计 ; 对 关于 有 
的 某 种 假设 进行 检验 ; 对 进行 预报 等 等 ， 


在 下 面 的 讨论 中 ， 邵 不作 特殊 说 明 , 总 眼 定 wm>% 和 
* di， 


cov(Y's P») | 


rank( RF) 一生 四 . 
二 、 有 的 估计 
对 于 线性 模型 (了 P, 开 B，c327)， 常 采用 最 小 二 乘法 寻找 未 知 
参数 忆 的 估计 量 局 它 要 求 8 的 估计 户 满足 下 面 的 条 件 
IY ~XB]?—min|Y ~ XB (9) 


其 中 IY 一 了 81? 人 A 识 (Y 一 部 syB1) ，min 是 对 所 有 的 mn 维 向 量 
B 取 极 小 值 ， 所 以 (9》 式 又 可 写 为 、 
( 一 这 ey) =- min 总 (Y 一 名 au) (10) 


B, 
满足 (10) 式 (或 (9) 式 ) 的 估计 | je 8 的 量 小 二 乘 
Bb 


估计 , 这 种 求 估计 量 的 方法 称 为 最 小 二 乘法 . 
下 面 用 微分 法 求 满足 (10) 式 的 解 所 ， 记 


fi1, 1 , Bm) 4 访 (Fs—Seupy) 
全 
令 及 -0， k=1, 4 
得 方程 组 。 宫 (Y ,一 定 wuBy) n=0, 有 一生 ,om 


即 Yn 记 训 “ap 多 our jh k=1, 
用 矩阵 .向量 形式 表示 , 上述 方 程 组 久 可 写 为 

XYT= (XRIB (1D) 
(11) 式 称 为 正规 方程 、 由 于 下 的 秩 为 办 ， 记 以 三" 不 是 正定 阵 ， 
存在 道 阵 ( 拉 "三 ) ， 解 方 程 (1)， 得 到 后 的 最 小 二 蒋 售 计 是 


(DD) 关 于 瑟 是 降 秩 时 的 详细 讨论 可 条 加 【ERa0，Linear Btatistical Jnference an 
Ite Applications, (第 二 版 ), 第 #4 章 ， 
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B= (XIXY . (12) 
将 应 代入 方程 (人 D, 由于。 一 般 是 下 示 模型 误差 不 可 预测 , 略 
去 。 就 得 到 因 变 量 Y 和 自 变量 卫 1,…, 了 之 间 的 经 验 关 系 式 
全 一 记 蔗 1 十 局 症 十 … 十 Bn 全 。， (18) 
其 中 应 = 6, B,) 
(18) 式 常 称 为 经 验 模型 或 经 验 回 归 方 程 。 当 自 变 量 取 值 为 
《下 1， …， 大 wm) 时 , 它 可 以 用 来 预测 因 变 量 站 的 平均 值 站 
下 面 讨 论 最 小 二 乘 估计 Bi 的 一 些 基本 性 质 ， 
性 质 1 房 是 了 的 线性 函数 ， 
在 统计 里 ， 如 果 估 计量 是 子 样 的 线性 函数 ， 则 称 它 为 线性 估 
计 . 这 里 应 是 一 线性 估计 . 
性 质 2 锯 是 8 的 无 偏 估 计 , 因 为 
B= BE[(X"R)-1T"Y] 
一 《下 "下 JP 四 了 | 
= {A IIA=B8 : (14) 
性 质 3 启 的 协 方差 定 阵 是 
Ej,Ao0v(Br, Bi) = (XIIIRToov(Y, FP)T (R'ER)-! 
= (RE lo TITHE) 
一 他 (有 (15) 
性 质 和 4 应 是 有 的 最 小 方差 线性 无 偏 估计 ， 
在 这 里 ,车 了 是 8 的 另 一线 福 无 篇 估计 ,有 
jr=o0v (TD, TY 
其 中 “<” 表 示 下 一 下. 是 非 负 定 第 阵 ， 并 称 应 的 方差 不 大 于 了 
的 方差 . 
下 面 证 明 这 一 性 质 . 
设 了 是 及 的 任 一 线 姓 无 偏 估计 , 则 下 必 可 表 为 
T=OF 


.13.4 





其 中 是 %xn 矩阵 , 由 无 偏 性 要 求 得 


EBT- BOY) -OFF -0X8=8 (16) 
由 于 (16) 式 要 求 对 一 切记 成 立 , 所 以 必须 成 立 ， . 
OX=1, (17) 


而 Drmoov(T, T)— Ocov(F, FY:O7—o(007) (18) 
因为 ”0<[O-(X"X)-1X"][O— (ZX"T) -iY"]" 
= (O07) + (XE)-1— (KHIRO OR RE)! 
一 (CO 十 (站 * 素 )-4 一 《 开 * 素 )-1 一 (下 ?是 ) 
一 (CO — (XT 有) 


所 以 
OO (XI) (19) 


联合 (15)，(18)，(19) 式 ,得 到 
Da ~oFTHT)-1Eo OO) ~ Dr 
由 于 是 任意 选取 的 一 个 线性 无 偏 佑 计 ， 所 以 最 小 二 乘 居 计 局 
是 8B 的 最 小 方差 强 性 无 情 估 计 ， 这 性 质 通常 称 为 高 斯 -马尔 科 夫 
定理 ， 
绩 便 指出 ,部 果 了 服从 正 寒 分 布 , 即 了 i=1,…,n 是 相互 独立 


的 正 蚕 变量 , 具有 相同 的 方差 0 而 ZY, 一 之 wwBi。 则 由 (12) 式 
给 出 的 应 也 是 B 的 最 小 方差 无 偏 估计 

下 面 给 出 最 小 二 乘 估计 的 几何 和 县 

C1 

记 ” 维 向 量 oa } j=1, ‘rt 
它 是 矩阵 工 的 第 了 列 元 素 .用 CX) 表示 由 向 量 w%, 了 -二 …, 
的 全 部 线性 组 合 所 构成 的 一 个 线性 空间 ， 则 (9) 式 表示 要 求 在 
(下) 中 寻找 一 个 向 量 上 一 六 Bywy, 使 得 & 与 荆 之 间 的 距离 1 一 


+ dA， 





| 达到 最 小 .而 只 有 当 专 是 王 在 以 ( 开 ) 中 的 投影 时 , 才 使 | 一 
引 达 到 最 小 ( 见 图 1) . 





三 、o? 的 估计 


洒 


FAFAB= [TCTR)-1N"]Y . (20) 
了 称 为 剩余 向量 , 它 表示 了 被 估计 后 所 剩 下 的 残 差 ， 故 又 称 
为 残 差 向 量 ， 又 记 B3 是 剩余 平方 和 
RIAPP = (YF— XA) (了 一 碾 应 ) 
一 了 [一 息 ( 系 ?下 1- 下?] 联 
-YF— PX) | (21) 
对 于 他 和 型 ， 具 有 下 列 性 质 ， 
性 质 I_ 全 和 应 互 不 相关 . 
oov(F, Bi)= [大 一 吾 ( 并 > 互 六 1 吾 7]ooy( 了 了， P(XTIY I 
一 Ia[ 一 下 (下 * 开 ) 一 在 可 [ 瑟 ( 瑟 < 素 )- 司 一 0 《22) 
从 上 几何 解释 来 春 这 一 性 质 是 显然 的 ， 那 里 字 表示 了 的 垂 线 . 
(22) 式 意味 着 图 1 中 的 估 和 人 入 租 惰 直 . 
性 质 2 残 差 区 的 均值 向 量 和 协 方差 阵 分 别 是 
BPD)~BE(Y-XYA)-0 | (23) 
二 号 


cov (PF, PF) _ DT(T T(E) 





一 oa{ 一 三 ( 瑟 * 总 ) 寺 素 叶 (24) 
性 质 3 记 
A / C25) 
称 为 剩余 方差 , 它 是 o? 的 无 偏 估计， 即 
HO 一 加 
因为 BBR) -EY"?)=trfoov(?, ?)} 


一 Oo3tr{f 了 一 下 (瑟瑟 ) 开 和 7 
=—0%— in) 一 可 2( 人 一 7) 
这 里 记号 tt 4 会 之 ou 称 为 nxnm 和 矩 隆 4 的 迹 . 
由 此 即 得 
BO -一 二 一 卫 ( 码 ) -os 
它 也 可 以 从 下 面 的 定理 工 获得 . 
定理 1 对 于 由 (6) 式 和 (7) 式 给 定 的 线性 模型 (了 ， 开 有 ， 
osJ。)， 其 中 三 是 满 列 多 阵 , 且 假 定 了 服从 正 态 分 布 , 则 


(1) 有 和 人 相互 独立 , 同 服 从 于 正 态 分 布 ， 均 值 和 协 方差 阵 
分 别 为 


EB.—B, BF =0 《26) 
Zao (R'E) 
607( 字 , 全) =a2fT 一 瑟 ( 和 并 下) 于 下 了 ] (27) 


(2) 序 和 形 相 互 独立 ; 

(3) 玛 /cz 服从 于 (Ww 一 m2) 分 布 ， 

[证 明 ] (1)，(2) 显然 , 现 证 (3) 

记 -44 全 并 ( 吾 ? 飞 ) -下 
由 于 , 妈 是 %xXs% 非 负 定 阵 , 秩 为 由， 所 以 存在 # 阶 正 交 阵 C 使 得 
* J， . 





M1 0 


COdOr= (28) 
0 0 
Or 了 (20) 
其 中 各 >>0, ==1…m， 
而 业 一 .44 一 下 ( 征 * 素 )- 不 Ye 定 (下 ? 乱 ) 于 开 "一 呈 
对 上 式 两 边 左 乘 C 右 梁 Cr 得 
OO ~ OAO® 
A 0 
而 OA OAOO AO — 中 0 
0 0 
A 0 
OAO™ = hm 
0 
0 0 
所 以 入 一 好 ， 多 一 二， rr ， 
M1, t=1, ,ms 
因此 (28) 式 实际 上 是 
I»n 0 
ro 30 
040 (‘ 0 ) (80) 





作 变 量变 换 


多 
za jee-m (81) 
2, 
划 在 7 一 CO 有 (一 开 B) 一 0 
oo0v (2Z, 2) =0*0,0" = oT, 
这 表明 Z1, …，2， 是 相互 独立 ， 同 服从 于 访 (0, c2) 分 布 ， 且 因 
了 一 CrG 十 瑟 B， 族 
KABA- X=-T(X'T)-1X'?T— XB 
= (XI)-1"(Y — Tp) 
一 发 ( 宇 7 下)-1TETOTG 
[XB XB:= (YA.— YA (HB,—XB) 
ZOF (TRIIKO SE 


1 
= TF ( 入 0 323 二 


0 0 
. 又 因 FB=0"7, 及 [一 XX A) TIA =0, 
所 以 P= 了 "fT 一 (RIE"]Y 


~(Y—XP)"[I, ZE XR" (YXB) 
ZrO[I, ~ 了 (ZX'F) -RO'Z 

= (294) 一 (2 十 …… 十 2 

一 2 二 2 / 


7—ZXBP=S ZB+IXA -XB (39 


.所 以 开 / 呈 服从 于 一 mm) 分 布 ， 
E(BRI/o) =—n— mm, 


1 


再 (09 一 如 (一 一 元 





RS)=0? 


+* HH +» 





rr 


即 剩余 方差 23 是 方差 o? 的 无 仿 居 计 . 
四 、 参 数 带 有 约束 的 最 小 二 季 估 计 
对 于 线性 模型 (7, 并 B, o?1,), 在 许多 问题 中 , 要 求 其 中 的 未 
知 参数 8 满足 某 特定 的 线性 约束 条 件 ， 吾 "B==7o. 这 里 豆 = (hw) 
是 xs 答 阵 (9 过 m)， 并 假定 它 的 牧 为 8 = (ro …， ra) 是 一 
个 给 定 的 3 维 向 量 ， 常 常 希望 求 8 的 估计 所 ,使 得 
IY -XBsl— min IlY-XAl (83) 


满足 条 件 (38) 的 Bs 称 为 6 的 具有 线性 约束 吾 "6= ro 的 最 小 二 乘 
估计 . 


解 Bs 的 问题 实际 上 是 在 约束 条 件 
Hiro (34) 
T 求 ”=|Y-XBl 一 祠 (7- 训 ww8) 


的 限制 极 值 点 问题 ， 用 拉 格 朗 日 箭 于 法 , 记 


A 
得 Fh 章 本 Li 
| : 2 (Fp) +2 (er) 


令 钱 关于 记 ,'…，Bm 和 和 1，…, Ms 的 偏 导数 为 零 ,得 方程 组 
-> Y,— es)) vw hhu = 0, 下 一 二 ?83 - 
DhanBy—rm0, ll, 
用 向 量 矩 阵 形式 天 示 , 得 
HATB+HA= EY (35) 
五 "有 一 ro (36) 
记 启 和 入 是 方程 组 (35)，(36) 的 解 ， 此 时 Ps 就 是 在 约束 条 件 
(34) 之 下 , 有 的 最 小 二 乘 估计 ， 
由 (8 中式 得 到 


s OY +， 





Ay= (FE) 1R'F— (TF) -1Hiy z 

=P.— (XH)-+Hiy (37) 

代入 (人 36) 式 得 
ro= H's=~ HA.— HX" RY-1HA, 

由 于 瑟 是 mxs 满 列 秩 阵 ， 所 以 五 "CX")-1 囊 是 sxs 满 秩 阵 ， 


因此 
ir=[H" (XE).HI (HA, —ro) (38) 


代入 (37) 式 得 到 
ABs=AB— (FT)HIH'(XTTT)1H]-1H"A—ro) (39) 
引 理 工 了 一 下 B]? 可 以 分 解 为 
iP -X=|l7— XBT+IT A- BDP+IT Be— A 
- (40) 
[证 明 ] ”由 于 
IB A (BREA— 8) 
= (PB.—Brt+Ar—A" XIA-BrtBr—p) 
一 (B.— By) "TI" (A Bs) 
+ (Ba~B)X"T Br—AB) 
+2(BL. ~ BN) (Bn—B) 
-XB Br) + Bs) 
+2(B.— Bn) XT (Ba—B) 
而 由 (37)，(38) 式 得 
(BA.—BD)" TRB A =H (BA -ro—ro) =0 
FU TPA PIEB B+ Bs-AP 
将 上 式 代 入 (832) 式 立即 可 得 (40) 式 成 立 ， 
由 (40) 式 可 以 看 到 , 当 B 一 Bs 时 ,有 
RBA min |Y—X8l:-|F -Zh 


一 下 十 | 工 ( 记 一 让 BP (41) 
» 100， 





下 面 计算 召 (B3， 并 获得 在 约束 条 件 成立 的 条 件 下 ，<? 的 无 偏 估 
计 , 利用 (39) 式 
I CBB) N= (HA —roO) LH (AIR) HI (HA -ro) 
=-(H"A.— HB+H'RB—ro [H(I RH] 
x (HB.— HB+ HB—ro) 
= [H(A.—AN)LH RE HI HB.— BA) 
+{(H'RB—r0)" [H(A"E) AH] (HSB?ro) 
+AH"B— PTLH(RT" HHI(HRB—r) 
由 (14) ，(15) 式 得 到 
E{[H™(A.— BAITIH (A XH HB ro)}=0 
E{[H"™(B,— PJ[IH (RE) HLH" (A —B)]} 
-EF{(B.—A'HIH" (XX) HH" (BB8)} 
一 节 { 再 [页 (下 + 下) 五 ] H'S;,} 
-tr{HEH (TR).H]-IH'T(T Xo) 
=otr{[H" (RT)-H] HH (RY)!H} 


BEB{lX (Br— Ba) | =—s0° 
+(H'B-—ro)' TH (XR) HI HRB-ro) .. 
BER) -BRD+E{|Y (A.— Pa)l’} 
一 名 一 名 十 ja2 十 (再 有 一 9o)7 [LH (TAX) AH] 


we {HA—ro) 
所 以 当 约 东 条 件 (34) 成 立时 ， 
‘BRDY = nm— m+so’ 
因此 | 


是 ec 的 无 偏 佑 计 ， 








类 似 于 定理 1, 有 

定理 关于 线性 模型 (了 , 下 8B, o21,)， 其 中 于 是 nxm 人 
>m) 满 列 秩 阵 ， 了 是 正 态 变量 。 记 约 东 条 件 是 五 "B87。6， 其 中 
互 是 mxslm>s) 满 列 秩 阵 , 则 对 于 由 (21) 式 和 (4 了) 式 决 定 章 如 
和 三 , 有 

(1) BI- B= (HA -ro)" TH (XA)+HIH"A,—ro), 
ER(RI— RY -oH+(HP—ro) "LH' XK)1H](H'B—ro) 

(2) 当 约 东 条 件 百 *8 = wo 为 真 时 ，B9 一 芭 与 到 相互 独立 ， 
(B89 一 BR8)/o? 服 从 于 x*(8) 分布 ,Bo* 服 从 于 (wm 十 和 ) 分 
十 z 


2_D 
1- 再 大 .an G2) 





服从 于 了 G8， % 一 19) 分 布 . 
[证 明 ] ” (了 D 上 面 已 证 明 , 现 证 (2). 
出 定理 1, 局, 服从 育 (B，( 斑 7? 芋 )-1o?) 分 布 ,因此 
cov (五 * 语 ， HA) = Hreov(p,, BH 
=H"(X"A)- Ho 
所 以 当 二 "B=ro 为 真 时 HH" 服从 入 (ro, 瑟 "( 民 " 尺 )~1Ho 芳 分 
布 , 由 第 3 章 习 题 5 知道 
CHB)" {HRT) Ho AHR) — 
z z (43) 
服从 于 自由 度 为 3 的 2 分布. 

由 于 弄 一 玛 是 房 的 函数 ,所 以 由 定理 工 知道 , 它 与 到 独立 ， 
/a? 服 从 x?(w 一 m) 分 布 ， 因 此 由 (42) 式 决定 的 统计 量 也 服从 
(s,m 一 m) 分 布 。 并 册 定 理 2.2.3 知道 , BRB?/o? 服从 于 Xe 一 各 
十 分布 ， 

3202 。 





宇 、 关 于 参数 8 的 假设 检验 和 置信 区 间 
下 面 我 们 假定 了 服从 正 态 分 布 
1. 一 个 参数 函数 的 推断 . 


设 9 一 冯 mp: 是 未 知 参数 尼 的 某 一 给 定 的 线性 函数 ,6 的 最 小 
二 乘 估计 是 
凡 = 《04 Chem) 应 (44) 
显然 它 是 9 的 线性 无 偏 信 计 ,其 方差 为 


1 
D(6) = or(@s, +, qm) | : je 
Thin 


ee 








0 VE tn—m) 
(45) 


Ty 3 - 


利用 $3.2 和 $38.8 的 结果 ,有 

关于 检验 假设 及。(9 一 66), 则 我 们 当 ] 名 二 LVR 一 n> tn 
时 拒绝 假设 豆 o(2 bo)， 否则 认为 试验 结果 与 假设 责 无 显著 关 
异 . 


而 9 的 置信 度 为 1~a 的 置信 区 间 是 (B@, 多 )， 


其 中 Bi 
: Rui 


2 = 夺 ++ fa/2" 








~ Nm 
特别 地 到 06= 8， 即 考虑 假设 五 ,C8,= Bw), 由 (45) 式 得 到 工 统计 
最 是 





ee Bbw _ : 
下 Bo Y 一 1 (46) 


108. 


ET pe 1 Ht rr 二 in hit phe ppp hi ip mh - 





其 中 Ou 是 方 阵 CS (总 * 开 ) 开 对 角 线 上 第 《个 元 素 . 
类 伏地 ， 记 的 置信 区 间 是 





BS ,Rov Ou i f Rov Cu 
(8 /和 rp Pi+ 人 7 NR ) 


32， 几 个 参数 函数 的 推断 

设 8=.H"B, 吾 是 已 知 的 加 Xs(3< 之 1m) 矩阵 ， 肘 秩 为 史 96" 

(9 …, 0), 和 ,处 是 有 的 s 个 确定 的 线性 函数 ， 它 的 最 小 二 

乘 帖 计 是 
.= HB - (47) 
‘EO = HE(A) = HBA=0 C48) 
DEN = HDA)H -oH'(XTH)H Ao D,, 

运用 第 2 章 习 题 5 (6 一 "Dail (一 息 /o? 服从 知人 8) 分 布 , 且 由 
定理 1 知道 它 与 现 独 立 ,所 以 

Fo GD" D000) nm 

Ba? 如 


必 


(49) 


服从 于 (s, % 一 mw) 分 布 . 
关于 假设 五。 0 下, 
考察 偏差 虑 一 06, 则 运用 (48) 式 , 容易 计算 


BE|1C0.—6%)" Dr.—0)} 
~ tL (HB-00)" Da (HB 


5 ， . 当 Ho 为 真 时 
| HB-0)"Dii(H"B 一 00)>os， 其它 





而 吾 人 二 3 =o, 与 假设 下 无 关 ， 所 以 也 统计 量 (49) 在 


假设 于。 不 : 真 时 有 偏 大 的 趋势， 也 就 是 说 , 辫 统 计量 的 大 值 表 明 试 
验 结 果 与 假设 五 。 有 偏离 。 因此 对 水 平 为 m 当 王 > 时 拒绝 假 
.104 | 


设 互 . 
利用 定理 2, 也 可 采用 下 面 的 方差 分 析 表 全 





表 1 
方 妆 来 源 平 访 和 
候 吕 学 "8~ 旬 引起 的 嫩 一 本 和 二 (于 ~ 了 2) 
剩 人 寻 可 min(P 一 BY -| rp | 区 
站 人 各 一 扩 
总 和 B= min (FT— XY 加 一 各 4 十 总 
网 
{下 一 记 辣 


则 当 假 设 五 o(gG= 0) 为 真 时 ,， (BB 一 BB)/o? 服从 于 (3) 分布 , 且 
与 到 独立 ,所 以 统计 量 


当 五。 为 真 时 , 它 服 从 Fls, 7 一 nm) 分 布 , 与 统计 量 (49) 一 样 可 作 

为 检验 假设 瑟瑟 "B= 如) 的 统计 量 ， 实 际 上 , 由 (43) 式 可 见 

Ri— Ri~ (B,—00N) Di — Oo) 

所 以 由 (49) 式 给 定 的 统计 基 与 由 (0) 式 给 定 的 统计 量 是 相同 的 . 
特别 地 , 如果 了 "8== BB, 和 欲 检验 的 假设 是 Ho: B=0, 则 有 | 


Ri— 6 一 min( 了 ~ XA)"(Y—XB) 


-min(Fr~ 工 DJ)r( 一 全 D) 一 人 房 (51) 


这 个 量 又 称 为 偏 平方 和 ， 它 震 示 消除 了 三 1， 且 1 ty i 
了 nm 的 影响 以 后 ， 宇 ， 对 了 的 影响 ， 其 中 Cu 同 (d46) 式 中 的 定义 ， 
关于 检验 假设 五 o(B 一 的， 由 (450) 式 定义 的 检验 统计 量 王 可 
以 每 为 
”图 关于 方 天 分 析 方法 的 详细 过 论 见 3， 
+ 105 。 


“ rr 和 





局 


F--0 %—”) (52) 
当 五 ,CB8, 一 00 为 真 时 , 它 服 从 了 (IT nn 一 2%) 分 布 . 
六 、 关 于 站 的 预测 


仍 以 例 芋 为 例 ， 在 有 些 时 民 , 我 们 需要 通过 过 去 不 同时 刻 太 ， 
…， 如 对 质点 位 置 的 观察 数据 办 ，…， 预测 未 来 革 如 时 刻 质点 


”的 位 置 5o， 显然 So 的 预测 量 可 用 相应 的 经 验 回 归 方 程 (1T3) 式 


总 一 癌 十 应 而 

得 到 ， 其 中 如 和 应 是 运用 历史 数据 ( 右 ， 妨 )，…，( 直 ,gs) 所 获得 - 
的 “和 8&8 的 最 小 二 乘 估计 . 

一 般 地 ， 对 于 一 组 指定 的 Yo 一 《Yol， hi Wom) ™, 由 经 验 同 归 方 | 
程式 (13) 式 ,其 对 应 的 了 e 的 预测 值 是 

afb owhb (53) 

这 个 预测 量 的 好 坏 依赖 于 它 可 能 误差 的 天 小 ， 因 而 我 们 常常 
希望 考虑 这 个 误差 而 给 出 一 个 类 似 于 置信 区 间 的 预测 区 间 ， 我 们 
知道 了 6 是 随机 变量 , 且 假 定 它 服从 正 态 分 布 , 它 的 分 布 是 下 (we89， 
0 ， 而 现在 的 预测 量 了 6 具有 两 个 误差 源 ， 一 个 是 来 自 于 了 6 的 
均值 估计 “5B, 另 一 个 是 了 的 实际 信 与 它 的 均值 之 间 也 及 离 . 
而 均值 估计 的 误差 本 质 上 是 由 卢 " 的 抽样 误差 所 决定 .如果 有 和 

oz 是 已 知 的 , 则 了 的 985% 概率 的 预测 区 间 是 

(z38 一 .96r， 池 有 +.96c) . 
此 时 Fo 属于 这 个 区 间 的 概率 正好 是 0.95、 而 现在 除了 zo 以 外 ， 
有 8 和 3 都 是 未 知 参 数 ， 因 此 就 必 圳 借助 于 它 的 估计 来 建立 这 祥 的 
区 河 . 


令 
ZAYo— wb, (5b4) 


则 各 服从 正 态 分 布 ， 且 由 于 To 与 YE, …, 了 独立， 应 与 形 独 
» TO0 » 


=- 





立 ,所 以 4 与 如 独立 ,因此 
EI— EFo— PeiBr) =21B8—r8=0 
DO) = 了 (Fo-z8D) = DYo+ DIA) 
一 好 2 十 厅 20 革 下) 一 130 
一 O 谋 十 55( 有) wo} (B55) 
统计 量 z 
2 


1 
TP 
{1+o5(E"T) wo) Fol 一 各 


一 Po—wsBr » 1 (56) 
[1+e5CX ?TT ) -p13 Ro/ vn — mm | 


服从 于 自由 度 为 (mn 一 ?00 的 i- 分 布 ， 由 此 可 以 得 到 水 平 为 1 一 a 的 
预测 区 何 ， 





(Po, Poo) 
其 中 z 
Po matbs— to pe {lt os( IE)- vo} 3 
(B57) 
他 ai Bo {1+o(?) ro} 3 
nO— 7 

它 表 示 

P {P01 < 了 一作 -1—ua (658) 
七 、 例 于 


[ 例 8] ”在 平 炉 炼 钢 过 程 中 ,由 于 矿石 及 炉 气 的 氧化 作用 ， 
较 水 的 总 舍 碳 量 在 不 断 降低 ， 一 炉 钢 在 治 炼 初期 (溶化 期 中 总 的 
去 碳 盟 与 所 加 的 酚 种 洲 石 (天 然 矿 石和 晓 结 矿石 ) 的 加 入 重 1 
总 及 熔化 时 间 也 a (熔化 时 间 僵 长 则 炉 气 去 碘 量 愈 多 ) 有 关 ， 经 
实 调 某 叶 平 护 的 相应 数据 如 下 : 


全 本 例 选 自 形 季 ，“ 同 归 分 析 人 简介 六 数学 的 实践 与 认识 , 第 三 期 , 1971 年 。 
07 ， 


tr be ep rr 





- 


次 2 某 平 护 冶 炼 初期 总 去 碳 量 与 矿石 加 入 量 及 熔化 时 间 的 记录 


多 | 略图 | 罗 j65| 人 | cw | 者 | 师 j6 各 

1 半 . 吕 802 号 了 SO 06 了 个 站 
9 | 3.6458 7 9 | 各 || gr | 5.6sd | 12 | 5 
3 | 4.4880 | 5 | 1 | a Hos| ssss | 6 | 1 
4 | 554s | 12 | 3 | 4 dog | s.102 | 19 | 7 
5 | 5.4970 1 | 20 | ea | 30 | 5.80 | of 2 
6 | 3.1125 3 1 [1 a0 la | a.483 | 5 | 也 
5.1182 总 17 书生 号 人 和 4.6569 4 二 各 
避 .B759 必 世 39 33 .52312 0 20 
9 | 4.6700 7 | 8 sa7 a4| 48650 | 6 | 16 
10 | 4.9536 ol 23 {| 55 | 35 | 5. | 4 | 17 
| 5.000 | 3| 1 1 eo se |! a.6ms8 | 10| 4 
12 | 5.2701 ol 1 | a | ar | 235 | 4 | 14 
13 | 5.8772 | 8 | 4 | so0 | 38 | 3.8i4 | 5 | 1 
14 1 5.4849 | 6 | 14 | 51 | a9 | 4.509 9 | 18 
让 | 4.5960 | ol 2 | 5s | 40 | 5s1588 | 6 1.18 
16 | 5.6645 3 | 14 si | 41 | 5.4373 5 1 18 
17 | 8.0795 | 了 | 12!1 56 a2] 39960 | 5 | 1 
18 | 3.21954 | 16 | 01 a8 | as 1 480%0 | 8 | 4 
19 | 580r6 | 6 | 1 | a5 | 41 4.0623 | 2 | 13 
20 | 4.7306 | 0 | 15 | 52 las | 2.2905 | 7 | 8 
21 | 4.6805 | 9 | oo| a0 a6 | 4715 | 4 | ww 
22 | aim2 | 4| 6 | 33 | 2r | #.5310 | 10| 5 
28 | g.6104 | of 17 | 47 4 | 5.337 | 3 | 17 
3 寻 8， T1744 9 4 和 人 9 疙 .0771 生 lB 
25 | 3.8926 2 51 39 





由 经 验 知道 ,Y 与 娘 1, 和 卫 s 之 间 可 用 下 面 这 一 线性 关系 描述 
Y=BtAT+ B+ Bd ste 《59) 
其 中 。 是 服从 下 (0, co9) 分 布 的 随机 变量 . 
要 求 通过 上 玫 给 出 的 实测 记录 ， 定 出 未 知 参 数 BA (Bo，B, 
Bs Bo) 和 oz. z 
运用 最 小 二 乘法 , 正规 方程 是 
ea 05 。 


+ 





hn Bo Boa BNp Po ZF, 


Zin ZW Bowe Zeurn | Bi | | 之 Y ra (60) 
Bia Dood Dus Fmt | Bs ZY 


了 os Doty Dota ZHs /Ba EY wo 


由 于 关系 式 〈《59) 中 存在 有 常数 项 Bo 所 以 在 具体 计算 时 , 党 
常 把 (59) 式 改写 为 - 


了 ,一 p 十 记 (oa 一 而 ) +Ba(ma— Ts) + Blwa— Ta) 6 《6 
其 中 有 人 二 襄 ro j=1, 2 3 
1 会 Bo 上 + Btit+ Bete t+ Bars 
对 应 于 (81) 式 ,正规 方程 可 改写 为 


no 0 Oi ZY, 


0 ty ps hs | Br bo 
= 62 
0 hs lo 了 8 | ko 3 
0 bg fa fss Bs : js 
其 中 FAL DY, iwADY.-Y) 


EJ 


A —7) {wy — 人 ty), 了 一 二， 2, 3 


jn 人 A (vy) (wa — Ly), 9 k=1, 2 3 


显然 ,方程 (62) 又 可 写 为 
lh bs ba\ iB Lou 
: a) es) 
hs Tey ts \Bs jos 


Bo—? — Bi (64) 
-ss 1209， 


Hr a PP PE pe FE Pe EP EE re . 





hi a ha 
记 | bs i log 


hs lo loa 
则 有 
%n OW fi 0 
aI) 
0 工 a LIL- 
利 = > 一 (Bo+ Bw + Borin t+ Parva) ]? 
=- 守 [ .7) Be- ] 
-lwo— Bio (66) 
由 表 中 数据 计算 得 到 


n=40, ZY,=224.5169, YF =4.582 
3eu 一 259, z=—65.286 
Sma-b18, zs=1l.796 
Drs=2411, 2 一 49.204 

lo—44.905 

1 一 662.00， a= 一 918.1428，1 = 一 388.8571 

1 一 1753.959， t=776.0408, fs=6247.959 - 

l=—6.482896, 1 一 69.18047， 10s=245.5713 

代入 方程 组 463) 得 . 

662.00 “一 918.1428 一 388.8571\ /Bi\ /一 6.432986 
ES 1753 .959 ru 入 | 人 89 
一 388.8571 776.0408 6247.959 八 8 ‘\245.5718 

和 Po=4.582—5.2868,—11.7968,—49.20468; 
662.00 一 918.1428 | 


记 系 数 阵 sa -os 1758 .959 776 .0408 
—388,8571 776.0408 6247.959 





则 容易 算得 天 的 道 降 是 
0.005515 0.002894 ”一 0.00001623 
o-oovar| 0.002894 0.002122 ”一 0.00008345 
一 各 .00001623 —0.00008345 0.0001694 
B 的 最 小 二 乘 央 计 慎 基 
B=0.1606, Bs,=—0.1076 
B=0.0859, B=0.7014 
所 以 站 关于 1 和 2 是 3 的 经 验 关 系 式 是 
-0.70144+0.,1606T 0.1076 于 ,十 0.0859 玉 ， 
由 (65) 式 得 
= — DB,=44.905—15.280=29.675 
Fe 


1 
他 2 一 2 .08 0.659 


灼 一 匠 b. 





=0.81 
”下 面 考 忠 检验 问题 ， 例 如 要 求 检 验 两 种 矿石 加 入 量 的 大 小 对 
初期 总 去 碳 量 有 无 显著 影响 , 这 个 问题 就 归结 为 检验 假设 


五 ， (e)-o 
Bs 


此 时 ， R= min (Y -XA)'(Y -X68) 


=min > [Y,— (Bo Bama)]? 
med t=1 
—tlo— Balos 


A _ hs _ 245,57138 _ 
其 中 As 一 下 一 6247 .959 0.0393 


Ri=44.905—9.6651 35.254 
RI— Bi~35,254—29.675=5.579 
慌 入 (50) 式 得 
.111， 


TO ape ee PP tr rp beter i ee A EE er 





对 水 平 a=0.05, 自由 度 为 (2, 45)， 查 附 必 4 得 Fa=3.205， 现 
在 万 -4.28 汪 FP 故 拒 绝 假 设 ad( A )-°), 这 表示 两 种 矿石 加 


入 量 的 多 少 对 冶炼 初期 总 去 碳 量 具有 咀 著 影响 ， 

在 结束 这 一 节 时 ， 还 想 指出 这 节 所 处 理 的 模型 的 特点 是 要 求 
关于 未 知 参 数 呈 线 性 关系 .也 就 是 说 如 果 因 变量 YY 和 让 变量 了 1 

:, 也 wm 之 间 服 从 关系 式 
Y=f (Hy, Bn, Bo, Bs wy Pn) te 

则 和 要求 了 是 未 知 参 数 Bo,…，Bm 的 线性 函数 ， 在 有 些 应 用 中 了 明 
不 是 Bo,…,Bn 的 线性 孙 数 ,但 是 通过 某 种 变换 可 以 化 为 线性 函数 ， 
也 仍然 可 以 用 这 节 所 介绍 的 方法 处 理 ， 例 如 要 研究 猪 的 体重 (1M) 
与 它 的 身长 ( 妃 和 历 转 (B) 之 同 的 关系 ， 从 经 验 知道 它们 之 间 应 


具有 关系 式 
M=O:Li. Re 


其 中 了 (0, Bi, B82) 一 CI4R4， 它 不 是 未 知人 参数 O, Pr，Ps 的 线性 
函数 , 因此 它 不 能 用 这 节 的 方法 处 理 . 但 只 要 对 它 取 对 数 ,就 有 
log M=log C+A log L+Bslog RTe 
记 YAlog M, Bo 人 1l0gO, 下 1 人 log 工 ,了 slog R, 则 上 式 又 可 写 为 
闻 一 Bt 全 3 十 Ba 人 2 二 

它 是 个 线性 模型 ,因此 关于 Bo,，B1， Bs 可 以 获得 最 小 二 乘 估 计 Bh 
所, 局, 相应 地 就 可 以 得 到 未 知 参数 的 估计 Oe 局 ,P. 

在 利用 最 小 二 习 法 拟 合 数 学 模型 时 ， 有 了 时 可 能 有 很 多 因子 对 
因 变 量 Y 起 作用 . 这 时 就 要 求 从 众多 的 有 可 能 影响 站 的 诸 因子 中 
挑选 出 一 批 对 Y 起 主要 作用 的 因子 ， 以 建立 起 一 个 优良 的 数学 模 
型 ， 对 此 可 利用 逐步 回归 方法 处 理 全 . 
”GD 可 参 痢 上海 吓 宛 大 学 数学 系 概率 统计 教研 组 , 4 回归 分 析 及 其 试验 设计 ?。 
了 


er + 





[ti 


$2. 回 归 分 析 


一 、 胃 归 的 概念 

在 上 节 中 , 讨论 了 线性 模型 红 . 委 一 代 . 信 的 统计 推断 问题 , 在 
线性 模型 中 ， 我 们 假定 让 变量 斑 ; 是 可 以 测量 和 控制 的 非 随机 变 
量 , 了 是 随机 变量 ， 且 已 知 了 和 廊 , 之 间 服 从 菜 种 线性 关系 。 要 
求 通过 下 ,和 了 的 观察 ， 估 计 其 中 的 未 知 参数 B 或 检验 某 卫 w 对 
了 是 否 有 影响 ; 对 某 些 特定 的 全 的 值 预测 了 等 等 。 在 许多 实际 
问题 中 , 还 经 常 要 求 处 理 另 一 类 十 分 相似 的 统计 模型 , 所 不 同 的 是 
在 那里 自 变 量 开 也 是 随机 变量 ; 类 似 地 要 求 研究 估计 检验、 预测 
等 统计 问题 ， 例 如 ， 

在 气象 学 中 , 希望 基于 在 某 几 个 时 刻 对 大 气压 的 测量 , 要 求 巴 
测 玫 小 时 以 后 的 气象 情况 ; 

在 纺织 工业 中 ， 大 家 知道 纱 的 质量 是 与 原 棉 的 质量 具有 很 密 
切 的 关系 , 而 原 棉 的 质量 往往 与 其 品种 .产地 有 关 . 因此 为 了 预测 
和 控制 钞 的 质量 ,就 必需 研究 棉花 的 质 重 指标 (如 棉花 成 熟 度 、 细 
度 ,强力 .长度 均匀 度 . 杂 质 等 ) 与 纺 出 的 纱 的 品质 指标 之 间 的 关系 ， 
从 而 和 通过 对 各 种 原 棉 的 合理 搭配 , 以 保证 所 纺 出 的 纱 合乎 要 求 . 

， 宇 以 上 二 例 中 ,都 要 求 研究 某 个 随机 变量 陪 ( 如 几 小 时 后 的 气 
象 情 况 或 纱 的 质量 ) 与 另 一 些 随机 变量 于 1, …, 于 (如 大 气压 或 
原 棉 的 成 熟 度 、 细 度 、 强 力 、 长 度 均 名 度 , 杂 质 ) 之 闻 的 相互 关系 , 并 
通过 对 五,,…, 世 » 的 测量 , 预测 在 今后 可 以 观察 的 变量 了. 在 这 
里 ,一 个 自然 的 问题 是 如 何 选择 一 个 好 的 预测 器 呢 ? 


设 随机 变量 至 ， Y, 全 【人 人 1， "yy 计 m) 是 澡 维 随机 向 基 ， 它 


是 可 以 预先 测量 的 , 希望 遗 过 立 预测 工 ， 也 就 是 说 要 寻找 一 个 函 


数 Y 一 并 (一 区， zm)， 当 芝 的 观察 值 为 4 时 ,就 把 MM(w) . 


作为 对 了 的 预测 值 ， 当 然 一 般 总 希望 一 个 好 的 预测 ， 其 均 方 预测 
.113， 





误差 应 达到 最 小 , 即 
E[Y ~ M(X)]*~min BLY ~L(X))’ 
其 中 min 是 对 一 切 z 的 (可 测 ) 函 数 上 (x) 取 极 小 , 对 此 有 
定理 1 当 寻 (于 ) 取 作 为 条 件数 学 期 望 
M(Z)= BITIT] 
时 ,使 得 (也 式 成 立 ， 即 
0 工会 再 [7 ~ BIY|XI]]} -minE[lY L(Y) 
和 且 半 ( 卫 ) 与 了 具有 最 大 相关 ,有 即 
plY, MIX)) =maxp(Y, L(X)) 


[证 明 ] 《 仅 对 连续 型 情形 给 出 ) 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


设 《于 , 了 ) 的 分 布 密度 是 ,ffe， 幼 ， 开 的 边际 分 布 密度 是 


户 (o)， 工 关于 工 的 条 件 分 布 密度 是 
fo) wp 
relo-| Fe) A 0 
0, 当 (8) =0 
则 了 关于 互 的 条 件 期 望 是 
MO) ABY |s) = Juf ln)ay 


BY -LX | ty L010, 的 am 


-| {w]e, Yaray 


+ 引 上 | 一 GO] EH 0) —L (0)]f (0, yaw dy 


+)):|Ea 0) —L()I ke, Dardy 
.114、 


0 





由 于 : z 
/ (| y—M (ILM (0) —L (of to avdy 
二 -| [y—M() ILM Ce) — Lo) (yo (ody dr 


.=| /i 0 rf) [ly (yl)dy— Me) lds 
-0 (5) 
因而 , 
BIY —L(X)]*— EY—M(X)]?+ EIM(X)—I(X)]® (6) 


(6) 式 右边 第 一 项 与 工 (了 ) 无 关 , 第 二 项 大 于 等 于 堆 ， 它 等 于 堆 
的 充 要 条 件 是 
训 ( 卫 ) = 上 {有 】) 全 ,名 


它 者 示 当 二 ( 互 ) 一 (了 ) 时 , 吾 [Y 一 工 (下)]* 达 到 最 小 值 BI[Y 一 


MIX)]. 


和 





在 (6) 式 中 取 工 (也 ) BY, 并 注意 到 吾 [M()] 一 BY 了， 有 
D(YY~ DIY—M(X)] +D(MCR) ox+ DMCX)) (7) 
考察 : 
oov(Y, L(A)) =o0v(M{F), L(ED)) 


+ ff {tr Re)] —[M(X)— BMCT))) 
x{LCXY— EL(XNN es, Wide dy 
=cov(M(Z), L(A)) 
特别 取 L(X) 一 戏 ( 卫 ) 得 
oov (FY, M(X))=00(M(Z), M(TE)) 
=D[IM(CXYI>0 








, Vil, LOX 
FO, LXNADTIDLTT 


Cov (M(), L(X)) 
DAY }DPLL(X) 


_ coviCM (wn), LC(X)), DIM CXYY ,DIMCXYY 
DIMCRIDIMNEY DY 万 [ 了)] 


=PM(E), LC(F)) pF, M(KE)) 
<pY, MIX)) 

所 以 [pF, LCXTN | SplY, MOF)) 
”由 工 的 任意 性 , 因此 (由 式 成 立 . 

上 式 “= ” 威 立 的 充 要 条 件 是 

IpCM (KX), 五 ( 互 ))1=1 
即 工 是 MM 的 线性 函数 ， 

在 统计 学 上 , 我 们 称 

y=M(e) = BLY | ="] z (8) 

为 了 关于 不 的 回归 轴线 . 


记 
mxAY Ep, MG 的 


其 中 叶 人 DCP)、wy,zx 称 为 相关 比 ， 由 (7) 式 得 到 


Wy, x = 1 一 . (10) 
由 此 可 见 ， 当 mr,x 趋 近 于 1 二 时， 预测 误差 方差 oz4.x 趋 近 于 0, 即 
预测 误差 赵 近 于 0, 此 时 了 盖 惠 ( 王 )， 而 当 my,z 接近 于 0 时 , vy, x 
接近 于 只 ,这 说 明 运 用 互 不 能 压缩 了 的 方差 ， 所 以 相关 比 rr,x 
提供 了 一 个 度量 了 与 互 = (下 ，…， 开 wz 之 间 的 联结 程度 的 尺 
度 , 或 者 说 是 了 的 预测 精度 的 尺度 . 

[ 鲍 1] 设 ( 半 ,了 ) 服 从 二 元 正 态 分 布 ,分 布 密度 是 

了 TI 全 ， 


od 





| 、, 1 一 
fe, 的 -P| 2(1— pp [ {FE 
.22 这 一 AD 一 Ha) 人 一 Ha) 有 
oz 


如 102 


则 容易 计算 得 
方 (四 一 一 = exp (-《34 | 


7 B50 1 


1 
ey “) 


x [ly 一 mA (tO— jh1) ]} 





Mo) ~ | yf Cyle) dy — pat B22 (mp) 
. . 1 
”所 以 了 关于 站 的 同 归 曲线 是 一 条 直线 ， 


区 一 As 十 P03 {wm — 1) (11) 
1 





二 、 线 性 回归 
由 销 工 可 见 ， 对 于 正 态 随机 变量 , 了 关于 有 的 回归 曲线 是 家 
线 , 即 回归 函数  (o) 是 z 的 线性 函数 .大 家 知道 , 正 态 变量 在 实 
际 问题 中 最 常见 .. 另外 , 对 于 非 正 态 变量 , 同时 曲线 一 般 不 是 强 性 
函数 , 伍 此 时 要 从 观察 的 数据 资料 来 寻找 回归 应 数 十 分 困难 , 因此 
也 常常 要 求 寻找 一 个 线性 函数 
J = gq, 1 Wm) = 0 Bi "+ Brntom 
使 得 yg( 荆 ) 与 了 的 均 方 差异 达到 最 小 , 即 
Ef{lF— (+A + Bn nm) | = inin (12) . 
其 中 min 是 对 于 的 一 切线 性 函数 取 极 小 . 
满足 (12) 式 的 线性 函数 通常 称 为 了 关于 下 的 回归 直线 ， 下 
面 我 们 来 求解 同 归 直 线 的 系数 4& 和 6"= 85 … pm)， 


一 一 -一 -一 一 一 -一 一 一- 





Lla, BAB{IY— (gtBAi+ + Bn 人 Tn) } 
一 + Rr —28 Rrrt+ DY) (18) 
其 中 BAEY— (a+BBXI+:+PB BY,) 
RrzAa BE{(X— EX)(X— EBX)" 
D(HR1) og0v(,,， 玉 2) 1 COV( 及 1 素 m 
: | 


和 


y(n 1) COV( Rm, Ro) … DC 


oov(Y, 于 |) 
民 Rx7 会 ; 
oo0v{F, En) /ml 


用 微分 方法 求 (a, B) 的 极 小 值 , 得 方程 组 


b=0 
| = Rrr : 《9 
”- 解 之 得 线性 回归 系数 
BY)—PIB(XI)——B BI) 

=—B(F)—p8" E(X) (15) 

| B= RirRrr 

这 里 假定 五 斑 存在 . 
因此 了 关于 三 的 回归 直线 是 

yatp wa thitt Pitst “+ Bwtm (16) 


其 中 a', B" 由 (15) 式 给 定 ,而 最 小 线性 预测 误差 方差 是 - 


x 人 min El ~ (at+B"X)]} 
=B{[Y — (e+pB")]) : 
“or— RirRirRrr . (17) 
”由 民 配 、(16)、(17) 式 可 见 , 对 于 线性 回归 , 它 仅仅 是 由 了 和 
六 的 均值 .方差 、 协 方差 (二 阶 矩 ) 所 决定 ， 而 并 不 需要 知道 分 布 的 
.IIS 





其 它 知 识 ， 
类 似 于 定理 1 有 : z 
定理 2& 对 于 了 关于 尼 的 线性 回归 函数 «+8"" 卫 ， 有 
(DD 它 是 了 的 均 方 误差 最 小 的 线性 预测 函数 ; 
(2) 它 也 是 与 了 具有 最 大 相关 的 线性 函数 
[证 明 ] (1》 是 显然 的 , 现 证 (2). 、 
对 任 一 马 的 线性 画 数 “十 6* 工 有 
cov(Y, at+f"X)=o0v(Y, BR) -PRiy -BP'Brrp 
Ov, oH XI- RD(L B20 
由 柯 西 - 许 瓦 兹 不 等 式 ,得 
(BBRrrB")"e (BRrrB)* (BRrzp”) 


covs(Y, at+B"X)_ (BRrxB')’ 
p2( 了 ， HEA Dare) -oR 


过 《68"” 天 zz 的 _ oovi{F, ot+ XA) 
Tv yD 二 证" 


”会 POF, o'+ "PB") 
所 以 lelY, a+pB'X)|<p(Y, e+B"E) 
由 “和 局 前 任意 性 ， 得 知 线性 问 归 函数 是 与 了 具有 最 大 相关 的 线 
性 函数 ， 
记 Py, Xpy,cr, TPT, 二 于"B") 
= (BirRiiBr)t/er (18) 
pr,z 称 为 复 相关 系数 ， 它 指出 了 了 与 下 之 间 的 线性 相关 程度 . 
如 果 pr x= 1， 则 说 明王 是 三 +，…， 工 w 的 线性 函数 (在 概率 工 章 
义 下 ), 反之 亦 然 . 
”显然 


| Hv, zpr, 下 《19) 
对 于 正 态 分 布 有 | 


.Ir, X= PY, I, 


™ ' 


”在 大 量 的 实际 问题 中 , 了 和 芒 的 均值, 方差 和 协 方 益 全 部 是 
未 知 的 , 也 就 是 说 在 方程 (15) 或 (16) 式 中 的 BY, BX, Rrzx, Rrr 
都 是 未 知 的 ， 此 时 e*，" 就 无 法 求解 。 在 这 种 情况 下 ,往往 就 要 
求 我 们 通过 ( 王 :，…， 互 ww 了) 的 观察 值 , 来 合计 ao 和" 

设 有 ?个 观察 值 ， 是 {oi wags bo ge} 下 一 1，2， 多 
第 一 步 我 们 采用 抵 方 法 估计 互 和 了 的 前 二 阶 矩 , 记 


SG 阅 om 
Se 工 pa (gC—D (za 一 0，4 一 工 
BA > (pa 一 5 Poe), by j= 1 人 
SA 一 = 袜 (yw—D? 
用 ;和 记分 别 作为 均值 B 和 BX 的 估计 值 , 用 


分 别 作为 Ra Ryz 的 估计 值 ， 代入 (5) 式 就 得 到 线性 回归 系数 
3 和 fr 的 估计 & 和 请 为 | . 

六 一 和 一 (m1 1, En) B= At bnin C20) 
应 一 SRSyrx 


A 
Th a 
% 
NN. 
1 
Hg 
be 


其 中 


二 


yn unl 
类 似 地 , 复 相关 系数 的 估计 信 是 
Br= (Fr rr AS 
二 1 一 一 及 Er i drx 
rr (ern 
二 一 一 让 Srr 二 1 一 让 
YY —n(Y): 上 了 一 牛人 8 
Ri - Bi/n 
=1~— 1— 
. 一 ~ 
pr xz=MI- 冬 所 (29) 
其 中 三 -7 一 ( 8 ) (7), 同 人 .30 式 ,而 柄 和 从 好 是 线性 
预测 误差 方差 o 深 (由 (17) 式 给 出 ) 的 矩 估计 . - 

”比较 公式 (1.12) 和 (2), 两 者 在 形式 上 是 完全 一 臻 的。 但 是 
这 两 个 公式 的 含义 和 推导 过 程 却 是 不 同 的 . | 
关于 回归 分 析 的 含义 说 法 不 一 , 在 有 些 教科 书 和 文献 中 , 把 我 

们 在 $1 中 所 讨论 有 关 线 性 模型 的 统计 务 析 称 为 回归 分 析 ， 并 奖 
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似 地 定义 偏 相关 系数 ( 按 (32) 式 计算 ) 等 概念 。 在 本 书 中 我 们 将 
也 为 随机 变量 时 的 有 关 统 计 分 析 称 为 回归 分 析 . 虽然 关于 回归 分 
析 的 定义 很 不 一 致 ， 但 是 由 于 求 线 性 模 钵 的 未 知 参数 的 估计 的 公 
式 (1L.132) 和 在 回归 分 析 中 求 线性 回归 系数 估计 的 公式 (31) 在 形 
式 上 是 完全 一 致 的， 因此 从 计算 角度 讲 ， 这 一 定义 的 混淆 关系 不 
大 ， 
三 、 附 加 结合 的 度量 方法 . . 
下 面 我 们 来 研究 当 加 入 新 的 变量 瑟 wrtb… 王 ms 到 原来 的 自 
变量 世 ,，…， 瑟 。 上 去 以 后 ,对 匡 的 预测 精度 的 影响 ， 
由 (9) 式 和 10) 式 可 见 , 通过 变量 五 …， 了 mn, 对 了 的 最 佳 预 
” 调 的 均 方 误差 是 | 
OFT Tm (1 Rr 0 
而 当 加 入 新 变量 EE 后 ， 即 运 用 变量 .ND. 
,下 m+p 对 了 进行 预测 , 此 时 了 的 最 佳 预测 的 均 方 误差 是 
. TFT Tp) = (1 Or 0 | 
”因此 , 当 加 入 新 变量 瑟 stt， …， 互 os 后 ,对 了 的 预测 的 均 方 误差 
” 的 相对 压缩 比 是 / 
oF[ 计 一夫 NL —o¥ [一 境 TT 中 


RT 
atl mp Ee Or Ll1— rer,,m, Em 


谤 ,rr st) — Re Em (23)— 


| TL ~— Nyer,,., Xm) 
9rtctwaTmo'Czuze) 称 为 依 相 关 比 ， 它 与 相关 比 不 同 , 相关 比 是 
衡 村 了 与 五 之 间 直 接 结 合 程度 大 小 的 尺度 ， 而 含 相 关 比 是 衡量 
消除 了 三 :，…， 工 w 的 影响 后 ， 了 与 了 nyz，*…， 革 mts 的 铺 合 程 
度 , 即 附加 结合 程度 大 小 的 尺度 . 

“各 果 我 们 仅 研究 线性 预测 ,类 似 地 运用 (17) 式 和 (18) 式 ,此 时 
对 了 的 最 佬 线性 预测 的 平方 平均 误差 的 相对 压缩 毕 是 、， 
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i ，--. ee . . ..- i 加 。 一 


rr 


PScr pl A (24) 


Prerznw wp rw 称 汶 了 与 及 wri，*…， 三 ar 之 间 的 坊 复 相 
关系 数 . 它 表 示 消 除了 和 …， 和 wm 的 影响 之 后 ,上 与 这 +4 *…*， 
人 mtp 之 间 的 线性 结合 程度 . 
在 实用 上 ,对 prrsoztv zw 特别 感到 兴趣 ， 因 为 它 可 以 用 来 
扒 断 新 加 入 于 w+ 进去 后 是 否 有 意义 ， 即 至 mtt 对 提高 了 的 预测 
精 次 是 否 重 要 . 





z $3. 方 差分 析 z 
在 工农 业 生产 及 产品 试制 中 ， 常 常 需要 分 析 哪 几 种 认 素 对 生 
全 的 质量 和 产量 起 显著 影响 ， 并 希 加 知道 起 显著 作用 的 因素 在 什 
么 时 候 , 对 生产 起 最 好 的 影响 . 
例如 在 农业 科学 试验 中 , 为 了 提高 农作物 的 收获 量 ， 因地制宜 


地 选择 品种 ， 常 常 需要 比较 不 同 品种 的 种 子 , 施 不 同 种 类 .不 同 数 
“和 量 的 肥料 对 农作物 收获 量 的 影响 ， 并 从 中 找 出 最 适宜 于 该 地 区 的 


作物 品种 肥料 的 种 类 和 数量 , 以 提高 单位 面积 的 产量 . 
又 如 在 橡胶 配方 中 , 往往 需要 了 解 不 同 种 类 的 促进 剂 ;不同 份 
量 的 氧化 镍 和 硫化 条 件 对 所 得 橡胶 制品 的 质量 的 影响 ， 从 中 找 出 ， 
这 些 条 件 怎样 搭配 最 为 适宜 ,使 产品 的 质量 尽 可 能 地 提高 筹 等 ， 
为 了 解决 这 类 问题 ,一 般 知 要 做 下 面 两 步 工作 ， 第 一 起 设 让- 


”一 个 试验 ， 使 得 这 个 试验 一 方面 能 很 好 地 反映 出 我 们 所 感 兴趣 的 


因素 的 作用 , 另 一 方面 试验 的 次 数 要 尽 可 能 地 少 , 节约 人 力 、 物力 
和 时 间 ， 其 次 是 如 何 充 分 地 利用 试验 结果 的 信息 ， 对 我 们 所 关心 


的 事物 (因素 的 影响 ) 作 出 合理 的 推断 ,前 者 通常 称 为 试验 设计 ,后 


者 最 常用 的 统计 方法 是 本 节 所 要 介绍 的 方 束 分析 中. 


-外 斌 内 设 计 可 参 由 中 同 科 学 谋 各 学 研 欠 折 岩 计 刀 ， < 常用 数理 统计 方法 >，1978， 
,93 。 
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方差 分 析 首先 被 应 用 于 农业 试验 , 它 在 农业 、 工 业 , 生物 学 和 
医学 等 许多 方面 均 具 有 广泛 的 应 用 . 

一 、. 一 种 方式 分 组 的 数据 
”上 先 分 析 一 个 例子 

[ 例 贡 ” 某 生 产 队 为 了 比较 四 种 不 同 的 肥料 对 某 农作物 收获 
量 的 影响 .进行 了 下 面 的 试验 .他 们 选用 一 块 肥沃 程度 比较 均匀 
的 土地 , 并 将 这 决 土地 按 表 1 的 方式 等 分 成 十 六 小 块 。 同时 为 了 
尽 可 能 减少 土地 原 有 肥沃 程 度 差 异 的 影响 ， 采 用 表 1 的 方式 安排 
试验 ， 


窗 1 





在 下 1 中 ,4 表示 在 这 一 小 卖 土 地 上 施 第 $ 种 肥料 ， 显然 施 每 种 
肥料 的 各 有 了 四 小 抉 诗 地 ， 试 验 结果 一 一 作物 收获 车 由 天 2 给 出 . 
平均 收获 量 
(2 





我 们 希望 通过 表 2 给 出 的 数据 (试验 结果 ) 来 推 斯 ， 肥 料 对 该 作物 
的 收获 量 有 否 显 著 影 响 y 如 影响 显著 , 那么 施 哪 一 种 肥料 为 好 ， 

在 统计 学 上 , 我 们 通常 称 因 素 的 不 同 状态 为 水 平 ， 在 例 1 中 ， 
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考虑 的 是 一 个 因素 一 一 肥料 . 这 因素 具有 二 个 水 平 do 4 
As, As. 

从 例 工 中 看 到 : 

(1 旭 然 所 施 的 肥料 相同 , 其 它 生 产 条 件 也 一 样 , 但 相同 面积 
土地 上 的 收获 量 是 不 相等 欧 ， 这 说 明 该 作物 的 收获 量 是 一 个 随机 
变量 . | 
(2) 由 于 在 这 里 我 们 村 研 究 四 种 不 同 肥料 的 影响 ， 从 表 2 右 
边 所 列 是 的 平均 收获 量 可 以 看 出 肥料 对 收获 量 是 有 影响 的 .因此 
不 能 把 不 同 种 类 取 料 所 得 的 收获 量 视 为 从 同一 母体 中 所 抽 得 的 子 
样 ， 而 应 视 为 是 分 别 从 四 个 母体 Xi， Xs，Xs, XX 中 抽 得 的 4 个 容 
量 为 4 的 子 样 . 

现在 判断 肥料 对 作物 产量 影响 的 问题 ， 就 是 要 辨别 收获 量 之 
间 的 差异 主要 是 由 抽样 误差 造成 的 还 是 由 了 肥料 的 影响 所 造成 的 ， 
这 一 问题 可 归结 为 判断 四 个 母体 是 否 具 有 相同 分 布 的 问题 . 

由 于 在 实际 中 , 我 们 经 常 遇 到 的 是 具有 正 态 分 布 的 母体 ， 同 
时 在 安排 试验 时 , 陈 了 我 们 所 关心 的 因素 (如 在 例 工 中 的 肥料 ) 外 ， 
其 它 试验 条 件 总 是 尽 可 能 做 到 一 致 ， 这 就 使 得 我 们 可 以 认为 每 个 
母体 的 方差 是 相同 的 , 因此 在 这 里 , 推 斯 几 个 母体 是 否 具有 相同 分 
市 的 问题 就 简化 为 检验 几 个 具有 相同 方 尖 的 正 共 母体 ， 其 均值 是 
. 否 相 等 的 问题 . 

对 于 例 1, 也 就 是 假定 

(1) XX ， Xs， Xa，Xs 是 相互 独立 的 正 态 母 体 ， 分 别 服 从 于 
NOm, 0) 秀 布 , i 一 1, 23, 3, 4 

(2) Xuy j=1, 2,3, 4, ~1, 2, 8, 4 是 分 别 从 母体 关中 所 
抽 得 的 简单 随机 子 样 . 

可 求 检 验 餐 设 Ho p= Ma= a= Ht. 

下 面 我 们 对 更 一 般 的 问题 推导 统计 方法 ， 
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设 p 个 相互 独立 的 正 坊 母体 X, i 二 1 p， 泊 ~ 入 G0 
分 布 ， 记 四 
J Xn, 

是 从 第 5 个 母体 X 中 摘 得 的 容量 为 m 的 简单 随 裤 子 祥 ， 要 求 检 

验 假 设 


在 上 述 的 假定 之 下 , 如 果 记 


“入 yy 


2 ba 1 : 
} : mh 
| 太吉 . . 1 


避 m 1 
el : LA 。 
om | 一 1 ~ 
En i 
和 pp 和 半 1 如 式 重 
Ai 
BA| 和 
Fp 有 兴工 


” 则 爷 为 线性 模型 ( 色 ，Z8，c27.)， 因此 它 可 以 应 用 关于 线性 模 
型 的 最 小 二 乘法 理论 解决 , 但 由 于 在 方差 分 析 中 的 模型 , 炬 阵 工 经 
常 是 降 秩 的 , 因此 $1 的 讨论 不 作 进 一 步 推 广 便 不 能 直接 应用, 在 

”这 里 我 们 将 采用 直观 的 离 差 分 解 的 方法 处 理 . 
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Ho: m= n= "= hy {1) 





1 | 
,A 2 Ky (2) 


1 再 1 机 
了 A 二 六 名 一 二 妆 (3) 


S+ 是 从 第 # 个 母体 抽 得 的 子 祥 的 平均 值 ， 它 通常 被 称 为 组 宪 
均值 , 而 他 称 为 总 平均 值 , w 是 从 史 个 母 栖 抽 得 的 子 样 的 总 容重， 
由 (2)，(3) 可 以 推 得 


3 2 
由 此 得 到 -ED 
-SCE T+ TT) 
= 大 六 (Xt 


tml jl 


= We . (4) 


QEX 2 
QA h( 且 ;一 在 ?3 


从 {用 式 看 到 , @ 是 所 有 的 观察 资料 下 4 与 总 平均 数 的 兰 
异 的 平方 和 ,是 描写 所 得 全 部 数据 离散 程度 的 一 个 指标 。 它 可 以 
分 解 为 两 项 ,第 一 项 & 是 每 个 观察 数据 与 其 组 平均 值 的 差异 的 平 
方 和 , 它 反映 了 观察 了 js 抽样 误差 的 大 小 程度 , 而 第 二 项 Qs 是 组 
平均 与 总 平均 的 差异 的 平方 和 ， 它 在 一 定 程度 上 反映 了 各 母体 均 
值 之 间 的 差异 程度 ， 为 更 清楚 地 说 明 这 个 事实 , 分 别 计算 它们 
的 数学 期 里 ,得 


其 中 


已 


全 


cb i 





i a eC 


8(Q,)= 六 互信 We] 
-Do -po 
EQ) -mB(T 2T) 


= (Pp—1)o?+ > hp — 








其 中 jmp 
2 A 全 
记 SA 
(6) 
王公 WW 
多 一 
， _ 
则 BIS) =o (7) 


BSY) -+ 


由 此 可 见 ， 不 管 对 于 jv 的 假设 如 何 ，S1 是 o* 的 一 个 无 偏 信 
计 , 而 如 仅 当 假 设 吾 o(ua = Ha=… 一 上 oa) 成立 时, 才 是 的 一 个 
` 无 篇 司 计 , 着 则 它 的 期 望 值 要 大 于 cs， 这 说 明 , 比值 


S3 (1 一 19。 
7 一 遂 一 全 -全 (8) 
在 恨 设 豆 " 不 成 立时 , 有 偏 大 的 倾向 . 


现在 , 我 们 运用 第 二 章 的 结果 来 讨论 统计 量 六 的 分 布 。 
当 五 6 成 立时 , = 一 一 jp 此 由 (和) 式 得 到 


3 D3 (Ry—H) ?= +Qt+n(i 和? 


对 于 Q@， 它 有 % 个 线性 关系 字 (Xw 一 全) 一 0，¢ 一 1 …, 2 
所 以 Qi 的 铁 是 (n 一 p)， 
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对 于 Qs, 它 包含 一 个 线性 关系 思 m( 了 一 下 ) 一 0, 所 以 Qs 的 


秩 是 (zf 一 几 . 
%{ 吾 一 上 2 的 秩 为 二 
这 三 项 都 是 非 负 定 二 次 型 ,而 (n 一 办 十 (p 一 站 十 1=n。， 所 以 
”由 定理 2.2.4 和 定理 3.3.5， 在 假设 吾 。 成 立时 ， 翁 和 -入 分 别 
为 相互 独立 的 六 (%n 一 ) 和 大 (0 一 四 分布。 因此 由 (9 式 扬 给 定 的 ， 
统计 量 互 服从 于 自由 度 为 (p 一 1,n 一 的 也- 分 布 ,于 是 , 对 于 显 
著 水 平 a， 可 查 表 ( 见 附 表 们 求 得 了 。, 使 P(F> 了 o)~a， 当 下 
”的 观察 值 大 于 等 于 Fs 时， 指 绝 假设 百 o(ia = ja 一 … 一 Jp); 否则 
认为 试验 结果 与 假设 Ho 无 显著 差异 . 
为 应 用 方便 起 见 ,常用 下 面 的 方差 分 析 才 


表 3 一 种 方式 分 组 的 方差 分 析 表 






9- 加 有 (zu-o 


| 


0- 如 训 (CXwy- 3 


[ 例 11 ( 续 ) 由 表 2 可 算得 
=16, 一 4 入 一 4 二 1, 3 3 4 
x—74.125, 癌 =892.655, 87=141.625 


892.65 
“41.625 二 .30 


或 用 方差 分 析 表 , 得 











均 方 
3 292 .5 
12 lI41 .625 





这 里 五 的 自由 度 是 (83, 12), 对 a=0.01, 查 表 ( 附 表 少 得 了。 
一 .95， 现 在 了 =6.30>5.95 志 ,所 以 拒绝 假设 五 。, 即 认为 肥 
料 对 该 农作物 的 收获 量 有 显著 影响 ， - 

二 、 铺 种 方式 分 组 的 数据 

上 面 介绍 了 一 个 因素 影响 时 的 方差 分 析 方 法 .但 在 许多 实际 
问题 中 , 常常 要 同时 研究 几 种 因素 的 影响 ， 类 似 于 例 二 在 农业 试 
验 中 有 时 要 同时 研究 几 种 不 同 品 种 的 种 子 和 几 种 不 同 种 类 的 肥料 
对 农作物 收获 量 的 影响 ， 这 里 就 有 两 个 因素 , 一 个 因素 是 种 子 的 
品种 ; 另 一 个 因素 是 肥料 的 种 类 . 它们 两 者 同时 影响 着 作物 的 收 
获 量 .。 与 前 面 一 个 因素 影响 的 情况 类 似 ， 我 们 希望 通过 试验 选取 


”使 收获 量 达 到 最 高 的 种 子 品 种 和 肥料 种 类 .这 里 由 于 存在 两 个 因 


素 的 影响 , 就 产生 了 一 个 新 闻 题 ; 不 同 品种 的 种 子 和 不 同 种 类 的 肥 


. 料 对 收获 重 的 联合 影响 是 否 正 好 是 它们 每 个 因素 分 别 对 收获 重 的 ， 
影响 的 选 加 呢 ? 也 就 是 说 , 是 否 会 产生 这 样 的 情况 ,分 别 使 收获 量 ， 


达到 最 高 的 种 子 品种 与 肥料 类 型 措 配 在 一 起 会 使 收获 量 大 幅度 提 
”高 ,或 者 反而 性 收获 是 下 降 , 而 看 来 不 是 最 好 《 即 收获 量 不 是 最 高 ) 


”的 种 子 品种 和 肥料 类 型 搭配 在 一 起 ， 由 于 措 配 得 当 而 得 到 最 高 的 


收获 量 ， 这 种 各 个 因素 的 不 同 水 平 的 措 序 所 产生 的 新 的 影响 在 统 
计 学 上 称 为 交互 作用 .各 因素 之 条 是 否 存 在 交互 作用 这 是 名 因素 


方 佐 分 析 中 产 华 的 新 问题 ， 这 个 问题 在 上 面 所 讲 的 单 因子 方差 分 


析 中 不 存在 ， 由 于 多 因素 问题 很 复杂 ， 而 解 题 的 思想 和 基本 方法 
又 类 同 , 所 以 我 们 仅 介 绍 二 因子 方差 分 析 问 题 ， 


“20， 





在 两 因子 的 方差 分 析 中 ， 只 有 当 在 每 个 因素 的 不 同 水 平 上 进 
行 重复 观察 时 ,才能 分 析出 是 否 存 在 交互 影响 ， 为 了 更 好 地 了 解 
二 因子 的 方差 分 析 方 法 , 我 们 分 两 步 , 先 介绍 没有 重复 观察 时 的 方 
差分 析 , 再 介绍 具有 相等 重复 观察 次 数 的 方差 分 析 方 法 。 

设 因 素 4 有史 个 不 同 的 水 平 

.4 ， 过， or 
因素 号 有 9 个 不 同 的 水 平 

B,, B,, “+, Bs 
对 每 种 情况 所 xB; 进行 一 次 独立 试验 , 共 得 pg 个 试验 结果 互 th 
由 下 未 维 出 \ 





bb 
py fl 1 


在 这 里 , 我 们 类 似 地 假设 了 sw 是 相互 独立 的 玉 (jma, o2) 随机 
”变量 , 也 就 是 说 互 am 是 从 分 布 为 太 (pa ac5 的 母体 中 抽 得 的 子 样 ， 
且 是 祖 互 独立 的 . 由 于 这 里 我 们 认为 ,8 两 因素 之 间 不 存在 交 
， 互 作用 , 故 假定 其 均值 


“I31* 


~ a 





jam= tes+ Bi, ER=1, 0 1 “(10) 
其 中 人 Ba 满足 

衬 m=0， TB-0 GD 
这 里 参数 凡是 pg 个 母体 的 均值 的 平 岁 ， 参 数 m 表示 因素 4 的 各 
个 不 同 水 平 的 影响 的 大 小 , 参数 Bi 表示 因素 B 的 各 个 不 同 水 平 影 


响 的 大 小 ,因此 我 们 要 判断 因素 4 的 影响 是 理 显 著 就 等 价 于 要 术 
验 假 设 


Hor oi— == p= 0 (13) 
类 似 地 , 要 判断 因素 的 影响 是 否 显 著 就 等 价 于 检验 假设 
~ Hoz: B= fsa=*—pPe=0 | (13) 


为 了 检验 这 些 假 设 , 我 们 将 离 盖 的 总 平方 各 外 进行 分 解 ; 
QA 守 加 (Kw 一 轩 )? 二 加 襄 [(Xw 一 于 :一 是 .+ 卫 ) 
(是 4 一 于 + (CRs 一 证)] 
-9 六 ( 忆 . 一 癌 )?+p 宫 (Ze 一 瑟 ) 
十 pHe D9 


一 +Q+Qe . : (14) 
其 中 . ”Ay py (了 xz. 一 在 )3 
QFZ) 


QA BET 
不 难 计 算 , 可 以 得 到 
EQ~(p—1)ot+g p32 


,132， 


- 一 





则 


因此 ， 与 一 个 因子 的 方差 分 析 方 法 一 样 , 可 孚 用 统计 熏 
和 地 ,PT 一 二 


和 


BQ:= (g~Do’+p SA 


Rs = (p—1) (gq ~1)o? 
9 1 
Si 全 | Ga 





A 二 





| 1 
SA 一 
‘TD GI es 
站 
ESY -+ 和 向 全 


-2 


B= + 





peo: 


Qs 一 1 


-他 


- 灼 训 Qs . g~™~1 


(16) 


(17) 


8 


{0 


《20) 


。 统计 量 刀 4 当 互 o: 不 成 立时 , 有 偏 大 的 趋势 , 因此 可 以 运用 
对 假设 豆 o 进行 检验 ， 而 统计 量 Ps 当 五 不成立 时， 有 偏 大 的 


趋势 , 因此 可 以 运用 Fs 对 假设 豆 os 进行 检验 、. 


现在 我 们 运用 第 二 章 的 结果 分 析 统 计量 丈 。 和 的 分 布 . 在 


假设 Hu 和 Hos 起 立时 ， Hi 二 由 异世 得 到 


OT) 


二 人 十 a 十 Qs 十 Dg (太一 上 ?2 
显然 @ Qa Qs 和 好 (人 一 和 内 2 都 是 非 负 定 二 次 型 . 


对 于 @4， 包 含有 一 个 线性 关系 辣 〈 中 ,一 下) =0， 所 以 @ 的 


秩 是 (p 一 1)， 


* 134， 


i 


对 于 bo 包含 有 一 个 线性 关系 宗 ( 于 :一 卫 ) 0, 所 以 Qs 的 次 
是 (9 一 ). 

对 于 Qs。 包 含有 线性 关系 训 《Xw 一 于 .一 于 :十 完 ) 一 0，1 一 
1 …， 9 和 总 (Zwn 一 玉 . 一 于 4 十 玉 ) 一 0 一 1 …s p， 但 是 这 (2p 
十 们 个 线性 关系 不 是 独立 前 , 因为 六 Xn 一 时。. 一 时 .+ 至) 一 0， 
所 以 的 秩 是 pg 一 p-gt+1=(p 一 1)(g 一 1). 

Pa( 玉 一 p)? 的 秩 是 1. 

而 2-D+ig-D+(p-D(g~D+t1l=pg 
运用 定理 2.2.4 知 道 当 假 设 瑟 ww 和 了 os 同时 成 立时 ，/0? 
Qs/o? 和 Qs/o? 是 相互 独立 的 忆 - 变 量 ， 其 自由 度 分 别 为 (2 一 攻 ， 
G@ 一 切 和 (p 一 T (一 习 、 

实际 上 , 可 以 证 明 当 ot 成 立时 , Qi/o? 和 Qs/o? 为 相互 独立 


的 -变量 。 当 互 os 成 立时 ，Qs/o? 和 Gay/es 为 相互 独立 的 冯 变 


量 , 因此 , 当 五 w 成 立时 由 (19) 式 定义 的 统计 量 环 ,服从 也 (p 一 1 


(p 一 1) (gq 一 1)) 分 布 ,可 用 它 答 验 因素 4 的 影响 是 否 显著 ， 即 检验 


”假设 五 a， 当 五 oa 成立 时, 由 (20) 式 定义 的 统计 重 卫 ,服从 (9 
一 1, 《Pp 一 了 (gq 一 力 ) 分 布 , 可 用 它 检验 因素 了 的 影响 是 否 显 著 , 即 
检验 假设 瑟 s， 为 方便 起 见 ,常用 下 面 的 方差 分 析 表 . 

6 





本 


.| (中) 中 种 站 志 阐 
PE 


[例外 为 了 研究 醉 解 作用 对 血糖 浓度 的 影响 ， 从 8 名 健康 
人 中 抽取 了 血液 并 制备 成 血 滤液 ， 每 一 个 受 试 者 的 血 滤 该 又 分 成 
4 分 ,然后 随机 地 把 分 血 滤液 分 别 放置 0, 和，90,，135 分 钟 , 测 
定 其 中 血糖 浓度 , 测 得 数据 如 下 ， 


. 洗 .7 












试问，(1》 放 不 同时 间 的 血 精度 的 大 别 是 否 显 基 四 不 
同 受 试 者 的 血 精 浓 度 的 差别 是 否 显著 
通过 表 7 了 可 算得 对 应 的 方差 分 析 表 . 


表 8 





取 = 0.01. 查 灰分 布 表 ( 附 表 儿 . 
对 自由 麻 (7，21) 得 Fo.m 一 3.67, 





对 自由 度 (8, 21) 得 Fo.o=4.90、 最 然 ~、 
Fi—28.8>8,67= Fo 
Fr=78.634.90 = Fo ol 

. 所 以 可 认为 不 同 放 置 时 间 造 成 血糖 浓度 的 着 别 是 很 显著 的， 
不 同 受 试 者 之 间 血 糖 浓度 的 差别 也 是 显著 的 . 
三 、 具 有 重复 观察 的 两 种 方式 分 组 的 数据 


在 上 面 的 讨论 中 ， 由 于 对 4， 忆 两 因素 的 各 种 水 平 的 组 合 仅 ， 
进行 一 次 观察 ， 所 以 不 能 了 多 4，B 两 因素 之 间 是 否 存在 交互 作 


- 用 的 影响 ， 而 交互 作用 的 影响 正 是 单 因素 分 析 与 多 因素 分 析 的 本 


质 区 别 所 在 ， 为 了 考察 交互 作用 的 影响 , 对 两 个 因素 的 各 种 水 平 
《二 ,Bi) 重复 进行 6。 次 观察 .其 观察 值 记 为 

| Kus j= 1, 0 0, Ll, 1, gq, b=1, "+, 
在 这 里 我 们 假定 ; 


. ~ (1) 基本 站 =1, Wb 巡 ， t=1, i 立 ， j 一 1,…,¢, 相互 独立 ,分 


别 服 从 六 Quins ac 分 布 
(2) a= tort Bt dn 


有 Sa-0, SB-0 (21) 


9 和 
. 一 人 0 k=1, ey 如， t=1, Hb 他 


其 中 me, 6 一 1…, p 分 别 表示 因素 4 的 各 个 本 平 的 影响 ，Br 1 一 
1, …, 9 分 别 表示 因 素 如 的 各 个 水 平 的 影响 ， Bu k=1，…,， Pp; 


1=1,…, 9 分 别 表示 因素 4、B 各 个 水 平 之 间 的 交互 作用 的 影响 . 
因此 要 判断 因素 4、B 的 影响 及 交互 作用 的 影响 是 否 显著 分 别 等 


价 于 检验 假设 
Ho t= —.… ap=0 


Hos 有 一 有 一 … 一 有 一 0 (22) 
Hoa 3 一 0 对 一 切 =1,…,p, 4=1, ,9 
全 了 所 本 


HI +- 





为 了 检验 这 些 假设 , 类 似 地 我 们 将 高 差 的 总 平方 和 日 进行 分 解 ， 


Q= > wy 


庆 1 二 
- 辫 六 [Ch 一 于) +( 于 .一 了 ) 
十 (于 tw 一 慎 b.. 一 慎 以 十 全 ) 十 (XX 一 节 11.)]? 
= 十 他 十 Ga 十 人 (23) 
其 中 


QAqo SD Fr. —T)? 


QA pe (TT)? 
(24) 


Qe 人 e 加 加 (Fn 一. 


kel tal 


从 PD 此 首 be 各 
Q 公 六 六 (we) : 
1 | 
uw. 人 二 次 人 kj 下 一 十， ‘""' Py 1=1, 5 - 
到 人 寺 伺 ee z 
页 "三 g 合 Wy ? ;PD 


二 FP 
YA Il 4 


1 了 本 作 
BW 六 向 癌 人 " 





XA 
类 似 地 可 以 算得 

E(Q) = (p—Dort+geDe 

BQ) — (g—lortpe dp . 


(25) 
(Qs) ~ (p-D(9-Do? te 总 记 扣 / 
E(Qs) ~pa(c—1)o? : 
z *. L374 
a 











令 
1 
SATeQ， SAT Q, , 
加 1 A o, (26) 
AT 1 de SA CT 
-e+ Sa 
五 (有 一 可 3 + 5 名 入 (27) 
2 一 LU 2 
SD tpg 
BE(SD-o 
造 统 计量 
PLASY/SS (28) 
Fp/De (29) 
Fn/S (30) 


”显然 由 (28) 式 定义 的 统计 量 了 4， 当 假设 Hot 不 成 立时 , 有 偏 
大 的 趋势 ， 故 可 以 运用 统计 时 检验 假设 互 o. 

由 (29) 式 定义 的 统计 量 Fs， 当 假设 五 0 不 成 立时 ， 有 偏 大 的 
趋势 , 故 可 以 运用 统计 量 Fs 检验 假设 五 oe. - 

由 (30) 式 定 义 的 统计 量 了 ss， 当 假设 互 ou 不 成 立时 ， 有 偏 大 
的 趋势 , 故 可 用 灯 检 验 假 设 吾 o. 

“类 做 地 运用 定理 2.2.4 及 定理 2.8.5 可 以 证 明 

Qs/o? 服从 #7?(pq(e 一 1)) 分 布 . . 

当 假 设 五 0 成 立时 , Qi/o’ 服从 (pp 一) 分布, 且 与 0 独立 ， 
所 以 FF 服从 也 (p 一 1， pqlc 一 1)) 分 布 . 

当 舰 设 五 o 成 立时 , @z/0?3 服从 妇 人 一 二 分 布 , 且 与 针 独立 ， 
所 以 Fy 服从 户 (gq 一 1, pq lc 一直) 分 布 . 


当 假设 五 0 成 立时 ， Qa/o? 服从 汉 (《p 一 了 )(g 一 1)) 分 布 , 县 


"1d" 


a 


gu . 


TT 















为 方便 起 锅 , 常用 下 面 的 方差 分 析 表 ， 
. 9 

方差 来 源 平方 和 均 方 “| 人 划 
= _ _ _ 3 
| 4 gL 3 号 
二 加 Pe 
_ p 的， Ga=pe (EL) 9 吕 
交互 影响 | =e 袜 之 (zw -R | 5 
(4x 功 六 | 有 TD 本 


总 和 


[ 例 33 在 某 橡胶 的 配方 中 , 考 溢 三 种 不 同 的 促进 剂 四 种 不 
同 份量 的 氧化 锌 , 同样 的 配方 重复 一 次 , 测 得 300% 的 定 伸 强 力 邵 


下 ， 
窜 10 
氧 化 慷 (BP) 
促进 剂 (4} B Bb B | 名 
定 全 强 力 “ 
< a 81, 88 34, 86 35, 36 39,.38 
网 LEE 38, 41 


试问 氧 化 锌 、 促 进 阐 以 及 它们 的 交互 作用 对 定 伸 强力 有 无 显 
落 影 啊 ? . 


-…-， 由 表 -10 可 算得 相应 的 方差 分 析 超 ， | 
sj39 


_ -一 aa 


mY 
本 








到 a~0.01, 对 自由 度 (2, 12) 得 也 =6.9; 对 自由 度 (3，19) 
得 了 =6.0; 取 a=0.05, 对 自由 度 (6, 12) 得 Fe=3.0( 见 附 表 
分 ， | .| 
表 代 中 的 马 值 与 上 述 的 临界 值 F。 进行 比较 , 看 出 促进 剂 种 
类 的 影响 和 氧化 锌 总 量 的 影响 都 是 很 显著 的 ， 面 它们 之 间 的 交 瑟 
_ 作 用 认为 可 以 忽 赂 . 


. 


习 


1, 在 考察 硝酸 钠 人 aNOs 的 可 溶性 程度 时 , 对 一 列 不 同 的 温度 G2 观察 
它 在 100 了 ml 的 水 中 溶解 的 NaNOs 的 重量 () ,得 观察 结果 如 下 : 


0 和 l0 | 1531| 弛 29 6 31 | 
66.7171.0|76,.3|80.61 85.7 | 923.9 | 39.4 1113.6 






温 度 《oh， 
NaNOs 的 重量 (让 












从 经 验 与 理论 知道 , 服从 线性 模型 
站 一 6 十 pr 十 6 
试用 最 小 二 乘法 估计 来 知 参 数 m 2 和 。 的 方差 oz， 
吕 ， 变 : 
: 了 了 i==# 十 占 
F239—# 十 #1 
ye 十 


其 中 ai- 2, 9) 相互 独立 ， 且 Bu 0, DGD =o7， 试 求 和 5 的 最 小 二 
14d0 ¢ 


i 





Y1 
3, 设 了 == -(s nim KB, 7 Ja)， 
Ys 

EY,=Por Pet+ Par —2), i=1, 32,3 ， 
-其 中 四 一 一 1 如一 0 加 一 1。 试 写 出 矩阵 ,并 求 Au Bi, Ba 的 最 小 二 采信 
计 , 

4 设 卫 一 (了 1 :了 sn) 服从 线性 模型 (7， 8, cc) 
“pF, pot Bune i 一 十 ， 

试 求 Be 和 挛 的 最 小 二 季 估 计 和 的 信 计 ， 并 汪 明 Bo 和 A 不 相关 的 充 受 
条 笠 是 玄 =0, 

5. 设 六 一 (了 yy Zajs 服从 线性 模型 (了 ， KB, oT), 其 中 蕊 是 ?xm 
(#> 折 ) 席 列 秩 阵 ， 6 是 塘 X1 向 量 ,了 服 具 正 态 分 布 ， 试 求 未知 参数 8 和 
的 最 大 似 然 估 计 , 并 与 其 最 小 二 乘 估计 进行 比较 ， 

和。 某 职 工 医 院 用 光电 比 色 计 检验 尿 季 时 ,得 尿 杀 含量 Cng 放 与 消光 系 
数 读数 的 结果 如 下 : 


果 东 含量 (zc)“ 
消光 系数 (了 1) 






“已 知 它们 之 间 服 从 线性 模型 


EY,=Pot Br 
试 求 名 和 请 的 最 小 二 驳 估 计 , 并 检验 记 是 否 为 零 (a 二 0.05)? 
7. 为 了 研究 某 种 延迟 血液 凝固 剂 的 效用 ， 对 注射 了 不 周 剂量 读 凝 图 齐 
的 病员 观察 其 血液 胃 固 所 需 的 时 间 Y， 得 观察 结果 如 下 (这 里 采用 3 种 不 同 
的 剂量 , 对 每 种 剂量 取 4 个 观察 ): ， 


剂量 (oz) 固 时 间 {FD - 





由 于 人 们 的 个 体 差 导 、 凝 血 时 间 丫 是 一 个 随机 变量 由 经 验 知道 ， 了 ,服从 
NCBot+ Bizw oo 分 布 . 试 由 此 观察 结果 求 Bu, 81 的 最 小 二 乘 估计 并 检验 应 一 0 
是 再 为 真 (4 一 09.05)? 如 果 向 不 为 零 , 则 求 出 它 的 外 多 的 置信 区 问 ， 


了 .时 








~ 


8. 设 了 服从 线性 模型 (Y, 且 B, w Ts， 六 是 部 由 Co> 各 满 列 秩 阵 , 如 
困 分 块 表示 之 和 8 为 


机 


Xp= (Xs, XD)( 2 


证 明 Bs 的 最 小 二 乘 估计 是 

Br XI — AIX (XIX PT - XIXICEIXIY) 227] 四 

并 求 房 的 协 方差 阵 ， 
9. 设 了 了 服从 线性 模型 (了 ， 有 8, 031,), 且 设 “一 
BEY,=Po+ Brs, i=1,: “ 人 

试 求 B+ psm 的 水 平 为 = 的 置信 区 间 . | - 

也 设 工 了 服 队 线 性 模型 (Z,， 工 8， 7 且 误 矩 阵 肥 分 解 为 tt 顽 ， 

斑 一 《及 b) 1 卫 庙 

将 后 对 应 地 分 解 为 - 


| B, 
如 果 了 于 罗 一 0， 对 名 j=1, "2 i 证 明 ， 1 
1 高 站 
{DD 房 -- erzz-| : ) 
所 
其 中 名 == (X23D -XT; 
(2) B77 -SAY 
11. 设 了 服从 线性 模型 (Y, ZB，o2V,)， 入 是 xm 内 满 列 秩 隆 ， 
且 玉 是 已 知 的 9xX%# 满 秩 阵 ， 试 8 的 最 小 二 臀 估 计 记 和 只 的 无 二 估计 ， * 
并 证 明 忘 是 所 的 最 小 方差 线性 无 售 估 计 . 
12. 设 (及 , 了) 服从 二 元 正 态 分 布 ， 则 从 同一 批 疯 察 数据 获得 的 了 关于 
五 的 同 归 直 线 入 关于 了 的 回归 直线 的 估计 是 否 是 同一 条 直线 ? 
“18。 设 (了 ,了 ) 服 从 三 项 分 布 - 


2 
Fl, 切 Ty lm —y)] 

试 求 4 关于 Y 的 回归 曲线 ， 四 
* Td + : | | . | 四 1 


Potl—p-0™ 





14, 下 面 记录 了 一 批 婴 用 出 上 体重 与 6 个 月 时 体重 的 数据 ， 试 估计 它们 
之 间 的 相关 系数 和 回归 直线 . 


6 个 月 时 体重 (Ea) 


15. 下 面 给 出 了 某 号 钢 含 碳 恒 与 机 棋 性 能 的 试验 测量 结果 , 试 估计 抗 拉 
强度 关于 含 破 道 ; 后 服 点 关于 含 亚 量 的 直线 回归 . 


YF) | 国 服 点 (了 告 吏 是 (的 | 抗 拉 (Zi | 得 服 上 
nl 





(Kg/ mm 
-1 0,13 4 ,外 30 | 0.% :#7 32.5 
2 0.15 和 .5 81.75 17 0.17 46,75 . 32 
3 0.18 45 388 18 | 0.19 44,5 时 
4 | 站 ,15 44 1,25 || 19 | 0.17 她 9 
5 1 0.17 45.5 3831.5 | 2 0.20 地 | .88.5 
6 | 0.14.| 此 30,25 | a1 | 5,19 6 34:5 
了 0.16 #43.5 29 23 | o.23 .| 47.5 39 
8 | 0.17 46 32.5 23 | ~e.21 49 35.5 
9 0.16 .75 33.75 | 24 | o.19 45;5 35.5 
10 | 0.14 44.75 80.85 | 25 | 0.20 如 $8 
11 0.17 业主 .5 30 8 .1 2 9,5 
12 | .0.16， | 46.5 31.25 E27 | 0.22 47 ”和 .5 
13 | 0.16 44.25 | 30.25 站 站 | 0.19 50. 34.5 
14 D0.17 地 32 | 29 0.20 49 35.5 


15 | 0.18 50 36 30 | o.24 51 .5 3 





加 


A 








16, 下 面 给 出 丁 小 白鼠 在 接种 三 种 不 同 菌 型 伤 寄 杆 衣 后 后 的 存活 日 数 ， 试 


. 间 三 种 菌 型 的 平均 存活 日 数 有 否 显 著 差 异 (a 一 0.05)? 





菌 地 接 : 种 后 存 话 日 数 
工 型 ， 3，4，3 BT 2 和 
开辟 5， SH, 8 5 I TF 1l2, 6 € 
IIT 型 7 1, 6 有 7 9 5, lO 6, 3, 10. 


17. 某 医院 应 用 克 秒 平治 疗 砂 肺 , 治疗 前 ,中 、 后 期 湿 者 血液 中 粘 爱 白 售 
晤 Ce 有 %) 观 察 结果 知 下 : 





_ 诚 加 用 痪 起 平治 疗 秦 肪 对 降低 血清 中 站 各自 全 是 咨 有 作用 C 二 0 05)? 
18, 抽 棍 某 地 区 三 所 小 学 于 年 级 男 学 生 的 身高 得 数据 如 下 : 


身 高 数 据 (至 米 ) 


128,1; 134.1, 133.1, 138.9, 1d0.8， 127.4 
150.8, 147.9, ,1386.8, 186.0, 150,7, 155.8 
J40,6, 143,1， 144.5, 143.7, 148.5， 146.4 . 





试 癌 该 地 区 这 三 所 小 学 五 年 级 男 学 生 的 平均 身高 有 否 显著 盖 别 (wa 一 0.05J? 
19. 四 种 大 白 也 经 不 同 剂量 肉 激素 注射 后 的 子宫 重量 ( 克 ) 如 下 卖 : 


素 谭 量 (ng/100g) 





人 


试 检验 : (1) 鼠 种 的 影响 是 否 显 着 ? 
(3) 剂量 差异 的 影响 上 是否 显 著 (a=0.05)? 
30， 下 面 记录 了 某 地 四 个 生产 队 在 1956--1959 年 的 小 帮 平 均 窗 产 量 : 





试 检验 : 《1) 各 生产 队 间 的 差异 是 否 显 着 ? 
(3) 逐年 产量 的 增长 是 否 显著 (a 一 0.05)9 . 
21, 下 面 记录 了 三 位 操作 江 分 别 在 四 合 不 同 机 器 上 操作 三 天 的 日 产量 : 






19, 16 


16，18， 人 各 
Ms 15,x 15, 15 19， 型 ， 路 
Ms 18, 17, 16 18, 18, 18 
Ma 15, 16， 17 17, 17, 17 


斌 检验，(I9 操作 工 之 间 的 差 民 是否 显著 ? 


(3) 机 上 之 间 的 差别 是 否 显著 ?9 
(3) 交互 影响 是 否 显 著 (a=0.05)2? 


23， 试 运用 广义 似 然 比 方法 推导 方差 分 析 模型 中 统计 假设 的 检验 方法 , 
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第 一 章 引 论 
$ 1， 随 机 过 程 的 概念 及 其 作用 


在 前 两 册 中 , 我 们 学 习 了 随机 变量 , 随机 向 量 ， 即 多 维 随机 变 
和 量 的 知识 , 那儿 主要 涉及 一 个 或 有 限 个 随机 变量 .在 极限 定理 中 ， 
我 们 涉及 了 无 穷 多 个 随机 变量 , 供 他 们 之 间 匙 煌 互 姓 立 的 . 在 这 一 
部 份 中 ， 我 们 将 研究 一 族 无 穷 多 个 、 和 家 互 有 关 的 随机 变量 ， 记 为 
{有 (2), #E 人 TTY, 其 中 全 是 一 个 无 穷 集合 。 最 常 蝎 和 的 有 :1》T, 一 10， 
1, 2,3,."), 2) Td 8,2, —1,0,1, 2, 3, »}, (3) T= 
Ea,5], 其 由 名 二 可 以 是 土 吧 ， 由 于 # 一 般 表 示 材 间 , 通常 就 称 它 
们 为 随机 过 程 ， 岂 以 ， 艇 机 过 程 就 是 一 族 无 穷 多 个 随机 变量 
{及 (#), tfET}， 也 可 称 它 为 随机 函数 ， 鞭 中 的 卫 又 称 汶 基数 集 ， 今 
后 除 特别 声明 外 , 戎 数 集 T 总 假定 是 上 述 三 种 形式 之 一 ， 当 全 为 
《1), (3) 两 种 情形 时 , 也 称 为 随机 序列， 

”随和 过 程 的 理论 产生 于 本 世纪 的 初 鞭 ， 是 由 寺 物 理学 、 灶 物 
学 , 通讯 与 控制 , 管理 科学 等 方面 的 需要 而 逐步 发 展 起 来 的 ， 下 面 
. 我 们 简要 地 说 明 一 下 ， 在 上 述 讳 领域 中 是 怎样 提出 随机 过 程 的 问 
题 ， 挫 及 陆 机 过 程 江 论 的 名 究 对 这 上 细 铺 堵 的 发 展 又 有 有些 什么 意义 . 

一 、 统 计 物 理 
随机 过 程 一 论 的 许多 部 份 的 发 展 是 与 太 究 移 带 村 统 中 的 噪声 
密切 有 关 的 .上 反 过 来 , 了 机 过 程 理 论 的 发 必 又 为 诸如 布 山 扣 一 , 热 
噪声 等 息 理 班 象 提供 于 数学 模型 ， 更 进一步 为 统计 臭 更 莫 定 了 数 
学 基础 . 
布 蝴 运动 .. 英国 植物 学 家 布朗 注意 到 ， 六 泽 在 江面 上 的 机 小 
§ 时 所 


粒子 ， 不 断 地 进行 闭 杂 乱 无 章 的 运动 ， 后 来 这 种 运动 就 称 为 布朗 
震动 ， 从 统计 物理 学 的 观点 来 看 ， 粒 子 的 这 种 运动 是 由 于 受到 大 
量 贿 机 的 、 相 互 独立 的 分 子 碰撞 的 结果 ， 如 用 ( 避 ( 旨 ， 工 ( 间 ) 表 未 
上 时刻 +t 肝 粒 子 的 位 置 ， 则 由 十 运动 是 杂乱 无 章 的 ， 羡 (1) 和 了 (和 都 
是 随机 变量 ， 于 是 描写 粒子 位 置 的 (CD), 了 (4)) 就 是 一 个 随机 

热 台 声 考 虚 电子 网 络 中 的 一 个 电 肖 。 由 闻 电 阻 申 自由 电子 
的 随机 运动 , 导 至 电阻 两 疾 的 电压 苹 (t) 有 一 个 随机 的 起 伏 ， 这 一 
起 伏 的 电压 就 称 为 热 只 声 ， 它 也 是 依赖 于 时 闻 的 一 族 无 穷 多 个 
随机 变量 , 于 是 它 是 一 个 随机 过 程 . 

散 弹 又 声 。 考虑 一 个 真空 二 极 管 ， 由 于 自 热 阴 极 发 射 朋 来 的 
电 了 于 是 不 稳定 的 ， 因 而 从 阳极 到 阴极 的 电流 就 有 随机 的 起 伏 . 这 
一 随机 起 伏 的 电流 半 ( 四 就 称 为 散 弹 噪声 ， 它 当然 也 是 一 个 随机 

二 、 群 体 生长 的 随机 模型 

一 个 群体 (例如 可 以 是 某 公社 饲养 的 旋 的 爹 体 , 一 个 宇宙 射线 
粒子 引起 的 裂变 的 原子 全 体 等 等 ) 的 大 小 和 组 成 通常 是 有 起 伏 的 ， 
如 用 也 (#) 表 示 时 刻 t 时 群体 的 大 小 ， 则 { 斑 {D,tE 人 是 一 个 随机 
过 程 . 

随机 过 程 理 论 为 与 群体 生长 有 关 的 许多 生物 和 物理 现象 的 研 
究 提供 了 数学 模型 . 它们 亿 揪 : 灭 种 问题 ; 数量 遗传 学 ; 党争 现象 ; 
传染 病 扩 散 ; 冶 细 胞 扩散 等 等 ， 
” 三， 管理 科学 

排队 “项 客 来 到 服务 站 要 求 服务 ， 当 服务 站 四 的 最 务 员 都 忙 
奈 时 , 即 当 妥 务 员 都 正在 为 别 的 顾客 服务 时 , 来 到 的 顾客 就 要 排队 
等 竺 服务。 由 于 顾客 的 来 到 一 般 是 随机 的 ， 每 个 顾客 所 请 的 服务 
时 间 也 是 随机 的 , 因此 如 用 芋 () 天 示 时 刻 # 时 的 队长 , 下 了 (t) 表 


让 二 关 


恒 有 很 大 的 演义 ， 


示 时 刻 # 了 时 来 到 的 顾客 所 需 的 等 待 时 间 等 ， 这 些 都 是 随机 的 ， 因 
而 {X(t》, EET} 锋 都 是 随机 过 程 . 

由 于 “顾客 ”与 "服务员" 的 概念 是 相当 的 广泛 ， 例 如 ， 顾 客 可 
以 是 电话 的 "是 唤 “服务员 " 则 是 “电话 交换 总 机 ?; “后 客 * 可 以 
是 “ 待 修复 的 机 器 "， “服务 员 " 则 是 “修理 工人 ”; “顾客 "也 可 以 是 
“ 待 各 工 移 程 序 ”， “服务 员 " 财 是 “ 申 央 处 理 器 "等 等 ， 因 此 关于 排 
队 的 理论 , 即 排队 论 有 着 广泛 的 应 昨 , 而 排队 论 也 正 是 随机 过 程 理 


” 论 的 一 个 重要 分 支 ， 历 史上 ， 排 隐现 象 (特别 是 电话 问题 ) 中 的 湖 


机 过 程 ， 如 上 述 的 队长 ， 筹 待 时 间 等 也 是 最 早 被 研究 的 随机 过 程 


一 和 
一 


存储 控制 ”在 存储 控制 中 的 两 个 重要 问题 是 ，(1》 何 时 要 开 
始 订 贷 ; (2》 每 次 订货 的 量 以 多 大 为 宜 ， 这 两 个 问题 的 问答 , 当然 
依赖 于 货物 的 销售 速度 和 每 次 从 订货 到 得 到 货物 所 需 的 时 间 ， 而 
这 两 者 显然 都 不 是 确定 的 , 如 果 用 X(t) 表 示 在 [0, 妇 中 的 销售 量 ， 
Y(t 表示 时 刻 t 时 发 出 的 订货 到 真正 得 到 所 订货 特需 要 的 时 间 
等 , 则 由 于 各 种 复杂 的 因素 , {X(t)，tET}) 等 都 是 随机 过 程 ， 由 此 


可 见 , 有 关 随 机 过 程 的 研究 将 为 进行 最 优 的 存储 控制 提供 依据 . 


由、 预测 和 控制 

在 与 预测 和 控制 月 关 的 问题 中 , 出 现 太 量 的 随机 过 程 , 它们 正 
是 了 荫 机 过 程 理 诊 发 展 的 一 个 重要 推动 力 。 

预测 预测 问题 一 般 可 表述 为 : 如 何 根据 对 随机 过 程 和 (地 在 
时 间 阁 桶 8 一 2 1Se 人 >>0) 上 的 观察 来 估计 以 后 革 村 肇 .s 十 r 了 时 
的 盾 王仁 十 可 ,0 

如 宁 下 (1) 表示 财 麟 i 财 的 某 处 的 气温 ， 那 便 是 天 气 预报 问 
题 ;如 果 蕊 (t) 表 示 了 时 刻 1 时 的 基 处 的 水 位 , 那 恒 是 水 位 预报 ; 苹 (1》 
轩 刘 ! 时 共 负 的 高 度 ， 那 么 上 兢 闹 测 对 于 火炮 的 控制 


所 于 


参数 估计 ”考虑 -个 起 达 站 ， 它 在 三 =0 开始 发 出 一 个 信号 ， 
遇 到 障 查 物 后 又 反射 回来 ， 在 1 一 rt 时 雷达 站 升 始 收 到 反射 信号 . 
苦 时 刻 t 发 出 的 信号 为 a2, 则 此 时 收 到 的 反射 信号 可 表示 为 
4:3 人 {一 丰 ， 其 中 4 反映 信和 号 经 反射 后 的 能 量 模 失 , rt 反映 雷达 站 
与 障碍 物 之 词 的 距离 ， 由 于 各 种 随机 干扰 的 痊 在 ， 雷 达 站 实际 楼 
收 到 的 是 了 C1) 一 43tt 一 中 十 和 NCED)， 基 中 入 (让 反 映 各 种 随机 干 
扰 的 效应 ， 它 是 随机 过 程 。 和 雷达 信号 处 理 中 的 一 个 十 分 重要 的 问 
题 就 是 如 何 从 被 干扰 (也 称 为 缕 声 ) 模 糊 了 的 下 (t) 中 , 把 参数 了 尽 
可 能 精 福 的 估 寺 及 来 , 估 革 出 r， 也 就 确定 了 障碍 物 到 雷 夺 地 的 距 


离 d 一 证 其 中 c 是 光速 。 显然 , 这 一 问题 的 解决 有 辆 于 对 反映 


干扰 的 玉 (t) 这 一 随机 过 程 的 特性 的 研究 ， 

上 述 回 题 是 有 代表 性 的 ， 类 似 的 阿 题 在 涉及 有 干扰 存在 时 的 
动态 测量 中 都 是 存在 的 . 

五 、 时 间 序 列 分 析 

在 本 书 的 第 一 和 山中, 我 们 学 习 了 匡 机 变量 及 其 绒 述 (分 布 , 数 
字符 征 ) 等 .在 第 二 册 中 ， 我 们 学 习 了 如 何 从 随机 变量 的 观察 中 ， 
对 随机 变量 的 分 布 , 数字 特征 等 进行 估计 和 推断 ， 类 似 地 , 在 随机 
过 程 的 理论 申 , 我 们 也 要 研究 如 何 从 对 随机 过 程 的 观察 中 , 对 随机 
过 程 的 统计 特性 进行 估计 和 推断 的 方法 ， 这 也 就 是 随机 过 程 的 统 
计 至 论 ， 

对 随机 过 程 卫 (+) 进 行 一 次 观察 ， 得 到 的 便 是 一 个 确定 的 普通 
交叉 下 的 函数 羡 (t)， 它 称 为 相应 随机 过 程 X(t) 的 一 个 “现实 "或 
“ 样 李 函数". 在 时 间 和 参数 为 离散 的 场合 , 就 是 一 个 序列 , 道 常 称 为 
“时 间 序 列 ", “现实 "、“ 样 本 旺 数 "、“ 时 则 序列 ” 等 术语 有 时 也 相互 
通用 , 


时 间 序列 的 例子 是 十 分 广泛 的 :(1) 基地 历年 来 的 月 平均 气 
和 浊 和 


温 ;(2) 某 地 下 水 水 们 观察 井 历 华 来 的 旬 地 下 水 水 位 ?3) 某 一 品 
种 鸡 的 平均 日 产 蛋 个 数 ，(4) 国际 市 场 上 历年 小 奏 大米 价格 比 

时 间 序列 分 析 的 一 个 重要 课题 是 如 何 根据 对 时 和 间 序列 的 研究 
分 析 ， 建 立 起 一 个 合适 的 随 桃 过 程 模 型 ， 以 用 于 预测 或 控制 等 
目的 . 


i 2， 有 限 维 分 布 族 与 柯 尔 莫 哥 洛 夫 (Komworopon) 定 理 


- 境 {ECt 1E 人 TD} 是 一 个 随机 过 程 , 为 了 措 述 它 的 统计 特性 ， 我 
们 自然 要 知道 每 个 tiET 的 了 (二 ) 的 分 布 峭 数 
i Fw) AP{RUEYEE}, fET. 
我 们 称 (t; 台 ) 为 随机 过 程 {[X(E 7) #ET} 的 一 弘 分 布 ， -与 此 者 奖 的 ， 
我 们 引入 (当然 摄 定 下 式 右 端 存在 ): 

mt AB{K()) 
-DLARLERC) — mt tt)’)} 
分 别称 它们 为 随机 过 程 {X(t)，#ET} 的 均值 滑 娄 和 方 整 殉 数 .， 时 
然 只 有 一 锥 分 布 ， 还 不 足以 完全 描述 随机 进程 ， 为 了 研究 随机 过 
程 中 尾音 两 个 随机 变量 之 间 的 关系 , 我 们 再 引信 
F(t tow, we) OP{RIE) LR, RE) < 天 人 
称 它们 为 随机 过 程 {X(t 六 1ET} 的 二 维 分 布 , .与 此 有 关 的 , 我 们 引 
人 (当然 假定 下 式 右边 存在 ). 
{te 1) —COv{X (8), XE)} 
一 Bf(ECe) 一 一 全 (99JCXCE 一 mr) 

它 称 为 鸯 机 过 梳 4 于 ()， te 了 TT} 的 协 方 可 丁 数 ， 显 然 有 ; 
. DD=T(t, 0) . 

一 般 地 ; 对 任意 有 限 个 dd haET GIA 


FR, Fos ee Fat Hs Fos es Hn) 
会 PREG) Cw, KEE) Ro KE nn} 
并 欧 宪 们 为 随机 过 程 {X(2), tS 的 8 竣 分布 
随机 过 程 {XCD, 1ET} 的 一 维 分 布 , 二 维 分 布 ,…, 1 维 分 布 
等 等 , 其 合体 {F(a 革 计 1 } 称 为 
随机 过 程 {X(?), tfE 旭 的 有 限 维 人 站 布 族 ， 如 上 所 述 可 见 , 如 时 知道 
了 了 散 机 过 程 : 对 (7)，iE 人 的 8 维 分 布 全 位 ， 则 对 随机 过 程 {X(t)， 
1ET} 中 任意 % 个 随机 变量 的 联合 分 布 也 就 完全 知道 了 , 如 果 我 们 
知道 了 随机 过 程 的 有 限 维 分 布 埃 ， 便 知道 了 这 一 随机 过 程 中 任意 
有 限 个 随机 变量 的 也 合 分 布 ， 也 就 可 以 完全 确定 它们 之 间 的 相互 
时 多 维 分 布 卫 数 的 性 质 和 上 述 定义 ,容易 看 出 , 一 个 随机 过 程 
的 有 有 限 维 分 布 族 具 交 如 下 两 个 性 质 , 
(1) 对 称 性 ”对 (, 2 … 友 的 芷 一 排列 ( 广 ， 襄 , …, 计 ), 有 
下 《有 
=F(t, t2, 0 Pri Foy ,Hn) 
(2) 粕 容 性 * 对 wm<n, 有 


Flt, ty, 总 直 LP birls 二 fa Ti win En m9, "nn 


， oo) 


二 下 区 ity, i tn? 1, i "Tn) 
引入 转 征 销 数 
#1, ts, Sr én 0， 6,, ey 站 


= B{ei trot tr ny 
-| "| 站 “a t,t dT, se, ] 


称 {#$ (CE, 和 LN 0., wit 0 ), 21, ti, "ry i,ET} 为 随机 过 程 {X(t)， 
iceT} 的 有 限 维 特征 函数 族 . 由 特征 函数 瞧 一 性 定理 (第 一 期 84. 4) 
梧 阁 有 限 维 分 布 凤 与 有 限 维特 征 函 数 族 是 相互 瞧 一 决定 的 ， 有 限 


上 


维 分 布 让 的 对 称 性 和 相 容 性 对 有 限 维特 征 阔 数 族 表 现 为 
(1) 对 称 性 ”对 (1 2 … 区 的 任 一 排列 (加 3 有 
Bs Es ds 0 bs, Os) 
= boy, Fn; D1, Fo, On) 
(2) 相 容 性 对 有 < 有 
Bt, bs, fms tamrts so Ey Os, Bo, oe, Bm, Oo 0 0 
—@{t,, ts, "yy fm 0 全 49..) 

尖 联 数学 家 裙 尔 沈 哥 洛 大 在 1 1931 年 证 明了 如 下 的 基本 定理 : 

定理 ( 柯 尔 莫 副 阁 夫 ) 设 分 市 函数 族 {8(4， bo, rr, ba? %, 
TY 满足 上 述 对 称 性 和 相 容 性 , 则 必 
存在 一 个 随 衬 过 程 {X(#)， iET}, 使 {FC $a fn? 1 凡 g 
Tr) 1, £1, ba, 1, $ .EDT} 恰 好 是 X(1) 的 有 限 维 分 布 族 即 

FOR, Boy eres Ent 1s Woy oo, Wa) 
=—P{RC) < FEE) a, ot, Rr) x} 

定理 的 证 明 比 较 复 条 , 这 刀 共 路 守 ， l 

为 了 帮助 理解 , 我 们 来 看 几 个 简单 的 随机 过 程 的 例子 . 

[ 例 1 (Ct) 二 及 十 V4 gst<<b, 其 中 六。 入 是 相互 独 立 
的 正 态 六 (0, 由 分 布 的 随机 变量 . 

由 于 民 " 和 下 都 是 正 霖 分 布 ， 所 以 忆 归 也 是 正 态 分 布 ， 并 且 
RCFE), HE), * … 旦 (fa) 也 是 区 维 正 态 分 布 ， 对 于 焉 态 分 布 ， 只 要 
-知道 它们 的 一 阶 候 和 二 阶 知 就 完全 确定 了 它们 的 分 布 . 

对 二 我 们 现在 这 个 过 程 , 一 阶 矩 和 二 阶 算是 容易 求 得 的 

mt) =—ElR(I)} = EXot Vt} . 
—BElX HiRIV}=0 
Te, = BEKO 





名 堆 匈 主 桩 十, 随机 过 程 论 , 科学 出 版 社 , 1965, 东 , 页。 


=E{(XotF: 8) (0 十 全 
EB{XY EV 8 一 工 十 5 
根据 前 面 所 述 , 现在 已 经 很 容易 写 出 苹 (+) 的 有 限 维 分 布 了 .例如 
FPC 人 一 -| ea . 
[ 例 23] 芝 (2)= 一 Ar:cos8f Bsindt, 0s 二 1 其 中 4, B 是 相 
互 独立 的 正 态 (0, 9 分 布 的 随机 变量 , 9 是 一 个 实 常数 
由 于 这 里 的 对 (t) 是 正 态 随 机 变量 4，8B 的 线性 组 合 ， 所 以 
X(t) 也 是 正 态 分 布 的 , 同样 , 义 (44)，X(42),…, 对 (t,) 是 n 维 正太 
分 布 的 ， 这 时 要 知道 X(t) 的 有 限 维 分 布 ， 只 要 知道 它 的 一 阶 矩 和 
二 阶 绪 , 即 它 的 均值 消 数 和 协 方 差 落 数 就 可 以 了 ， 
我 们 有 : 
m(t)—EXCt)} 
—ElA'cosdt + B.sindt} =0 
IT'(s, 1) —E{X(s) F(t)) : 
Ep{(Acosds | BsinOey 
| CA.cosdt | Bsingt)y ~ 
—0{costerrosht | sints: sin 0t) 


~o, ‘cosf{s—t) 


I. 


[全 3] . Z(t)= She of 0<Si 1, 其 中 A [ct< y 是 相 


互 狼 立 的 蚤 (0,g 中 分 布 的 随机 变量 ,i 二 /一 1 是 增 数 单位 . 
由 欧 拉 公 站 81" 二 cosw 十 sinw 可 知 
w(ty= > cosB,t hi: > + sinf,t 


因 开 Z(t) 一 般 是 复 的 ， 对 了 于 复 的 随机 变量 加 二 契 十 斌 ,其 中 贸 ,Y 
都 是 实 的 随机 变量 , 我 们 称 了 ,了 的 联合 分 布 为 名 的 分 布 , 称 EX 十 


iEY (如 果 召 XX 和 EY 都 存在 ) 为 多 的 均值 ， 记 为 吾 Z， 对 于 两 个 复 

的 随机 变量 区, 一 下 ,十 氏 1, 82 一 和 十 ?了 3 定义 它们 的 协 方 差 为 : 
cov (2 20) 一 吾 《( 罗 | BZ) (多 :一 至 Za )) 

其 中 “表示 "“ 款 撤 "， 这 是 与 实 的 随机 变 县 时 的 定义 形式 上 不 

同 的 地 方 , 但 这 一 定义 应 用 于 实 的 随机 变量 付 ， 由 于 这 时 共 槐 与 否 

是 一 样 的 , 所 以 结果 是 一 样 的 ， 


由 于 2B(t) 的 实 部 XC) Acos0,t i Y= 





Arsinbt 都 是正 志 随 尘 灾 量 和 ik; 的 线性 组 合 , 所 以 


它们 也 都 是 正 坊 的 ， 因此 也 只 要 求 出 它们 的 均值 函数 与 协 方差 
， 数 就 可 以 了 . | 
我 们 有 : m(t)=E{Z(t)) 
—E{X()} iB{(Y()} =0 
T(s, 1) =B(Z(0) ZO 


-se ) 


r=] 此 一 





N 
一 > 加 (81 


Yo? P| | 
此 =1 
类 供 地 可 以 求 短 Z(t 的 实 部 X(t) 和 起 部 了 Y(t) 掀 均 值 函 数 和 协 
方差 鲜 数 ， 一 
ma(t)=BXC)}=0 
Tet) = BR) XC 
mS. G08 (O43) 40 C0) 


Ee=l 


mst}=0 
Ts 1) =EY (T(t)} 
= > og? sin (8.8) sin C2.£) 
=1 
从 上 面 的 例子 可 以 看 出 , 如 果 随 机 过 程 t 芝 C(t), iET} 的 有 限 维 
分 布 部 是 正太 分布 , 那么 要 知道 它 的 有 限 维 分 布 族 , 只 要 知道 它 的 
均值 国 数 m(E) 和 泌 方 差 钞 数 六 (8 站 就 足够 了 


§ 3， 和 随机 过 程 的 基本 类 型 


一 般 的 随机 过 程 是 相当 复杂 和 难以 研究 的 ， 已 有 的 结果 也 比 
较 少 ， 所 以 存 本 书 中 , 主要 研究 两 类 最 重要 的 随机 过 程 ; 马尔 可 夫 
过 程 和 二 阶 矩 过 程 ， 

一 、 二 阶 和 能 过 程 

如 果 随 机 过 程 {X(1》, 1ET), 对 每 个 iET, 于 (1) 的 均值 和 方差 
都 存在 , 则 称 它 为 二 阶 系 过 程 。 特别, 如 果 {X(t)，tET} 的 有 限 维 
分 布 部 是 正太 分 布 , 则 称 为 正 访 过 程 , 正 坊 过 程 是 二 阶 矩 过 程 的 一 
个 最 重要 的 子 类 ， 

由 上 述 定义 立即 可 知 , 上 节 的 三 个 随机 过 程 的 例子 ,都 是 属于 
二 阶 矩 进 积 的 , 而 且 还 都 是 正 坊 过 程 . 

由 定义 可 知 ， 对 于 二 阶 矩 过 程 {Z(t)，iETY， 它 的 均 秆 函数 
m(t) 一 {X(t 是 存在 的 ， 因 此， 如 从 天 (1) 中 减 去 mi), 即 和 
圭 { 卫 (1), 1ET} 而 考虑 X(t) 一 X(t) 一 m(1), 则 有 ; 

mz(t) BE{X(t)}=0 
因此 , 今后 一 般 都 假定 二 阶 此 过 程 的 均值 函数 为 零 ， 这 时 , 协 方差 
肖 数 简化 为 ;: 
Tls,1)=BlX(s) X(t)) 
* I 二 


应 用 许 瓦 兹 (Schwartz) 不 等 式 ， 可 以 证 明 , 二 阶 矩 过 程 的 协 
方 凑 函 数 总 是 存在 的 ， 事 实 上 , 由 许 无 兹 不 等 式 有 
(BP{IXCS) HCN SEBEL RS) | EX 
而 根据 定义 , 上 式 右 边 是 有 限 的 ， 
下 面 给 出 协 方差 谓 数 的 两 个 性 质 , 
定理 1 二 阶 抢 过 程 的 协 方差 衣 数 六 (s, 电 是 埃 密 特 的 , 上 
(3 二 了 《二 3), 8, ET 
如 果 过 程 是 实 的 , 即 (1) 是 实 的 随机 变量 ， 则 三 (6, 人 站 是 对 称 的 , 
[证 明 ] 我 们 有 
TOs BX XK (8)} 
= EiX(t)X())} 
BIX(8) X(t = T (8, 们 
来 理 2 盖 阶 矩 过 程 的 协 方差 复数 站 (a, 丰 ) 是 非 负 定 的 , 即 对 
任意 有 限 个 ta …, 5aE 和 任 审 的 普通 函数 9 tsT, 有 
Sr 9607 六 0 


南亚 1 了 二 并 


[证 明 ] ， 我 们 有 
SS DILNLIE 


此 =1 4 三 1 





SS EX NUD aE) Ot;) 


声 二 TT 7 二 上 


一 万 [Sxeyoew) (人 zeoeco 


= xsco| }>0 


` 拖 便 指 出 , 由 非 负 定性 可 以 推出 埃 密 特性 ， 因 此 , 定理 2 包含 
了 定 更 1, 
fs 


事实 上 , 先 令 #=1, 和 #8) =1, 则 由 非 负 定性 , 可 得 
{t,t 0 
再 令 x# 一 2 和 0) 二 1，9(t0) =i(i= 和 VV 一 了 ), 则 由 非 负 定 性 ， 可 
得 
有 人 一 
+ (ty, 12) 0 
又 四 Nn t ) 汪 0, 荆 (t2, 12) 实 0 都 是 实 的 , 所 以 
— i, Eo) (ta, Ei 
应 是 实 的 ， 王 是 研 (41, 12) 的 实 部 应 与 厂 (1,， 二 ) 的 实 部 相等 ， 类 
似 地 , 令 8 一 2,9(t1) 一 8(1,) =1, 用 同样 的 方法 可 知 
Tt, a) tT (to, 1) 
也 应 是 实 的 于 是 厂 (， 纪 ) 的 虚 部 应 与 矿 (ts, 志 ) 的 虚 部 有 相同 
的 绝对 值 , 但 符号 相反 ， 综 合 上 述 两 点 , 即 得 
{i, Fa) 一 Tt, tb) tL) 
下 面 是 定理 2 的 逆 . 
定理 3 在 Tx 上 给 定 函 数 厂 (3， 让 ,如 果 它 是 非 负 定 的 ， 
则 一 定 存 在 一 个 二 阶 和 矩 过 程 (事实 上 还 是 正 态 过程 MX(E); 1ETY. 
使 请 (s, 介 正 好 就 是 {X(t), ET} 的 协 方 差 函 数 ， 如 果 Ca, 引 是 
实 的 , 则 相应 的 随 宙 过 程 也 是 实 的 ， 
[证 形 ] 先 考 虚 厂 (8， 引 是 实 的 畏 形 ， 此 时 令 风 四 也 是 实 
的 , 则 按 定理 的 条 件 , 对 任意 有 限 个 tf2, ,fT， 
Pr, D0) (Lt) 0 
于 是 按 多 维 正 赤 分 布 定义 (第 一 朋 定 理 5.4.1), 下列 函数 
exp Tt D801)0(i2 ) 


此 二 1 了】 


是 均值 都 为 零 , 协 方差 矩阵 为 
ss 12 + 


了 和 ) Tt) a Td fn) 
六 (to, t 1) Lt {2) 2 (2， tx) 


FO) Fr 
的 % 维 正 杰 分 布 的 特征 函数 ， 记 它 相 应 的 n 维 正 态 分 市 芍 数 为 : 
FP(E, baer, Ens Ky, Fo, es Ln) 
容易 看 出 其 全 体 {E(t En 1， Ta x) n>1 ti, to, ee, 
1.ET} 是 满足 对 称 性 和 相 容 性 条 件 的 分 布 国 数 所 了 是 根据 上 
的 柯 尔 莫 哥 洛 夫 定理 可 知 , 存在 一 个 随 宙 过 程 {X(#), 1ETY, 它 
如 上 上 定义 的 多 维 正 态 分 布 困 数 泌 
人 
作为 自己 的 有 限 维 分 布 族 ， 特 别 有 : 
ELX(t)} =—0 | 
EX(aYX(N = oieET 
现在 来 考虑 P(s, 站 是 复 的 情形 ， 今 . 
Ot)=a( ipt) 
T(s,#) =Ats, 1) tiBt(s, 1), a, 1ETD 
其 中 ,PC 4Cs, 1)， BCs,t) 都 是 实 值 函 数 ， 按 定理 条 伯 , 有 
= Er don 


k= 1 . 
~ S154 1 DHFiBU,, £7) 
不 二 1 4 三 1 
(a iB (ott) +ip )) 
由 于 总之 和， 因此 一 定 是 实 的 ， 所 以 上 式 的 虚 部 一 定 是 等 ， 因此 者 
-EE 让 (aa 人 二 ECDEGD)》 


志和! 了 二 了 


— SHB,t D aC) Bt ~alt) 81)) 20 


b=1 =} 


了 


于 是 按 多 维 正 态 分 布 的 定义 (第 一 丙 定 再 4. 5. 1) 下 列 函 数 


exp(— 9 ) 
是 均值 为 零 , 协 方 甘 算 阵 为 ; 
1 1 1 1. 
D ACE. t,), ™", A tn), -Bi, t1), my —-s Bi, §,) 


1 1 ss 1 业 申 趾 _ 了 
i £1), ~ wt, # #), 本 下， ii) 和 2 Blfn,tn) 


言 B(tr te 六 By 后 h Dr， 于 488 


] 1 5. 1 1 
Pe £1), 机 FBlis, fn), tn ti,), | 本 上 tta) 


2 
的 28 维 正 态 分 布 的 特征 冰 数 ， 
仿 前 可 证 ,存在 一 个 二 元 正 志 过 程 ( 区 (1)，F(t)，tET), 它 以 
上 述 的 多 维 正 态 分 布 为 自己 的 有 限 维 分 布 ， 特 别 有 ; 
EX(t)} =EIY(t)} =0 
EX(s) 三 (让 = EY (oO) YH)) 


i 
一 AS, 1) 


z BtX(e)F(t)) =— 3B(s, 1) 

于 是 , 如 定义 
Z(t)— HCE HIF(CEY 
出 有 : | 
B{Z(tN = EX HIE(T()} =0 
BlZ(a) BE BE{CRCE) EY C8)) (XY ETON 
=E{X(s) X(t)) HEY (OPO) — iB(X() TL)) 
+iB{X(tY (s)} 

-人 


1 1 了 
= A(s,t) +HA(s, 8) 十 >Bts, £) zB ;8 


青 由 六 (s, 让 是 埃 密 特 的 , 可 得 
Als, 有 十 1 五 (3 1) =/ (8,1) 
-= 六 (二 6) 
—A{lt,8) —iB(t, 8) 
十 是 有 : 
Als, 1)=A(lt, 8) 
Bls, t=——B(t, 3) 
亦 即 协 方差 前 数 的 实 部 是 对 称 的 ， 而 炭 部 是 反对 称 的 ， 利 用 后 一 
事实 , 可 得 ; 


BZ(s) ZU} =Ala, t+ a Bs,t) +3B(,t) 


—A(s, £) +iB(s, 上 
1 (9,£) 
于 是 定 开 3 证 毕 . 
对 于 二 阶 年 过 程 ， 我 们 可 以 由 它 的 分 布 确定 它 的 均值 员 数 和 
胁 方差 函数 ， 反 过 来 ， 由 随机 过 程 的 均 慎 函 数 和 协 方差 函数 一 般 
并 不 能 完全 确定 随机 过 程 的 全 部 统计 特性 :但 如果 我 们 的 过 程 又 
基 实 正 坊 过 程 或 满足 (1) 的 复 正 坊 过 程 时 ， 那么 如 上 所 述 ， 由 它 的 
均值 函数 和 协 方差 画 圳 就 可 以 完全 确定 这 一 过 程 的 有 限 维 分 市 
族 , 从 而 完全 确定 了 随机 过 程 的 统计 特性 , 
在 第 三 章 中 , 我 们 将 进一步 研究 二 阶 炬 过 程 , 那儿 将 引进 二 阶 
矩 过 程 的 过 续 性 , 可 微 性 ,可 积 性 等 等 概念 , 以 及 有 关 的 运算 法 则 
等 , 这 是 普通 数学 分 析 在 随机 场合 的 一 种 推广 
在 二 阶 烘 过 程 中 ， 研 究 得 最 多 的 是 一 种 称 为 宽 平 稳 过 程 的 随 
机 过 程 ， 一 个 二 阶 炬 过 程 {X(t)，iE 人 ) 称 为 袖 平稳 的 ， 或 宽 平 稳 


ss 1 » 


过 程 ， 如 果 它 的 均值 散 数 
m(t) 二 m 一 常数 
曾 它 的 协 方 差 函 数 芽 ( 3, 拉 只 与 8 一 1 上 有关, 而 号 8，# 本 里 无 关 ， 
亦 即 如 果 存 在 一 个 一 元 函数 B{7), 使 
Ts,t) =—=Be—#), ,te 
其 中 B(7) 称 为 宽 平 盘 过 程 的 协 方 整 漳 数 . 
容易 看 到 ， 芋 节 中 的 例 工 不 是 平 稿 过 程 ， 而 例 2 与 例 3 中 的 
Z(t ) 都 是 宽 平 稳 过 程 ， 相 应 的 BL7) 是 
Blr} 一 口 2 costr 
和 
BB{7)= > 好 18 


由 矿 (3, 人 的 埃 密 特性 和 非 负 定性 ， 易 知 宽 平稳 过 程 的 协 方 
差 消 数 有 下 列 性 质 : 
《1) 埃 窗 特 性 : B( 一 7) 一声 (r); 
(2) 非 负 定性 : 即 对 任意 有 限 个 二 , 12,…, 1,ET 和 任意 的 普 
通话 数 由 二 ), tETP, 有 | 
py 


=1 4 一 1】 
由 波 赫 纳 尔 - 六 钦定 理 ( 第 一 骨 定 理 5. 2. g) 可 知 对 于 满足 上 
述 性 质 的 BCD, 若 B(7) 在 r+=0 连续 ， 由 存在 一 个 非 砍 的 实 值 函 
数 玉 (4), 使 





BT) = | -aa 


其 中 下 ( 力 称 为 宽 平 稳 过 程 的 谱 函数 ， 上 式 称 为 宽 平 稳 过 程 协 方 关 
沁 数 的 谱 分 解 。 特 别 如 果 严 ( 力 一 7 让) 存在, 则 上 式 变 为 


B(D=| ef Wa 


二 时 本 委 


其 中 (4) 守 0( 因 为 下 (办 非 降 ) 称 为 宽 平 稳 过 程 的 谱 密 度 . 
如 果 过 程 是 实 的 , 则 相应 航 BC7) 也 是 实 的 , 当 了 (办 存在 时 ， 


B(r) = Br = ef WA) einf CAdA 


=| eof( 一 Da 
由 于 上 和 式 对 一 切 成 立 , 所 以 了 (7) -11). 车 取 所 (04) =2 了 (1)， 
则 z 

B(z) = 人 er fCVaA 一 | eosraf (Wal 

而 对 一 般 的 实 过 程 , 车 取 玉 (1) 一 2 (和 十 已 则 其 雪 方 差 贰 数 庶 分 
解 可 写 为 

B(r) =| eosradP, (DD 

容易 看 出 , 上 节 的 例 2 是 实 的 , 相应 的 

og, 4>0 
0, A<0 
此 时 ,了 (办 不 存 在 ， 而 例 3 是 复 的 , 相应 的 

0, 10 


FCA) -! 


pO) > AE lneN—l 
二 $4 尼 二 1 


A - 
> 0%, A>0, 
志 =1 


此 处 假定 所 ds 所 … 生 与 例 2 一样, 也 不 存在 (从, 

我 们 在 第 四 音 和 第 五 童 中 将 进一步 研究 有 关 宽 平稳 过 程 的 许 
多 有 趣 的 问题 ， 

与 宽 平 稳 过 程 相对 应 的 ,有 所 请 玖 严 平稳 过 程 ,一 个 随机 过 程 
X(t), 1ETD} 称 为 严 平稳 的 , 或 严 平 多 过 程 ， 如 上 果 它 的 有 迫 分 布 对 


申 HA 


Oo Oo pe pp ppp em re A 


时 间 推 移 不 变 ， 即 如 果 对 任意 有 限 个 二 62,…, #5ET 和 人 尾音 的 实 
烙 二 当 二 填 和 十 5 于 ,本 十 TET 时 省 
本 人 
— PIX) Eo, Ks) rs) 
PIX{t, tt) rE 
< 一 下 【十 下， FT ) 
容易 看 出 , 一 般 的 严 平 稳 过 程 未 必 有 二 阶 矩 , 因 面 不 一 定 是 宽 
平稳 过 程 , 反之 , 宽 平稳 过 程 也 不 一 定 是 严 平稳 过 程 。 但 对 于 正 坊 
过 程 而 言 , 宽 平 稳 与 严 平稳 是 一 致 的 ， 
由 于 在 随机 过 程 的 理 伦 中 , 宽 平稳 过 程 受到 更 多 级 研究 , 网 此 
常 把 宽 平稳 过 程 简称 为 平稳 过 程 ， 
除了 平稳 过 程 外 ， 还 有 一 种 比较 重要 的 称 为 正 交 弄 量 过 程 的 
二 阶 穹 过 程 。 二 阶 矩 过 程 { 了 X(t)，iET}) 称 为 正 交 增 量 过 程 ， 如 果 
对 于 任意 的 由 < 有 
BE{(R(t)— XH) KH Ea)) 一 0 
对 于 正 交 增 旺 过 程 , 若 全 为 有 限 区 间 [a, 5], 且 规 定 对 (a) =0. 
此 时 , 如 取 到 一 oo ts 二 1 二 s, 二 和 其 中 >s, 则 上 式 变 为 : 
E{X(8) (X(t)—X(s))} 一 0 
对 于 这 类 正 交 增 量 过 程 , 如 定义 
F(e) =E!X(s) Xts)} 
—B{|X(s) | 全 
则 当 axe 过 b 人 时 , 容易 求 得 ， 
Ts, 1)—E{X() XCE)} 
=E{X(s) [Xa) + (XC XC)) J} 
—E{X(s) XC)} -HIX() (RCE KC))} 
=E{|X(s)|) =F (3) 
一 般 地 , 其 协 方 莽 函数 可 取 为 


ms 了 前 a 


了 et) 一 下 (infes 1)) 
而 当 # 六 = 时 ， 
OEIXCOY— XTC) = ,Te, 1+, 1t) 
-F(t)—F() 
所 以 F(t) 还 是 单调 不 减 的 . 
关于 正 交 增 量 过 程 , 我 们 在 第 三 章 中 还 要 讨论 到 . 
二 、 马 尔 可 去 过 程 
另 一 类 重要 的 随机 过 程 是 马尔 可 夫 过 程 ， 为 了 介绍 它 的 概 
念 , 我 们 先 考虑 取 值 为 整数 (或 它 的 子 集 ) 的 随机 变量 序列 { 民 (2)， 
na 一 0, 1 2 …}， 假 车 它 具有 如 下 性 质 : 车 对 任意 的 非 负 整数 # < 
fot 中 
PIX(H) 一 让 RF) = $s, "0 RE) =1} >0 (2) 
就 有 
7 P(XCO=JIXG) 一 让 于 (本 i, RC) = i} 
—P{X(t)=jIX(,) =i,} (3) 
就 称 { 久 (n)} 具 有 马尔 可 夫 性 ， 或 称 无 后 效 性 ， 如 果 把 卫 (n) 的 内 
数 % 看 为 时 间 , 上 作为 “现在 "， 则 1 > 就 是 “将 来 "而 下 < 和 < 去 
… 和 < 1(<t) 舟 是 * 过 去 ?>， 因 而 上 起 也 可 表述 为 : 在 现在 了 (4,) 
二 1, 已 知 的 条 件 十 , { 瑟 (8)} "将 来 ”的 情况 与 “过 去 "的 情况 是 无 关 
的 ， 也 可 以 这 样 说 , {了 (8) } 的 将 来 只 是 通过 “现在 "与 “过 去 "发 内 


~ 


联系 , 一 旦 “现在 "已 知 , “将 来 "和 “过 去 "就 是 无 关 的 了 ， ~ 


为 了 强调 {于 (mn),n 二 0, 1, 2,…}) 的 参数 是 非 灸 整数, 对 具有 马 
尔 可 夫 性 的 这 一 随机 过 程 也 称 作 是 马尔 可 夫 链 . 又 因为 了 (的 
取 值 为 整数 (或 它 的 子 集 , 今后 都 表 以 门 ， 也 称 它 为 可 列 ( 状 态 的 ) 
马尔 可 夫 链 . z 
对 于 马尔 可 夫 链 ，、 描 述 它 概率 性 质 最 重要 的 是 它 在 时 记名 的 
一 步 转移 概率 pi Cm): | 
. 和 J3 


Dm) =PlX(m+D) = = 1?}, i, JE 
它 表 示 时 划 m， 了 (m0) 取 但 i 的 条 件 之 下 于 下 一 时 刻 转 称 到 的 
概率 ， 虽 然 (3) 中 的 条 件 概率 只 有 当 (2) 成 立时 才 有 意 愉 ， 但 在 讨 
论 辕 移 概 率 的 性 质 时 往往 不 踢 调 (2) 的 成 下 与 否 ， 星 然 , Pi; le) 应 
具有 下 列 性 质 ; 

多 CD) 220， 1, jET 
Pplm) = PXmtl) jm) =i} =1, iEI 


一 般 还 可 定义 时 刻 积 的 亡 步 转移 概率 如 下 ; 
pm —P{XCmtE) Xm oi, i,jel, kl 
同样 , 按 定义 有 
pm) 0 
Sm= SPXGntD I) = =1, 5ET 
jEf jEI 


而 
Pm) = pi (mm) 
通常 , 我 们 还 规定 : 
1， ;一 
0， i 
对 于 大 步 转 移 概率 ， 有 如 下 的 切 普 坚 (Chapman) - 柯 尔 莫 如 洛 夫 
方程 ， 


po 一 So 一 


DNR) 一 Dp (Cm) peP (m+), ;, JET (4) 


六 了 证 明 上 述 等 式 ， 我 们 按 亚 { 恰 十 瑟 的 取 值 不 同 使 用 全 概率 公式 
可 得 
PENGm) = PIXCNR+ETD =j|Tm} = 


=PIX(m+hTD) = UX(ETm) eI(m) = 


ss 必 和 


TT ee 


= P(X(m+TETD)=j (m+ = (mm) =) 


= > PX(m+E) = | (mm) = 


者 庆 了 


-五 { 素 (和 十 天 十 从 一 让 是 ( 十 有 一 3 是 (一 引 
一 > P{X(m+E) =8|Y(m) =i} 


二 
二 三 


1 十 天 十 划一 用 总 (人 TC) =8} 
= > pm) pi Cm t+E) 


应 当 强 调 指出 , 在 上 述 推导 中 倒数 第 二 个 等 式 是 利用 了 Xm) 的 马 
尔 可 夫 性 . 
在 (4) 中 特别 取 有 1 或 1 一 1 可 得 


Pi (Im) = pi mp Cm +1) 


= pd (mp (m+), i, jEI 


若 青 令 1 一 1， 冉 可 知 由 {pij(m),#, jEL, ih 之 0} 可 决定 {p 爷 (mm)， 
2, JET, 之 } 也 就 是 由 全 部 一 步 转移 幅 素 可 确定 全 部 两 沙 转 移 
概率 ， 反 复 应 用 上 述 作 革 ， 由 全 部 一 步 转移 概率 可 以 决定 所 有 的 
转移 概率 ， 进 而 巷 再 知道 初始 时 斌 于 (90) 的 分 布 ， 即 补 始 分 布 
PIX(O) =1} 一 p:， 那 么 {六 (8%)} 的 所 有 有 限 维 分 布 也 哎 完 全 知道 
了 . 例如 对 坝 , 之 ?之 :守信 


P{X (m1) = 及 (mz) = 机 ,Cme) =i,) 
=>_P{X(0) = -PtX (Cm, ) 一 各 j 区 0) 一 计 


"P{X(m) = tCmR) = KO = 
+ 一 | = iol s+ 证 (1 二 ' (0 中 
sis 


— >_P{X(O) -PIX(m) = (0 = 


it1 
“PIX(m) i Xm) =—h}e" 
“PIXCm) i {Rm = i} 


一 PP Op m0 Cr) pT (Crm) 
让 下 了 


存 上 述 推 导 中 我 们 也 利用 了 大 (nm) 的 马尔 可 夫 性 ， 所 以 ,虽然 转移 
镀 率 p,j(m) 只 描述 了 文 (m) 与 天 Cm 十 ]) 之 癌 的 统计 联系 , 2; 只 措 
写 了 不 (0) 的 分 布 ， 但 是 利用 了 不 (#) 的 马尔 可 夫 性 ， 可 以 由 它们 
描写 出 X(o) 的 一 动 有 限 维 分 布 律 , 因而 也 可 完全 知道 蕊 尔 可 夫 链 
的 统计 特性 , 

上 而 我 们 介绍 了 马尔 可 夫 链 的 定义 ， 对 一 般 的 随机 过 程 要 定 
义 它 的 马尔 可 夫 性 , 需要 一 般 的 条 件 概率 、 条 件 分 布 的 概念 , 这 些 
已 超出 本 书 范围 , 因此 以 下 的 叙述 是 直观 的 ,不 太 严格 的 , 

随机 过 程 【X(t)，tEZJ， 和 如果 对 任意 的 吉之 和 之 过 机 及 
ETP, 轩 (#6) 关于 买 (三 )， 磋 (1)，… 于 (和 的 条 件 分 布 从 好 
等 于 (i,) 关 于 不 (3,_1) 的 条 件 分 布 (关于 条 件 分 布 可 参见 第 一 册 
§ 3.2 的 解释 )， 即 忆 民 (有 < 生 蚜 筷 ( 和 中 一 各- 不 ( 划 一下) 一 
A EY 具有 马尔 可 内 性 或 
称 它 为 马尔 可 夫 过 程 ,上 式 是 在 一 般 情况 下 表明 当 Z(t) “现在 ?已 
知 时 , “过 去 "和 “将 来 "的 统计 特性 是 无 闫 的， 

马尔 可 夫 过 程 {X(t)，1ET} 所 可 能 取 的 值 的 侠 信 ， 称 为 过 程 
的 状态 室 间 , 共 中 每 一 元 素 , 即 { 有 Z(t)，tET} 所 可 能 取 的 值 称 为 状 
态 ，X(t) 一 2 常 说 为 : 在 时 刻 t 时, 过程 (或 系统 ) 在 状态 < 中 . 本 
书 中 所 研究 的 马尔 可 大 过 程 , 其 状态 空 疝 或 是 (一 co，ce)， 或 是 它 
的 某 个 子 集 , 如 {0, 1, 2, …}, [0, 00) 等 . 

对 于 马尔 可 夫 过 程 {了 (1), teT} 来 说 , 最 重要 的 概念 是 转移 概 
和 呈 二 和 


率 Prs,x36 AA) ,其 中 8, iETD, 是 sa 之 1, 4 是 状态 空间 的 子 集 , 它 表 
示 在 芋 (s) =z 的 条 件 下 ,下 (1)E4 的 条 体 概 率 , 即 
Pile, zit, A)—P{IRCIEAI TCS) ~—x} 
特别 当 4 二 {一 500, 急 时 , 寿 
Pls,2;t,(— 5, 9)) 
—PIX(IE(— 00,9) |X(s) =r} 
=P{IX(I)Y|(s) =7} 
这 时 为 方 恒 起 见 , 也 常 把 PCs, (一 00, 办) 简 记 为 了 PCs, x 攻 ， 
而 且 令 后 更 常用 的 是 了 (C3, xr} t, 扩 , 称 它 为 转移 娄 率 分 布 ， 对 转移 
概率 分 布 了 (8,w; t, 用 也 有 如 下 的 类 似 于 (4) 的 切 普 曼 - 杜 尔 莫 哥 
洛 去 方程 
Fls, x t, D=| dPCs, Ti, Eu, st, yf), eu 


上 上 式 的 证 月 岂可 谅 (4) 的 证 明 一 样 ， 按 站 (ww) 所 处 的 不 同 状 态 运 用 
全 概率 公式 ,- 并 利用 的 驻守 本 天性， 把 有 关 的 六 御 妖 率 用 转 
称 概率 写 出 即 可 . 

对 于 一 般 马 尔 可 夫 过 程 ,也 象 马 尔 可 夫 链 一 样 ， 它 所 有 的 有 限 
维 分 布 都 可 用 它 在 初始 轩 志 1=9 于 肝 ( 中 的 分 布 和 转移 概率 分 布 
来 表示 , 因此 , .只 要 知道 了 马尔 可 天 过 程 和 的 初始 分 布 和 转移 报 率 ， 
那么 也 恕 知道 了 它 的 有 限 准 分 布 ， 旗 即 完 全 知道 了 马尔 可 去 过 程 
的 统计 特性 ， 

转移 概率 分 布 PLs, zw 4, 四 接 定义 关于 是 一 个 分 布 函 数 , 因 
而 有: 

(i) P(e, 人 WO 

fiiy Fla, Zs sc) 一 

(iii) FP(s, zy， 拉 基 于 是 单调 不 碱 和 左 连 续 的 . 
而 了 (Os, 扑 对 固定 的 加 5 是 的 波 雷 尔 可 袖 遂 烙 . 

| 上 素 是 


复杂 下 (8 三 志 的 关于 弛 的 导数 科 在 , 则 有 
下 (33 +, ) = Fs, r; +, 


称 为 马尔 可 类 过 程 的 转移 密度 ， 

存 一些 重要 的 特殊 场合 , (8,X; 二 及 具 依赖 于 了 一 8， 而 不 家 

坏 于 a,# 的 本 身 ,这 时 一 般 记 

Fli—8, Tr: =—P(s, Xx; t,¥) 
称 为 齐 次 的 转移 概 闵 ， 相 应 的 马尔 可 夫 过 程 也 称 为 齐 次 的 ， 按 
上 述 定义 , 可知 下 (zr, z; 殷 表 示 在 某 时 刻 志 过 程 在 状态 *， 而 经 过 
r 这 段 时 间 之 后 , 过 程 位 于 [一 co, 势 中 的 和 概率， 相应 的 转移 密度 记 
为 P(r, 7; 办 ， 

所 以 马尔 可 夫 链 就 是 参数 寺 只 取 离 散 值 的 马尔 可 夫 过 程 ， 此 
时 参数 集 T 一 般 取 为 {0, 1, 2, …}. : 

如 果 马 尔 可 天 链 的 状态 空间 也 是 离散 的 ，( 例 如 状 艾 空 间 是 
{0, 士 1， 士 2，… 妨 就 称 它 为 可 数 ( 状 态 的 ) 马 尔 可 夫 链 ， 如 果 状 态 
空间 还 是 有 限 的 ， 就 称 为 有 限 ( 状 态 的 ) 马 尔 可 夫 链 ， 这 是 最 简单 
的 马尔 可 夫 过 程 . 

在 可 数 马 尔 可 夫 链 的 场合 , 还 常 3 | 入 所 请 的 夸 移 矩阵 

. PV(m) A {pI (mm)}; jjE ls sy 
于 是 切 普 晕 - 柯 尔 葛 哥 洛 夫 方 程 可 简洁 地 表示 为 
Paim(m) =PO (Cm) PY (m+ i) 
如 再 记 ， 
Plm) 一 Po(m) = {py(m) Yer 

则 有 

Pm) =Ptm Pni "Pmtn—1) 

在 齐 次 的 场合 ， 有 
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下 (一 PK(2 一 会 严 下 一 《和 上 je 
看 应 的 切 普 坚 - 柯 尔 莫 再 炊 夫 方程 为 : 


DI PD (ny 
或 堆 
Piin PW, Pa) 
同样 ， 如 记 
人 
则 有 
Pi™} —- _ Pi- 1 pn-0 Pp 
P,P PP"-), Pp? 
一 :es =P" 
其 中 Pp" 关东 失 阵 的 次 方 


为 了 帮助 理解 上 述 概 念 , 我 们 下 面 给 出 一 些 简单 的 例子 ， 更 多 
的 内 容 将 在 第 二 章 中 叙述 . 
[ 例 1] “无 限制 随机 游 动 考虑 在 直线 上 作 随 机 游 动 的 质 
点 , 如 果 某 个 时 刻 质 点 位 于 1 则 在 下 -- 步 质点 以 狗 率 汪 向 右 移动 
一 格 到 上 十 1 而 以 概率 4 一 1 一 p 向 万 移动 一 格 到 i 一 1. 若 以 于 (n) 
下 时刻 % 质点 的 位 置 ,那么 { 叉 (n)，% 二 0，1，2,…} 是 一 个 随机 过 
程 , 而 且 当 工 (n) 一 : 时， 是] 正人 4 十 2)， ;站 (8 十 k) 等 以 后 
的 行为 只 与 不 (ne) =i 有 关 ， 而 与 硫 点 在 以 前 是 如 何 到 i 是 完全 
无 美的 . 所 以 它 是 一 个 马尔 可 夫 链 ， 而 且 还 是 齐 次 的 ， 其 状态 从 
间 工 一 人 一 2 一 1,0, 1 2 …}， 一 步 转移 概 素 为 : 和 
Dir = pii-t—=0=1—p, iEI 
其 中 0<p<1 其 它 的 pij; 都 等 于 0. 
我 们 来 求 这 个 马尔 可 夫 链 的 高 阶 转 移 概率 yt， 由 于 共 进 行 
了 n 次 转移 .. 每 次 转移 只 在 两 种 可 能 的 馆 择 ， 铅 在 ,) 其 权 率 为 省 
s 全 有 


向 右 , 其 概率 为 p， 而 ”次 转移 的 结果 是 从 荆 到 了 小 因此 ?次 转 
移 中 向 夺 的 次 数 减 去 向 左 的 次 数 应 等 于 了 一 i， 于 是 可 知 : 
i [六 十 一 1 为 偶数 
一 
0， 当 2 -5 一 为 奇数 
特别 有 


中 
i 1 ) (19) 2, 各 是 偶数 
Pii = 2 


0, 是 奇数 
利用 斯 特 灵 (Stirting) 公 式 由 二 ( 生 ) .V37m 可 得 


2 2 
Pi” -( ， J my (pe)" 


有 总 让 和 
(全 Varn (于 ) Vm 


[ 例 2] 带 有 一 个 明 政 壁 的 随机 游 动 ” 仍 沽 虚 随 机 游 动 ， 但 
其 状态 空间 了 = {0, 1, 2,…}, 而 且 一 且 当 四 (8) 一 0 以 后 , 了 (1 十 了 D 
也 就 停留 在 0 这 个 状态 上 ， 这 样 的 状态 称 为 吸收 状态 ， 间 例 1 一 
样 的 道理 , {下 (e),n 一 0 1 …} 也 是 一 个 齐 次 马尔 可 天 链 ， 它 的 一 
步 转移 概率 为 ; 

Piiri=P PiiAt—==1—p, il, p=1 

在 本 秽 中 , 9 正好 叉 是 状态 空间 的 六 点 { 壁 ), 所 以 就 称 这 一 随机 游 
动 为 带 有 有 一 个 嗓 歇 获 的 随机 游 动 , 不 难看 出 ,5 是 马尔 可 夫 链 吸收 


徊 区 利 


| 


状态 的 充 要 条 件 是 记 ; 1 

[ 例 3] 缔 有 两 个 吸收 璧 的 随机 游 动 ” 若 对 随机 游 动 取 状 态 
空间 了 = {0, 1,2,…, 9}, 有 0, & 为 它 的 朋 收 状态 , 巾 它 世 是 齐 次 马 
尔 可 夫 链 , 而 一 步 转 移 概率 为 : 

Piit!s—p Pi so=1—p, lta—1- 
?oo 一 poo=- 1 

[ 倒 4] 带 有 一 个 反射 壁 的 清 机 游 动 ”对 随机 游 动 取 状 态 空 
闻 了 二 40,1,2,…}, 这 里 和 例 2 不同 , 0 这 个 状态 不 再 是 吸收 状态 
了 ,但 粒子 一 旦 进入 状态 0 后 ,下 一 步 它 以 概率 了 向 右 移 一 格 ， 以 


概率 9 停 在 0 状态 ， 这 后 一 各 情况 也 可 解释 为 : 设想 在 一方” 处 


有 一 反射 壁 , 每 次 粒子 自 0 向 左 移动 时 ， 妈 被 反射 问 状 态 0，。 赴 是 
基于 上 述 解 释 ， 我 们 把 这 个 随机 游 动 称 为 带 有 一 个 反射 对 的 随机 
游 动 。 它 仍 是 一 个 齐 次 马尔 可 夫 链 ， 基 一步 转 移 概率 为 ; 
Piitt—=p, Piivi—d=1—p, 《之 
Peo 二 Bol = 
[证 5] 带 有 两 个 反射 壁 的 随机 游 动 此 时 状态 空间 = 40， 
1, 2,…, 9}, 一 步 转移 部 率 为: 
Piini=P, 有 -1 一 和 一 工 一 及 1 入 :3 一 ] 
了 一 全 Do 一 六 Don 一 着 Baga-1.— 4 
仿 前 可 设想 在 “一 款 "和 *“a 十 本 "处 分 别 有 一 个 反射 屋 


[ 例 6] 爱 伦 非 斯 特 (Ehrenfest) 模型 这 是 一 个 齐 次 的 有 
限 马 尔 可 夫 链 ， 其 状态 空间 为 了 一 {—&, 一 站 二 1， “0 —1, 0, li, 2, 
三 出 [ 0}, 一 步 转 移 概 素 是 : 
1 


1 3 , 
Pu- 一 吝 (1 十 厂 ),Piint= 太 (1 一 ;) — ti 


| Pa- 一半 ps_-a+!—1 
jj 重 ed 和 


交 
BE 


由 定义 可 以 看 出 , 当 系 统 所 处 的 状态 i 在 原点 的 左边 时 ， 即 i<0 
时 , 系统 在 下 -一步 同 左 移 的 概率 


Ti iT 
pi 一 去 (十 坪 ) ~ 


1 2 .1 
Pii+!=— ;一 村 )> 序 


亦 即 当 系统 在 原点 左边 时 ， 系 统 下 一 步 更 倾 身 于 ( 即 以 更 大 的 概 
率 ) 问 右 移 , 且 其 倾向 性 与 离 原 点 的 距离 成 正比 , 类 似 地 , 当 系 统 在 
原 反 右边 时 ， 系 统 下 一 步 将 更 倾向 于 向 左 移 ， 特 别 当 系统 在 原点 


时 ， 系 统 以 等 概率 [ 却 ) 向 左 或 向 右 移 ; 而 在 一" 处 则 以 概率 工 疝 


右 移 ; 在 & 处 则 以 概率 1 向 左 移 . 
和 这样 的 一 个 随机 游 动 可 以 有 如 下 两 种 物理 的 解 古 . 

第 一 种 解释 ”考虑 -容器 , 其 中 有 2a 个 粒子 在 作 随 机 的 杂乱 
送 动 ， 设 起 有 一 个 并 不 存在 的 界面 , 将 这 容器 分 为 相等 的 左 , 右 两 
部 份 ， 均衡 时 , 每 一 部 份 中 都 包含 a 个 粒子 ， 现 在 如 用 了 (+t) 表示 
时 刻 上 时 , 右边 屠 部 份 中 所 含 粒 子 数 与 a 的 差 ， 则 了 (t) 显 然 是 随 
机 变量 , 且 只 能 取 情 : 一 一 & 十 1, 一 2 一 1,0,1,2,.…，G 一 1, 
4 如 有 一 个 粒子 从 左边 跑 到 右边 ， 划 了 () 增 加 1 反之， 如 有 一 
粒子 从 右边 跑 到 去 边 , 则 了 (t) 减 少 1， 作 为 第 一 步 近似 ， 如 假定 ， 
同时 两 个 粒子 从 左边 跑 到 右边 , 或 从 右边 跑 到 左边 , 或 一 个 从 右边 
到 左边 , 一 个 从 堪 边 到 右边 等 都 不 可 能 发 生 ， 亦 即 了 (t+ 只 能 发 生 
增加 1 或 城 少 1 的 变化 ， 此 时 如 用 卫 (n) 表示 发 生 呈 次 变化 后 的 
两 边 粒子 数 的 差 , 划 它 恰好 可 用 上 述 的 爱 伦 菲 斯 特 模 型 来 表示 : 当 
i >0, 天 右边 粒子 比 左边 砍 多 时 , 由 于 粒子 的 运动 是 随机 的 ， 因 而 
从 右边 向 左边 跑 去 一 个 柱 子 的 概率 要 比 从 左边 向 右边 跑 去 一 个 站 
子 的 概率 大 , 而 且 大 的 程 谭 应 与 汉 边 粒子 数 的 差 ， (i 十 q) 一 [24 一 
ss 


而 珂 右 移 的 慨 诗 


人 十 四] 一 2 成 正比 , 即 与 守成 正比 , 当 让 0 时 , 可 同样 解释 , 

第 二 种 解释 ”设想 一 粒子 在 直线 上 作 随 机 游 动 ， 但 同时 此 质 
点 叉 与 原点 用 一 “ 漳 赞 ? 相 联 , 因 币 当 质 点 偏离 原点 时 , 即 受 一 附加 
的 与 偏离 成 正比 的 向 原点 的 力 的 作 胃 ， 从 而 导致 质点 向 原点 移动 
的 概率 增 大 ， 用 贸 (x) 表 示 上 肝 间 %# 时 粒子 的 位 置 , 则 可 用 上 述 爱 伦 
非 斯 特 模 型 来 近似 地 描述 它 ， 

[ 俩 7 ] ( 韭 齐 次 马尔 可 夫 链 ) 考虑 上 里 耶 (Polya) 模 型 ( 参 
见 第 一 册 例 2.1.2), 访 中 含有 5 只 黑 球 及 "只 红 球 ， 每 次 随机 地 
避 出 一 只 后 把 原 球 放 回 ， 并 加 入 与 抽出 球 同色 的 球 c 只 ， 再 摸 第 
二 次 并 继续 进行 下 去 ， 以 铅 中 黑 球 数 为 状态 ， 而 “了 (mn) = ij? 表示 
在 第 n 次 岳 球 下 回 后 在 绩 中 有 i 个 黑 球 这 一 事件 ， 显 然 每 摸 一 次 
后 镶 中 黑 球 数 或 者 不 变 , 或 者 增加 e 个 ， 所 以 

po 车 j=iTe 
PiX (nt1) =jlX(n) =1, 4} 1-~5 者 ji 
0， 其 它 
其 中 44 表示 由 前 # 一 1 议 摸 球 结果 规定 的 任 一 率 件 . 由 于 上 述 概率 
只 与 i 了 和 nw 有 关 , 而 与 4 无 关 , 所 以 它 是 一 个 马尔 可 天 链 ， 其 转 
移 概率 为 
BTria 人 
Dain) = ， ， 
larrine 2 
因此 它 还 是 非 齐 次 的 . 

[ 例 8] ”离散 分 支 过 程 考虑 某 一 群 你， 用 且 (n) 家 示 第 
代 中 个 体 的 数目 ， 假 定 某 一 代 的 每 一 个 个 体 可 产生 了 个 下 一 代 个 
件 , 其 中 了 是 一 个 取 非 负 整 数值 的 离散 随 机 变 匡 :; 
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PIF = pg, k=0,1,2,. 
并 设 划 一代 中 各 个 仿 产 年 下 一 八 入 个 地 得 则 有 

Xn 1)} = 二 TY xo) 
其 中 他 人 是 用 瑟 独立 与 工 癌 分布 的 随 村 变量 由 此 可 郑 ， 只 要 知 
遭 了 于 (人 屠 术 芒 太 二 由 的 分 布 吴 完 个 决定 了 ,而 与 以 前 ( 邵 更 前 
的 代 的 个 体 数 及 ft 全 一 了 关 (% 一 2) ,中 无 疾 ; 从 人 而 是 一 个 再 尔 可 大 
链 ， 这 本 马 休 可 类 链 ， 称 为 高 孝 的 分 支 过 程 。 

刻 31l 人 母国 数 


GD) A Dp: 
二话 
F(Z)A DS_ PUI) = XO0) 一 1 .2* 
此 二 让 


= Sp 2 
天 二 和 


财 根 据 母 函数 的 性 质 ( 参 见 第 一 册 (4. 3.19)) 可 得 : 
P(E (GP) 一 下 GTGTIZT))) = 


F, 四 - FGME)) = 2) 
其 中 FY) 表示 个 (GE 
和 次 
一 般 有 
3 ] 
此 二 0 
一 (了 (2 的) = (GM 
由 此 可 知 ,在 (2)， 即 ips 一 0, 1 2 …}， 完 全 决定 了 巡 全 的 分 
布 ， 
如 果 慨 定 包 小 的 均 慎 存在 : 


和 


Oo 


m= 全 kp, 


册 它 表示 每 个 个 体 产 生 下 一 代 个 体 的 平均 个 数 , 直观 上 很 清楚 , 如 
时 了 过 1 即 每 个 个 体 产 生 下 一 伐 的 平均 个 数 不 到 一 个 ， 由 整个 群 
体 将 下 种 ， 即 下 (%n) 迟早 将 变 为 0， 从 而 一 直 为 0{ 即 0 是 暖 收 状 
态 ); 妆 果 闲人 1 则 称 个 群体 将 未 断 增 长 , 得 由 有 一 定 的 概率 下 种 ， 
如 果 H 一 1, 直观 上 是 不 很 请 种 的 ,理论 上 可 以 证 明 , 此 时 群体 迟早 
将 灭 种 , 甘于 这 些 结果 的 证 明 特 在 第 二 章 叙 述 . 
一 种 与 马尔 可 去 过 程 密 切 有 关 的 是 独立 增 量 过 程 ， 一 个 随机 
过 程 { 叉 (t》，tE 站 称 为 狼 立 增 由 的， 如果 对 任 帝 的 十 < 拓 和 < 和 < 
ffsn 过程 的 描 量 于 (0) 一 六 (21) 六 一定 (fa 是 相 
互 独立 的 随机 变量 ， 攻 参数 集 下 =[a， 门 ， 则 象 马 尔 可 夫 过 程 一 
样 ， 独 立 增 曙 过 程 的 有 限 维 分 布 可 由 它 的 初始 分 布 P{X(9n) <z} 
和 一 切 塔 是 的 分 布 唯一 确定 ， 
对 于 独立 增 量 过 程 {XCt), 1ETY， 当 人 二 [a,5), a 半 一 00 了 时， 
一 般 总 规定 了 {下 (=9} 二 1。， 这 时 对 任意 的 记过 过 昼 之 直 之 胡 
第 Et 一 是 (人 与 于 (= 了 (一)), T(E) CC 
苹 (f 一 苹 (tg) 独 并 ， 所 以 当 已 知 革 (6) 时 ，CE( 一 有 (1) 一 
二 (十 证 (2) 与 广 ()， (= 
于 (1 独立 ,因此 {( 3 tST) 一 定 是 一 个 马尔 可 夫 过 程 . 
如 果 独 计 增 世 过 程 {X(t)，itET} 还 满足 {XCE)} 一 山 
加 { XC | 站 < 之 5c9， 则 它 也 是 正 交 增 量 过 程 ， 事 实 上 ， 当 1 过 机 过 
fs<t 时 我 们 有 
BE{(X() — RN ECE) — Xt))) 
=BIA(1) —X(I)} EEA XU 
一 0 

亦 即 均 信 汶 数 为 零 的 二 航 和 矩 过 程 , 如 辣 肝 又 是 独立 增 量 过 程 , 则 它 
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也 是 正 交 增 基 过 程 . 
如 困 增 量 玉 2) 一 及 八 )) 的 分 布 只 与 和 一 有关， 而 与 ty, 4 
本 身 无 关 ， 则 称 为 齐 次 的 ， 
丙 个 最 重要 的 独立 增 量 过 程 是 维 纳 (WienerD- 爱 因 斯 组 
(Einstein) 过程 和 普 阿 松 (Poisson) 过 程 ， 
维 纳 - 爱 因 斯 坦 过 程 ” 它 也 是 实 正 态 过 程 ， 共 均值 函数 为 零 ， 
而 其 协 方 差 函 数 为 
Tls,t) =E{IX(a) X(t)} =o.mints, {) 
由 此 可 求 出 其 弄 量 站 (一 下 (的 方差 (假定 8 二 由 
DACEI— (8)) =—=BIX()— Xs) |? 
ElX(E)— RC)) (AE — RCE))} 
—EIX(t)X(t)} ~ E{X(T)X(s)} 
一 可 { 其 《3 X(t)} BIA(s) XC) 
TT TFT 8, 3) 
Ht 8— O88 =0 (it— 8) 
一 般 地 有 : 
DCX(E)—X(8)) 一 o3。 |t—s| 
普 阿 松 过 程 这 是 一 个 实 的 独立 增 量 过 程 , 下 (0) ==0, 其 塔 量 
tt ) 一 六 C9) (8 过 +4) 的 分 布 是 普 阿 众 分 布 : 
PUX(t) -XC =H = ME, j=0, 1,2, ~ 
不 难 算 出 它 增 量 的 均值 和 方差 为 
E{X(1)—X(8)} =D{IX(t)—X()) 
=A(1— #8) 
而 过 程 本 身 的 均值 函数 为 
mi)= BX(E)} = E{XCG)— XO0} 一 站 
当 8 必 # 时 其 协 方 莽 函 数 为 


咎 和 本 


TB,t) =B{(X(s) — As) (Xt)— 4t)} 
—B{(lE(s)—As) (Re) 一 上 3 
[XC A) 一 【及 (3) 一 中 3 1)} 
— El(X(8s)— dA) — EIX(8)—A8) 
"FACX(E)— A — (XC8) — As)} 
. —As 
一 般 地 ,过程 的 协 方 差 崩 数 可 表 为 
Ts,t)=A:mint(s, #) 
由 此 可 见 , 这 两 个 过 程 都 是 齐 次 的 , 但 都 不 是 平稳 的 ， 

. 三 、 其 它 ” 除 上 面 介 绍 的 二 阶 矩 过 程 〈 包 括 其 特殊 情形 平稳 
过 程 , 正 态 过 程 , 正 奖 增 量 过 程 等 ) 和 马尔 可 内 过 程 ( 包 揪 其 特殊 情 
形 马 尔 可 天 链 , 分 支 过 程 , 独立 增 量 过 程 等 ) 外 , 还 有 一 些 比较 重要 
的 随机 过 程 , 例如 “ 积 ”, 点 过 程 等 。 

考 外 , 我 们 现在 讨论 的 随机 过 程 { 二 (0 二 中, 其 中 每 个 瑟 () 
都 是 随机 变量 , 如 果 它 是 随机 向 量 ， 那 就 是 向 量 随 机 过 程 ; 而 且 参 
数 集 7 也 限于 直线 的 某 个 子 集 , 如 果 全 可 以 是 平 而 上 的 某 个 子 集 ， 
相应 地 每 个 寺 是 平面 上 的 点 (要 有 两 个 坐标 ), 那 就 是 随 袖 场 . 工 当 
然 还 可 以 是 三 维 的 ,四 维 的 等 等 , 但 仍 称 为 随机 场 . 关于 这 两 方面 ， 
在 本 书 中 也 都 不 讨论 了 ， 
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第 二 章 马尔 可 夫 过 各 
$1， 马尔 可 去 链 


在 李 贡 中 我 们 限于 研究 前 次 移 可 数 己 尔 可 二 链 , 为 确定 起 网， 
设 所 耳 究 的 齐 次 本数 马 尔 可 天 链 为 { 人 一 册 1 2, 并 且 以 
了 二 {0, 1,2,…} 为 它 的 状态 空间 ， 令 后 , 还 将 把 “入 (98) 一 ”说 为 
刻 叶 时 马尔 可 夫 链 或 系统 处 于 状 泰 i” 等 等 . 

再 设 此 马尔 可 夫 链 的 一 步 转移 概率 为 {pi;y}; 部 步 转移 概率 为 
{pi }, 

这 一 节 分 为 四 小 段 ， 第 一 ,下段 从 研究 状态 转移 的 情况 出 受 ， 
依次 引出 系统 和 状态 的 分 类 ， 以 及 状态 空间 的 分 解 等 等 内 容 ， 第 三 
段 研究 状态 运动 的 极限 性 质 ， 第 四 段 进一步 讨论 一 些 特殊 的 马尔 
可 去 链 , 并 指出 某 些 应 用 ， 

一 、 首 次 进 人 时 间 和 状态 分 类 

如 果 对 状态 了 和 存在 某 个 w 宇 1. 使 p 全 >0, 即 从 状态 出 
发 ， 经 某 个 站 步 , 可 以 下 的 嵌 率 到 达 状 态 j 则 称 自 状 志 i 可 这 拱 
恋 并 记 为 i>j。 反之, 如 自 状 态 宇 不 可 达 状 态 户 记 为 ie 此 
是 对 一 团 m 关 1, 2 二 0. 

如 i 一 了 ,71, 则 称 状态 i 和 状态 j 相通 ， 记 为 i<->j， 我 们 
有 下 剂 的 

定理 1 如 z= 则 -> 

[证 明 ] 如 时 3->%6, -> 出 按 定义 存在 ?1 和 PT 使 了 中 
全 0 Ps 守 0, 根据 切 普 曼 - 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方 穆 , 有 

PH 一 SDD PLDIS 0 ET CI) 


和 二 站 


时 训 学 丰 





其 中 第 一 个 不 舌 式 是 由 于 所 有 的 了 扣 和 了 党 都 是 非 负 的 ， 按 定义 ， 
即 宇 一 > 了。 

么 上 如 rk, kBo, ,kn Ea MN 27. 

系 2 如 i ko, ke 
刚 《< 一 > 小 

应 用 上 述 定理 和 系 , 不 难看 出 ， 第 一 章 中 的 那些 随机 游 动 中 ， 
所 有 的 状态 只 要 不 是 吸收 状态 ， 它 与 自己 相 邻 的 非 吸 收 状 态 都 是 
相通 的， 从 而 在 不 带 吸 收 避 的 随机 游 动 中 ， 所 有 的 状态 部 是 相 甫 
的 , 而 在 带 有 了 吸收 壁 的 随机 游 动 中 , 除 吸 收 状 态 外 ， 余 下 的 状态 出 
都 是 相 递 的。， 怕 吸 状 态 不 与 任何 别 的 状态 相通 ， 而 有 也 不 能 自 吸 
收 状态 到 达 任 何 别 的 状态 , 但 在 带 吸 收 壁 的 随机 六 动 的 场合 , 从 性 
何 非 咀 收 和 状态 都 可 到 达 暧 站 状态 . 

对 于 任意 两 个 状 大 ;和 了》 在 事件 {和 (0) 一 让 上 引入 随 机 变 
基 

人 ;全 min{n:(0) =i, 在 (人 =) nn 守 1} 

了 了 是 从 状态 宇 出 发 ,首次 进入 状 态 7 了 的 时 刻 , 对 SE {C0) 竹 让 
或 wwE{X(0) 一 六 (9) 十 放 3321]}， 我 们 也 可 形式 地 补充 规定 为 
了 ii(o) 一 十 o。 此 外 , 再 定 光 


fi EP{T,, =n|X(0) 一 让 320 
旭 系 统 自 状态 出 发 ,经 # 事 首 次 到 达 状 态 7 的 概率 , 显然 有 : 
f=P{E) = 2 10) = 引 


一 之 > Bir Bi i Pi (m1) 
+ 


再 定义 
fu EY = TPT, 4) -PUT <o0} 
[LL 坊 到 了 


和 市 本 让 


mi 


它 是 系统 自 状态 i 出 发 , 迟早 要 到 达 状 态 j 的 概率 , 显然 有 
Of fiyl 


我 们 先 来 证 明 一 个 联系 了 ”和 了; 池 的 常用 引 理 ， 
引 理 ”对 任意 的 1 E 及 1 之 00, 有 


种 
p= fp? (2) 
1= 上 


[证 明 ] 普 先 由 于 { 且 (0 一 证 玄 ( 人 一 内 所 TS 囊 (一 着 ， 
因此 对 事件 { 开 (9) 一 让 可 按照 总 (9) 首次 进入 j 的 时刻 不同 而 分 
解 为 下 不 相 容 事件 之 和 ， 即 

PtP =PIX CR) =j|X(0) = 
=P{Ti<n, Xn) = X00) = 


= DP{T,=i, XR) = =i} 
i=1 


-Spr [X{0) = i}PIXCn) = J Ty 

=1, X(0) =i} 

= DP(7,-1 [XC0) =i}P{X(n) 

一 j|X(0) 一 记 及 (1) 半 记 …， 让 局 一 ]) 汪 加 补 ( 中 )= 办 


一 全 PIT,j=t|X00) =i PX =JjIXOU) = 


【二 


E19 
— >_ FPp Dn 
二 三 了 


在 -上述 挫 异 中 , 第 五 个 等 号 是 用 了 2 的 定义 ,而 第 六 个 等 号 是 用 
了 鞋 (m0) 的 马尔 可 夫 性 , 因为 (X00) 一 有 天) 产 凡 二 避 一 切入 外 
| 


为 一 了 以 前 发 生 的 事件 ,在 下 人 一， 的 条 件 下 ， 它 与 下 (9 一 J 独 
立 , 最 后 一 个 等 式 是 用 到 了 及 的 定义 和 了 (1) 的 齐 次 性 ， 于 是 引 
理 得 证 ， 
利用 上 述 引 理 , 可 以 帮助 我 们 建立 pi? 的 许多 性 质 . 
定理 2 fj;>0 的 充 要 条 件 是 1 > 小 
[证 明 」 充分 性 如 1->3, 则 有 茶 % 之 1 使 p13 > 六 由 (2) 
Bip 一 PO 


从 而 7 7 了 全 中 至 少 有 一 个 为 正 的 , 这样 
fs= Ef p>0 


必要 性 如果 六 />0, 则 因 f= Df 所 以 至 少 有 一 
和 1, 使 三 0。， 另外, 由 (2) 得 
pi 全 1) >f Pp 


一 六 人 20 
于 是 让 
系 < 一 六 即 守 与 了 相通 的 充 要 条 件 是 :>0 0 
在 # 一 了 时 ,:: 便 是 自 状 态 诗 出 发 ， 首 次 返回 状态 《的 时 刻 ， 
fi; 便 是 自 状态 1 出发, 在 有 限 步 内 述 早 要 返回 状态 ;的 概率 ， 它 
当然 是 0 与 1 之 间 的 一 个 数 , 但 可 能 有 两 种 情 沈 ， 
如 果子 ;二 1， 则 称 状 态 # 是 常 返 的 ; 如 果 天 ,三 1， 则 称 状 态 ; 
是 非常 返 的 , 有 了 时 也 称 为 滑 过 的 . 
下 面 的 定理 , 说 明 上 述 定 疼 的 合理 性 , 
定理 3 ”如 状态 j 是 营 返 的 , 则 以 概率 1， 系统 无穷 次 返回 状 
态 六 如 状态 j 是 非常 返 的 , 则 以 概率 1 系统 只 有 有 限 次 返回 状态 
7 » 


六 亦 即 系 统 无 穷 次 返回 状态 j 的 概率 为 罕 . 
[让 明 ] 用 Qj(m) 表 东 自 状态 站 出发， 系统 至 少 进入 状 志 了 
m 次 的 概率 ; @ 表示 自 状 态 出发 , 系统 无 穷 多 次 进 人 状态 4 的 
概 尝 ， 则 有 
Lm) 一 全 人 
另 一 万 面 ， 我 们 有 
V1}= fs 

仿 定 至 2 证 嚼 中 的 方法 , 利用 过 程 的 马尔 可 去 性, 有 

Qtmi1) = Df 0 0n) 

n=1 
= fi Wi Cmn) 
反复 应 用 上 式 ， 得 
Qtmi 1) = mm) = fi fi Wiilm— 1) 
= ff 


人， 如 户 ; 一 1, 即 并 常 返 


io 一 to 各 ,二 1 即 j 非 常 返 


fis 2 常 返 
or j 非常 返 


下 南航 定理 给 出 基于 Fp? 的 状态 常 返 与 否 的 判别 准则 . 
定理 4 ”状态 了 了 常 返 的 充 雪 条 件 是 之 ,P 池 =o， 
[证 明 ] 由 (2), 特别 到 i= 有 


P= fp? 


i131 


两 边 对 % 相 加 ,得 


到 看 只 
全 人 人 


wl 则 二 了 =} 


二 条 窜 里 


站 时 
= Pp? 


1=1 类 = 


一 


= P77 (3) 
< 立信 pp 


4 二 和 


和 = 1 
2 pp 





{=} 
pp 1 十 Si pop 
94 二 履 m=} 
令 N00, 得 : 
了 
”人 9 
im 一 一 所 方志 1 
1 十 pI? 
bh | 


如 之 了 由 一 oo， 向 易 知 上 式 左 边 极限 为 1, 于 是 六 = 一 1， 即 了 常 返 ， 


充分 性 证 毕 ， 
现 证 必要 性 , 在 (3) 中 , 如 取 入 '<< 丸 , 则 有 


N= 
hn 
Nm 
>34y 之 人 9 ~ 
于 是 ， 
< Spy 卫 
和 1 
rn 
人 之， Pp 1 > po? | 


m= oe 


而 过 宙 


如 设 ?二 oo, 则 在 上 式 中 令 交 .>co, 得 





得 邻 MN'->00, 得 : 


1 一 fi 


1+ >_,ny? 


二 1 


即 ; 是 非常 返 状 态 ， 这 与 必 机 性 证 明 的 展 定 矛盾 , 所 以 -8 不 


能 小 于 co， J 
对 于 常 运 状态 i, 我 们 进一步 来 研究 它 的 平均 了 巧 回 时 间 : 
F=f 
同样 可 能 有 两 种 情形 : 如 果 4 所 co, 则 | 称 为 正常 返 的 ; 如 果 避 
oo( 或 二 一 0), 则 称 i 为 零 党 到 的 . 
称 状 态 宇 是 局 期 为 Et 的， 如果 p17 除 % 二 #214,38,，，… 外 
均 为 零 , 但 没有 比 { 更 大 的 使 J 个 除 % 二 可, 2 ，3，…… 外 均 为 
零 ; 当 不 存在 上 述 的 t 时 , 状态 i 称 为 非 周期 的 . 
非 周 期 的 正常 返 状 态 , 称 为 痪 历 状 态 . 
我 们 不 加 证 明 地 给 出 下 列 两 条 定理 ， 
定理 5 如 是 常 运 状态 , 则 是 零 常 返 的 充 要 条 件 是 ; 
limpi? =0 


| 


系 ”如果 j 是 零 常 返 状态 , 则 lim 8? =0。 
[证 明 ] 由 (2) 式 ,得 
p19= fi" 


<Sfipp? + f'n 


Fwt1 


由 于 3 是 零 常 返 状态 , ?9 一 0, 于 是 固定 9 后 , 令 % 习 co 时 ， 布 边 
第 一 项 特 趋 于 零 ， 同 时 ， 旧 于 14 一 fl 是 收 侣 的 正 项 级 数 ， 


所 以 其 余 项 之 和 2 诬 P 在 #>co 时 应 趋 于 零 ， 系 由 此 得 证 . 


下 三 失 二 


定理 6D 如 i 是 沁 历 次 起， 即 非 局 期 的 正常 运 状 态 , 则 


1 
。 [i 
limpi? = 


如 果 + 是 周期 为 二 的 正常 返 状 态 , 则 
lim a pO = 


根据 土 述 的 定理 4 5, 6, 可 得 如 下 的 依赖 于 2 中 的 渐 近 性 质 的 
关于 状态 性 质 的 羯 别 法 : 


状态 i 非常 返 <> Dp! ?了 <co( 当 然 有 lim BY 一 全; 


‘加 二] 


状态 1 零 常 返 所 > 之 ,8 和 一 co 县 lim p19 一 0; 


状态 i 正常 返 <> pf 二 00， Him pi >>0, 


性 一 上 


人 要 知道 定 进 还 明 的 读者 , 可 套 硒 复旦 大 学 概率 论 孝 研 组 编 坪 的 "排队 论 ”"( 上 课 
科学 钼 术 出 版 社 , 1961 年 7 一 书 的 附录 于 和 工 ， 


二 这 站 于 


其 中 lim 表示 上 极限 ， 特别 在 非 周期 的 场合 , 必 有 
im 一 全 一 让 >0 

我 们 来 证 明 

定理 了 如 ie 一 zj， 则 它们 或 同 为 非常 返 或 风 为 常 返 ; 在 后 
一 场合 , 或 河 为 沧 常 返 或 网 为 止 常 返 . 

[证 明 ] 由 于 i 和 一 了 所 以 存在 Ll1 和 nn 宇 1 使 下 站 一 % 六 和 

p70 一 有 >0， 坊 61) 式 , 可 得 

天 (4) 
PY =p Ppp a Bp (5) 

由 此 可 知 ，P 针 和 PP 的 新 江 性 质 是 一 样 的 ， 于 是 根据 上 述 判 
别 靶 即 可 证 明定 理 . 

定理 8 如 ic 一 *J， 则 它们 或 同 为 非 周期 的 或 同 为 周期 的 ; 
在 后 一 场合 有 相同 的 周期 +. 

[证 明 ] 由 (4)，(5) 易 得 前 一 场合 ， 现 证 后 一 场合 。 朵 为 
ie—j， 所 以 有 i 宇 1 和 rn 之 1， 使 =g>>0， 和 p= 二 0 
县 有 Pi pp p>0 
因此 , 如 宇 是 周期 二 的 , 则 了 Fe 必 为 皇 的 倍数 。， 类 们 地 ， 

pI pp = >0 
因此 , 如 3 了 是 辕 期 六 的 , 则 ?7%* 必 为 1 的 倍数 ， 轴 由 (5) 式 ,得 
Dm he AD 

如 果 PP >0， 则 中 二 式 可 条 2 >20。 根 据 凡 期 的 定义 ， 
7 十 只 十 中 应 是 才 的 倍数 , 但 了 十 是 所 的 倍数 , 所 以 委 也 应 是 志 的 
代数 . 这 就 是 说 , 所有 使 中 汪 0 的 人 t 都 是 六 的 偿 数 ,好 除 四 一 刀 ， 
2 ,3 外 ,Pi9 一 0, 二 是 ,根据 周期 的 定 浆 可 知 ，f 也 必须 是 下 的 
信和 数 ， 由 二 + 和 六 航 位 置 是 对 称 的 ， 扬 以 同样 可 证 ， 必须 是 
的 倍数 ， 洁 是 t=#', 即 有 相同 的 周期. 
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二 、 闭 集 和 状态 空间 的 分 解 
由 一 些 状 态 组 成 的 集合 局 称 为 是 财 的 (或 团 集 )， 如 采 对 任意 
iEC 和 5C, 有 : Pi 一 0， 由 此 ,进一步 可 推出 ,对 iEC, J#0， 


PD Psp 之 ie 十 Pubs 
=0-|-.0=0 
用 归 薄 法 , 可 以 证 最 ， 
Pi) =0, i§C, KO 

即 对 iEO, 旋 C, 自 状 态 宇 出 发 ,不 能 到 达 状 态 六 

由 此 显然 可 得 , 对 一 切 sl1 和 jiEC 有 

之 8?P=1I 

显然 , 整个 状态 空间 构成 一 个 闭 集 , 这 是 较 大 的 闭 集 ， 另 一 方 
面 , 吸收 状态 也 构成 一 个 闭 集 , 这 是 较 小 的 闭 集 . 

除 整 个 状态 空间 人 外， 设 有 别 的 拥 集 前 马尔 可 夫 链 称 为 是 术 可 
约 的 . 

定 瑾 4$ 所 有 党 返 状 态 构 成 一 个 闭 集 . 

[证 其] 先 证 : 如 i 是 常 返 状 态 , 且 i->7, 则 7->i, 即 .了 本 
通 ， 事 实 上 , 阁 自 出 发 不 能 到 述 ; 则 由 于 i->73， 于 是 自 半 出 发 
和 到达 j 后 , 即 不 能 再 返回 志 这 与 了 是 党 返 状 态 ， 产 :一 1， 即 自立 出 
发 后 ， 世 概率 1 返回 了 的 假定 相 了 矛盾 ， 此 了 矛盾 邯 证 明 上 述 的 结论 
汶 真 . 
现在 根据 定理 7 立 好 可知， 如 i 为 常 返 状态 , 且 i 一 所 则 了 必 
为 常 返 状 态 , 亦 即 自 常 返 状态 出 发 ， 只 能 到 达 常 返 状 态 , 不 能 到 非 
常 返 状 态 ， 换 言 之 , 常 返 状态 全 体 构 成 一 个 闭 灌 , 

令 语 用 CC 崎 示 由 所 有 常 运 状态 组 成 的 闭 集 . 

和 不 可 约 马 尔 司 夫 链 或 甫 没有 非常 运 状 态 或 者 没有 常 返 状 


态 . 
定理 10 在 妃 中 , 相通 关系 1 一 了 是 等 价 关 系 , 即 具有 下 列 
三 个 性 质 : 
《1)》 自 返 性 : 1 一 ?5 
《2)》 对 称 性 : 如 一 27, 则 2< 一 站 
《3) 传递 性 : 如 了 一 > 刚 < 一 > 下 ， 
[证 明 ] (43) 归于 在 如 中 , fi; 二 1 疡 0， 由 定理 2 的 了 系 立 即 推 


(2) 由 定义 直接 推出 . 

(3) 是 定理 1 系 2 的 特例 . 

由 于 每 一 等 价 关 系 决定 一 个 分 类 , 于 是 用 土 述 相通 关系 可 得 ， 

定理 11 所 有 的 常 返 状态 可 分 为 若干 个 互 不 相交 的 闭 集 
{0C,}, 且 有 : 

《1) CG 中 任 二 状态 相通 ; 

(2) 名 中 的 性 一 状态 种 Co 中 的 全 一 状态 ,在 前 于 9 时 ， 互 不 
相通 ， 

今后 特 称 Ci Ca … 为 基本 常 返 闭 集 . 

基于 上 述 一 些 定理 , 我 们 知道 , 整个 状态 空间 了 可 分 解 成 : 

了 一 上 十 外 十 如 十 … 

其 中 入 是 所 有 非常 返 状 态 组 成 的 集合 , CU，Ca … 都 是 由 党 返 状态 
组 成 的 闭 集 , 这 些 常 返 闭 集 内 部 是 相互 相通 的 , 但 两 个 常 返 闭 集 之 
间 是 互 不 相通 同 . 

如 从 某 一 非常 总 状 态 出 发 , 系统 可 能 一 直 在 非常 返 集 为 中 ,也 
可 能 进入 某 个 基本 和 芝 返 闭 介 ; 一 旦 进入 某 个 基本 常 返 闭 集 后 , 即 一 
直 停 留 在 这 个 基本 当 返 闭 集中 如 藉 某 一 常 返 状态 出 发 ， 则 系统 
就 一 直 停 留 在 这 个 状态 所 在 的 基本 常 运 六 集 之 中 。 

和 在 只 有 常 志 状态 的 不 可 约 链 中 , 所 有 状态 都 是 相通 的 ， 
«44 + 


关于 系统 进 人 基本 常 返 闭 售后 的 运动 情形 , 我 们 有 : 

定理 12 每 一 周期 为 的 基本 常 返 闭 集 ,可 以 进一步 分 解 
成 + 个 互 不 相交 的 子 集 ; 

OC,=0O,(0) FO C(t Com1) 

且 这 些 子 华 可 适当 安排 , 使 有 如 下 性 质 ; 自 C(t?) 中 的 本 一 状态 ， 
下 一 步 必 然 到 达 CL 二 了) 中 的 某 一 个 状态 ， 共 中 如 =# 一 1， 则 
1 一 1 一 + 和 解 丢 为 0, 即 i 十 l=st=s0(mod#)。 

定理 的 证 明 从 略 中 , 

根据 这 一 定理 , 系统 进入 基本 党 返 闲 集 后 的 运动 , 当 此 常 返 闭 
集 的 周期 为 1? 时, 应 是 在 个 子 集 中 依次 作 御 环 的 运动 : 

[和 

尘 于 有 限 齐 次 马尔 可 夫 链 ， 我 们 和 还 月 如 下 几 个 更 进一步 的 结 
鞭 : 

定理 13 有 限 齐 次 马尔 可 夫 链 的 所 有 非常 返 状 态 组 成 的 党 
合 妨 不 可 能 是 闭 集 , 亦 即 不 管 系统 自 什 么 状态 出 发 , 迟早 要 进入 常 
返 闲 和 集 . 

[还 明 3 在 有 限 马 饼 可 夫 链 的 场合 , 六 当然 只 能 是 有 限 的 , 同 
时 根据 定理 3, 系统 只 能 有 限 次 返回 非常 返 状 态 ， 从 而 只 能 有 限 次 
返回 区, 于 是 迟早 将 进入 前 返 财 集 ， 

系 不 可 约 的 有 限 齐 次 马尔 可 天 链 的 状态 都 是 常 运 的 . 

定理 14 有 限 齐 次 马尔 可 夫 链 没有 零 常 运 状 态 . 

[证 明 ] 设 有 某 个 零 常 返 状态 i， 它 属于 基 个 基本 常 返 闭 集 
Cu 于 是 用 

过 ?人 9=1 


了 


全 可 基 看 : KR.L. Chung, “Markov Chains with Stationary Transition Pr- 
obabilitie# 一 书 的 了 3 节 . 


=。 45 4 


内 于 是 零 常 运 的 ，jEO; 又 与 二 相 通 ， 玉 此 je 也 都 是 和 霍 常 抬 
的 ， 上 表 根 据 定理 5 的 系 可 知 , 对 一 切 霉 党 返 的 元 有 
1im 天 人 一 


于 是 在 上 面 和 式 中 令 mn->oeo, 由 于 左边 和 式 只 含有 限 项 , 可 得 
]jm 和 _ > HimpiP =0 


HT jar jE OR 


而 右边 常数 1 不 变 ， 即 得 区 慎 ， 此 天 盾 和 证 明了 定理 . 

结合 定理 13 的 系 和 定 嵌 14, 可 得 

定理 13 泵 可 约 的 有 限 章 次 马尔 可 闪 链 的 状态 都 是 正 馆 
返 的 . 

为 了 帮助 理解 上 述 的 定理 ， 我 人 类 考 入 第 一 章 中 的 一 些 马 尔 
可 夫 链 的 例子 ， 

在 无 女 制 的 随机 游 动 中 ， 前 忆 指 出 ， 整 个 状态 空间 邯 是 相通 
的 ， 由 于 





名 但 
Rn (a jp’ n 是 偶数 
Ie ~ 2 
0 ， 1 足 前 数 
显然 可 知 记 有 状态 都 是 千 期 2 的 . 
又 因为 
3 AP" 
Pi me 


所 以 当 pr 时. 479 过 1, 因而 89<o9， 才 基 斯 有 的 状态 都 是 非 
常 返 有 的 ， 但 时 pg 一 这 时 ,4p9 一 1 z 


nD 1) 1 :二 


Ti 


于 是 ZEP=00, 且 DP?->0。 因 此 , 所 有 的 状态 都 是 零 常 返 的 . 


和 


再 来 考察 带 有 -个 叹 收 壁 的 随机 游 动 ， 这 了 时 有 一 个 吸 牙 决 志 
0, 它 是 正常 返 的 ， 非 周期 的 ， 并 且 自 己 就 构成 一 个 基本 常 返 团 个 . 
由 于 其 它 状态 1 2,…} 都 可 到 术 它 , 而 一 号 到 夺 它 后 , 即 一 直 停 留 
在 那儿 , 从而 自任 意 其 它 状 态 出 发 ,都 不 可 能 以 概率 在 迟早 返回 本 
身 ， 即 当主 一 了 2,… 时 , f;; 之 1， 于 是 所有 其 它 的 状态 都 是 非常 运 
的 ， 仿 前 易 知 , 所 有 其 它 的 状 坊 也 都 是 周期 为 2 的 ， 

在 本 例 中 , 整个 状态 空间 了 = {0, 1, 2, …} 可 分 解 汶 入 一 {1, 2， 
各 二 {40} 之 后 :二 入 十 由 于 自 入 中 的 状态 可 到 过 避 而 月 
C 中 的 状态 不 能 到 太 入 ， 记 以 是 不 相通 的 ， 整 个 链 也 就 不 再 是 不 
可 约 的 了 . z 

现在 来 看 带 有 两 个 反射 改 的 随 负 游 动 。 这 是 一 个 有 限 马 尔 可 
去 链 ， 由 于 整个 状态 空间 都 是 相通 的 , 因而 还 是 一 个 不 可 约 链 , 由 
于 goo=4>0 所 以 状态 0 是 非 局 期 的 , 而 所 有 状态 都 相通 , 所 以 所 
市 的 状态 都 是 非 周 期 犁 ， 由 定理 15 可 知 , 所 有 的 状态 都 是 正常 返 
的 , 因为 义 是 非 周 期 的 , 所 以 所 有 的 状态 都 是 遍历 的 ， 这 种 马尔 可 
夫 链 也 简称 为 不 可 约 的 退 盼 链 . 

其 它 的 例子 , 请 读者 自行 分 析 . 

三 、?43) 的 渐 近 性 质 与 平稳 分 布 

在 本 段 中 ， 我 们 将 说 有 明 ， 玫 在 # 一 22 时 的 极限 在 一 定 意义 下 
都 存在 , 而 县 它 的 值 与 初始 状态 i 无关, 同时 还 给 出 极限 分 布 的 一 
些 性 质 . 

定理 18 如 j 是 非常 返 或 零 常 返 状 坊 ， 则 

limpiy 一 0 

[证 明 ] 当 ;7 是 零 常 返 时 ， 即 为 定理 5 的 系 ， 当 了 为 非常 返 
时 ， 根据 定理 4 同样 有 limp 二 0， 因而 可 以 仿 定 理 5 系 的 证 让， 
证 明定 再 
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oo 


定理 17 如 jj 是 非 周 期 的 正常 返 状 态 , 凤 7 是 过 历 状 态 , 则 
limp =f 
[证 明 ] 模 据 定理 6, 有 
。 wo 
limps >? 
崩 由 (2) 式 , 得 


好 
f (ty 一 
Pm > fiPp- 
{=1 


hr 性 
= fp + 之 
t=! +1 


全” 
有一 二 
一 之 EE 


3 用 
= 3 fp og Fp 


Rem'+E [| 


由 此 仿 定 理 5 的 系 的 推理 , 好 得 


. my 1 1 
limp: 一 1 一 一 了 -一 
si > Hs; fi Hj 


在 这 一 定理 中 出 现 了 f1;， 它 一 般 是 不 容易 求 得 的 , 但 在 有 的 
场合 是 简单 的 

定理 18 如 了 是 常 返 状态 , 且 j>i 即 f4>0, 则 f=1. 

[证 骨 ] 和 如果 广 ;<1 则 自 状 态 # 出 发 , 经 过 任意 有 限 步 都 不 
能 到 达 状 态 j 的 概率 为 1 一 所 ;>>0， 又 因为 j->i, 因而 自 状态 了 击 ， 
发 , 经 有 限 步 不 能 返回 状态 } 的 概率 1 一 fj 将 是 正 的 ， 即 fj 过 1 
这 与 了 是 常 返 的 矛盾 , 此 了 矛盾 证 明定 理 为 真 . 

系 ， 在 不 可 约 的 常 返 链 中 ， 即 在 所 有 状态 都 是 常 返 状 态 且 相 
互相 通 的 马尔 可 去 链 中 ,一切 的 玫 一 1 


和 学 富 二 


对 于 不 可 约 链 , 根据 定理 9 的 系 可 知 , 或 者 它 的 所 有 状态 都 是 
非常 运 的 , 这 时 称 为 不 可 约 的 非常 返 链 ; 或 者 它 的 所 有 状态 都 是 党 
返 的 ， 这 时 称 为 不 可 约 的 党 返 链 . 下 面 的 定理 给 岂 了 上 述 两 种 可 
能 的 一 个 判别 准则 ， 

定理 19 不 可 约 链 是 常 返 的 充 要 条 件 是 下 列 方程 组 没有 一 
个 非 零 的 有 界 解 


2 = Sz i=1, 2 《6) 
和 1 
[证 明 ] 分 三 步 进行 ， 第 一 步 , 说 
gi =PlTo>nR}, n=1, 2 
过 然 它 关于 是 单调 下 降 的 , 并 且 它 是 非 仙 的 , 因此 下 烈 极限 存在 
ylimg "=limP{T,0>n} 
-1 limP{Tu<n)} =1— fo 


另 一 方面 , 我 们 有 
yi =PITio>1} ~ PIX( D+F) 一 让 


一 之 Bi 
一 般 的 ,有 
yr =P{T0>n} 
一 P{X(1) 关 0, (2) 半 0,…, 久 (m) 大 0|XX(0) 一 
IPC) = R20, XN) FO|X(0) = 


和 二 上 
-SP{X(1)=jIX0) =i)- 
{1 
PPfz(2) 二 0 #0) XO0) =i, XC1) =) 
利用 过 程 是 齐 次 马尔 可 夫 的 , 我 们 有 


P{X(2)F0, "+, X(N) F000 =1i, X(1) = 
时 呆 全 自 


一 P{X(2) 才 0, 下 (9 三 01 六 (1) 一 办 
一 P{X(I) 半 0,…, 不 (% 一 1) 才 0| 芋 (0) 二 办 
—PiT>n 1} =y" 二 


于 是 , 有 
yi Spy 
由 于 %,; 守 0 和 Sp 因而 关于 的 极限 与 和 式 可 交换 ， 两 边 


1=1 


可 取 极 限 x->oo, 得 
y= > py 
1=L 
第 二 步 ， 我 们 来 证 明 ， 上 述 的 {y; =1—f.o0), i =1, 2， … 是 方程 
组 (6) 的 最 大 有 界 解 , 即 如 {4i} 为 手 一 袜 足 方程 , 且 有 界 12 | 大工 的 
解 ， 则 有 | <， | Yi, 一 ]， 2 (这 给 取 |2， | < 女工 并 不 类 一 般 性 ， 事 


实 上 , 由 于 方程 是 齐 次 的 ， 即 如 fz} 满足 方程 ， 则 {区 <} 也 满足 方 
程 , 取 尺 一 max |z;|<co, 则 相应 的 {X24:} 即 满 是 要 求 , 》 


吉 实 上 , 我 们 有 


J%; |: EPs py 
4=1 1=1 


于 是 
| z， [< Dp lp ys 
jr 
“~ 般 有 
| 2 < 委 信 和 
再 令 如 -> oo 得 


| 二 | 委 芒 二 1 一 了 
第 三 步 , 我 们 来 证 明定 理 , 如 链 是 常 返 的 不 可 约 链 ， 则 由 上 一 
:| 


定理 的 系 可 知 , 所 有 的 了 6 二 1, 即 y; 一 0， 而 根 户 土 述 第 二 步 可 知 ， 
方程 组 的 一 切 解 : 1z;| 志 y= 一 0， 即 方 程 组 没有 非 零 的 有 界 解 上 反 
之 , 如 方程 组 (6) 没 有 有 界 的 非 零 解 , 于 是 它 的 解 1yi} 必须 全 为 零 ， 
y==1 一 fw 一 0 亦 即 六 一 1 一 1， 2, "1 进一步 ， 我 们 考虑 foo， 
闭 自 0 出 发 ,迟早 返回 0 的 概 素 , 它 应 等 于 自 0 出 发 ， 经 一 步 就 返 
回 0 的 概率 poo, 加 上 自 0 出 发 , 第 一 步 到 某 一 状态 人 和 肋 ， 然 后 
自 上 出 发 运 早 返回 0 的 概率 之 和 , 即 
foo= Poo Spoifi 
峙 于 fin=1, 所 网 
加 一 mo 十 之 ,pr 一 之 ,po 一 1 

即 状态 0 是 常 返 的 , 亦 即 链 是 常 返 的 , 定理 证 毕 ， 

对 于 不 可 约 的 常 返 链 , 根据 定 迎 9 的 系 和 定理 7 可 知 , 或 者 它 
的 所 有 状态 都 是 零 常 返 的 , 这 时 称 为 不 可 约 的 零 常 返 链 ; 或 者 它 的 
所 有 状态 都 是 正常 返 的 , 这 时 称 为 不 可 约 的 正常 适 链 ， 特 别 ， 如 果 
已 的 状态 还 大 非 周 期 的 , 则 称 为 不 可 约 的 庆历 链 . 

为 了 给 出 上 述 两 种 可 能 的 一 个 判别 准则 ， 还 需要 引信 平稳 分 


布 的 概念 ， 一 个 概 来 分 布 {v;}， 即 2; 尖 0 和 vj 一 1 称 为 马尔 可 
i 
夫 链 {pi;} 的 平稳 分 布 , 如 有 
0 = VP (7) 


下 二 和 


对 于 平稳 分 布 , 有 
地 一 p= (Eupe Ye 
-Ze (Dppss = viply 
和 
和 7 


一 -一 -一 一 .一 一 一 He 


v= vp (8) 
f= 


而 且 , 如 果 马 尔 可 去 链 的 初始 分 布 

PIX(0 一 办 一 六 
愉 好 是 平稳 分 布 , 则 对 一 切 有 ,六 (m) 的 分 布 出 是 平稳 分 大 ， 且 正好 
就 是 了 f， 事 实 上 , 我 们 关 


PX(W=)) -=H PX =i PIX(n) = IX(0) 一 让 
f= 


= fp =f; 
怀 平 稳 分 布 相关 的 是 所 谓 极 限 分 布 的 鬼 今 ， 在 不 可 约 链 的 场 
合 , 由 定理 17 和 18 可 知 , 如 ;是非 几 期 的 , 则 


了 
1 入 六 一 -下 
Himpt > 


今后 称 j 为 航 限 分 布 . 


我 们 有 : 

定理 20 下 能 是 正常 返 的 充 要 条 件 是 它 存在 平 
稳 分 布 , 且 此 时 平稳 分 布 就 是 极限 分 布 ， 

[证 明 ] 充分 性 设 存在 平稳 分 布 {oi}, 于 是 由 (8) 得 ; 


= Sv.p 

由 于 之 0 和 之 .2; =1， 于 是 极限 号 与 和 式 可 交换 ， 两 边 令 n>co 
可 得 : 

Vilim 2 vp? = 0. ( 己 )- 过 


HJ 


因为 2v; 一 1, 于 是 至 少 有 一 个 wu>0 即 二 > 0, 从 而 
ny 
limps, m0 

由 此 , 根据 定理 6 后 面 的 说 明 , & 是 正常 返 的 ， 从 而 整个 链 是 正常 
返 的 ， 而 且 所 有 的 一 ?>0， 

必要 性 ” 设 链 是 正常 运 的 , 于 是 

limpi} 一 >0 

另 一 方面 , 根据 切 普 曼 - 柯 尔 莫 哥 洛 去 方程 ,有 


ea 下 
_ CE 
pI > pp > pp 
此 一 厂 其 荆 自 


两 边 令 mco, 可 得 
> 
再 令 下 一 cc， 得 
2> (my 6) 


进一步 要 证 明 , 只 能 成 立 等 式 ， 由 
1= Drip> pp 
先 邻 #>oo, 再 令 玉 >oo, 可 得 
这 (A) 
将 (9) 式 对 了 和 加 ， 如 (9) 对 菜 个 了 严格 不 等 式 成 立 , 则 有 
-| 


pert j=0l k=0 


CO re 


这 是 矛盾 结果 , 此 蔬 拓 证 明 (9) 式 对 一 切 7 部 只 能 成 立 管 式 
_ poy (10) 
Hj -Ei 。 


再 令 5 >, 得 
二 -dim 


由 此 推 知 : 


由 (10) 式 和 上 式 , 即 知 极限 分 布 { -就 是 平稳 分 布 . 

系 非 局 期 不 可 约 环 常 返 链 的 平稳 分 布 是 唯一 的 ， 就 是 极限 
分 布 . 

下 面 我 们 用 上 述 一 些 定理 来 分 析 第 一 章 申 带 一 个 反射 壁 的 随 
机 游 动 ， 显 然 ， 这 一 马尔 可 夫 链 是 非 周 期 不 可 约 的 ， 为 了 决定 它 
是 否 是 常 返 的 , 根据 定理 19, 要 考察 方程 组 (6) 有 藻 韭 零 的 有 界 解 . 
现在 的 方程 组 (6) 是 ， 

总 1 一 全 Piz =D2a 
d= 

站 于 学 


oe 


| 





宅 = p23 = P31 | Dei 1 一 2， 3, 相间 时 
了 + 一 1 
以 上 两 式 可 改写 为 : 
之 9 一 号 = 
gi Fi (48), t= 2,3, 
了 
由 此 易 得 : 
i 
品 11 一品 =-( 9 21， 1 二 22, 3, [TT 
进而 有 
1 一 1 1- 
= 一 | ) 二 (本 十 + | 一 2 3， 
最 后 得 
的 ) 
2 ‘a ,3 
1 一 人 


由 此 显然 可 见 ,如 p>g, 则 zi 是 有 界 的 ， 于 是 链 是 非常 把 的 . 
在 p=9 = 五 肘 , 有 2 一 i+z; 是 无 界 的 ,在 p< 时 , 2; 也 是 无 界 的 ， 


所 以 , 在 7 和 4 时 , 链 是 第 返 的 ， 

现在 进一步 分 析 Pp 所 gq 时 , 链 什么 时 应 是 正常 返 ， 什 么 时 应 是 
零 常 返 的 , 根据 定理 20, 要 考察 方程 组 (7), 看 是 否 存在 平稳 分 布 。 
现在 的 方程 组 (7?) 是 ; 


和 0 — DvPio=q0 Tayo 
1 二 0 
Vj= DvD = Vy) ‘piviri'd 


= 0 
它们 可 改写 为 : ， 
有 


仿 前 可 解 得 


vi—(2) “Dos 一 全， 1 了， 2， 3， 二 让 量 


只 要 mm 之 0 则 一 切 zj 宇 0, 再 由 要 求 闻 9; 二 1, 即 
村 一 灿 
PP ,No 
(+ 好 + 名 ) + jzmr=1 


可 以 定 出 om, 但 在 2 一 % 一 二 即 也 一 1 时 ， 上 述 括号 中 的 级 数 改 


散 ， 二 是 不 在 在 平稳 分 布 ， 肥 此 时 和 链 是 零 常 返 的 ， 而 在 了 < 时 ， 
各 得 : 


(和 
它 是 平稳 分 布 ,于 是 此 时 链 是 正常 返 的 ， 又 降 是 非 周 期 的 ， 所 以 也 
是 志 历 的 ， 
综 上 所 述 , 有 
了 > 拟 字 ” 链 是 非常 返 的 
?9 二 > 链 是 零 常 返 的 
p< 寺 祝 链 是 正常 返 的 
四 、 某 些 应 用 
离散 的 分 支 过 程 ” 我 们 来 继续 研究 例 1 3.8， 并 将 证 明 那 儿 
提 到 的 关于 离散 分 支 过 程 和 的 结论 . 
容易 和 看 出 , 它 的 软 杰 空间 1 二 {10,1,2,*…}， 由 于 一 旦 达到 状态 
理光 全 


0, 即 群 体 灭 种 后 , 就 一 直 处 于 状态 0 所 以 状态 0 是 一 个 吸收 状态 ， 
从 而 有 p00 二 1. 
今后 我 们 将 假定 Py 一 P{ 了 一 0} >0, 即 每 个 个 体 没 有 下 一 代 的 
概率 是 正 的 、 因 为 在 po 二 0 时， 我 们 要 研究 的 严 种 问题 是 没有 意 
义 的 , 在 po>0 的 假定 下 , 所 有 除 0 以 外 的 状态 都 是 非常 返 的 ， 这 
是 因为 
po=P(FIT** ,=0} 
一 五 { 了 一 由 了 一 站 一介 
=P{T=07-PlY:=0}"P{F,= 人 0 
一 划 盖 0 
即 从 所 有 非 零 状态 i 都 可 达到 状态 0, 而 状态 0 则 为 吸收 状态 , 一 
自 到 达 居 即 永 远 留存 这 一 状态 而 光 法 再 返回 状态 i 换言之 , 自任 
一 非 零 状态 出 发 , 不 能 以 报 率 1 再 返回 状态 记 即 了 ;三 1， 于 是 3 
是 非常 返 的 ， 
也 可 用 定理 18 来 证 明 上 述 结论 ， 事 实 上 , 如 设 某 一 非 零 状态 
i 是 常 返 的 , 则 如 上 所 述 有 fio>0, 干 是 按 定理 18, 应 有 fo;==1. 但 
由 于 0 是 吸收 状态 , 所 以 这 是 不 可 能 的 , 于 是 所 有 的 非 零 状 态 都 
是 非常 返 的 . 
下 曾 我 们 来 研究 第 一 章 中 提 到 的 * 灭 种 "问题 ， 即 研究 到 达 瞬 
收 状态 0 的 概率 ， 群 体 在 4 代 之 前 灭 种 的 概率 为 
pW =P{X(n) 一 可 里 (0) = 
如 定义 
Er—p=P{Fn) =0|X(0) =1) 
则 根据 我 们 关于 各 个 体 产 生 下 一 代 个 体 个 数 是 相互 独立 的 假定 , 
有 
全 一 人) 
因此 , 我 们 只 要 研究 5 即 可 , 容易 看 出 ， 
s FF + 


rip 四 re em 一 


é =P{X(1)=0X(0) 一 二 一 已 开 一 0 一 
énri = Pin+1) ~- 00X00) =1} 
SS PIXG1) =0, (1)—R|X(0 =1} 


真一 


= SPIXCTD TEIEO IPEX+1) =01X(1) = 


天 -= 日 
~— Sp, PIR(R) 一 0| (0 一 对 


一 


bn 
2 tn 
一 > perpeo™: oP Cn 
k= 0 


G(s), 20 
其 中 G(z) 即 例 1 3.8 中 提 到 的 时 函数 ， 由 于 诸 志 是 但 负 的 ， 所 
以 G(3 在 0<s 委 中 是 单调 非 降 的 , 因此 上 也 是 单调 非 降 的 ,十 
是 有 极限 
£= limé, 
它 就 是 群体 巡 电 要 灭 种 的 概率 , 由 下 5 一 G(E), 取 极 限 即 得 
£=G(E) (11) 
我 们 还 可 以 证 明 是 下 述 廊 程 (1D 的 最 小 朱 禹 ， 设 s 是 (11) 
的 任 一 正 根 , 则 因为 G(z) 是 单调 非 降 的 , 所以 有 
EPG Ga) = 
号 (一 


一 般 有 
Enri—= Gt) EG ER 
青 取 极限 , 即 得 
CE 
这 了 束 证 明了 


定理 21 离散 分 支 过 程 的 灭 种 概率 上 是 方程 (11) 的 景 小 正 
和 了 和 


根 ， 
关于 方程 (11), 我 们 有 如 下 的 引 理 ; 


引 理 设 402) 二 57p4is', 其 中 加 之 0, 37p, 二 1， 青 设 p>0 
此 = 身 点 盏 右 
和 z 


0<m= hp (1) < 


则 万 程 (11) 有 一 个 满足 0 过 过 1 的 根 的 充 要 条 件 大 m 半 1 
[证 明 ] 考虑 函数 


f (2) = Dp tpt 0 一 zx] 


我 们 有 
fF (#) 一 一 拓 十 9 十 多 十 2p35 十 38pts2 十 os 
f" (2) =2, 生 十 0 十 0 十 2m 十 6piz2 十 >0 
以 及 


f(0) 一 co， f(1)=1 
了 (0) -= 一 co 
(1 一 一 加 十 加 十 28s 十 3p 十 
一 (Pi 十 29* 十 3pa 十 4D4 十 ……) 
一 《Bi 十 十 2 十 十) 一 2 
一 区 一 ] 
因此 , 由 广 (3) 人 0， 可 知 也 (2 是 单调 虐 升 的 ， 且 在 [0, 1] 述 
续 , 再 由 六 (0 一 一 ce 和 天 (1 = 站 一 1 可知 , 当 人 一 1 人 县 关 >>]1 
时 , 疡 (2) 有 一 个 根 20, 0<<o<< 于 是 疡 (?) 在 (0, so) 中 是 抽 的 ， 而 
在 lzo, 了 中 是 正 的 , 因而 了 (2 在 (0, z0) 中 是 单调 下 降 的 , 在 (zo 1) 
中 是 单调 上 升 的 ， 即 在 z=z*o 处 ， 了 (3) 述 到 报 小 值 ， 但 (i) = 1 
第 要 全 


所 [以 了 f(a) 过 1, 因而 在 ,30) 中 有 一 个 5 使 2) =1, 即 5。=G(5)， 
0<<1。 充 分 性 得 证 . 

反之 , 如 内 一 1 一 0 肥 m<1, 期 产 人 < 拓 0 于 是 产 ( 雪 在 0 和 > 委 ] 
中 全 为 负 ， 在 0 和 ?<1 中 其 术 是 单调 下 降 的 ， 由 于 帮 菩 =1， 遍 
以 在 0 过 x 过 1 中 交 疡 1， 即 G(DD 疡 3， 从 而 方程 (1) 没有 满足 
0<z 一 1 的 根 , 必要 性 证 毕 , 

应 用 上 述 引 1 再 和 定理 21， 可 得 下 列 尖 于 离散 分 支 过 程 灭 种 概 
率 的 定理 , 


定理 22 设 m 一 26.p, 是 每 个 个 体 产生 下 一 代 个 体 的 平均 
有 一 了 


个 数 , 假定 加 0 和 0<m 二 co, 则 

(1) 当 m 志 1 时, 群体 以 概率 1 迟早 灭 种, 即 < 一 1 

(2) 当 珈 > 工时 ,群体 以 概率 迟早 灭 种 , 而 以 概率 1 一 站 变 
为 无 窍 , 其 中 二 是 方程 (11) 的 晟 小 正 根 ， 宇 是 初始 时 郡 任 的 大 小 ， 
即 互 10) 一， 

[证 其 ] 《32 与 (2) 的 前 一 半 是 定理 21 和 引 理 的 直接 推论 . (2) 
的 后 一 半 是 因为 所 有 非 零 状 态 都 是 非常 返 的 , 所 以 根据 定理 16 帮 

1 一 0, 了 二 0 

因此 , 在 ->o0 时 , 群体 中 包含 的 个 体 个 数 , 它 或 者 是 零 , 或 者 是 无 
穷 ， 定 再 于 是 证 毕 . 

显 便 指出 ， 当 m 半 1 且 很 天 时 ,5' 恋 得 很 小 , 群体 要 恋 为 无 
穷 的 ， 概率 1 一 5' 就 十 分 接近 于 1. 


§ 和， 纯 不 连续 马尔 可 夫 过 程 


本 他 和 王 节 中 将 研究 时 间 + 连续 变化 的 马尔 可 类 过 程 叉 (4)， 


ss 生生 


a 


我 们 主要 研究 两 类 特殊 的 马尔 可 夫 过 程 ， 本 区 中 讨论 纯 不 连续 马 
尔 可 去 过 程 , 此 时 系统 处 于 某 一 状态 中 不 变 , 直译 某 一 瞬间 状态 发 
生 跤 跃 而 到 达 一 个 新 的 状态 ， 此 后 一 直 停留 于 这 个 新 状态 中 直到 
发 生 新 的 跳 路 为止 。 下 节 中 讨论 扩散 过 程 ， 此 时 系统 的 状态 随 着 
时 间 变 化 一 吉 在 作 过 续 的 变化 ， 更 一 般 的 同时 具有 上 述 两 种 变化 
的 马尔 可 夫 过 程 , 本 书 将 不 作 讨 论 ，- 
一 、 定 义 与 例子 
用 第 一 章 第 三 节 的 记号 ,以 了 (se, zz; ,四 表示 时 业 3 时 系统 处 
于 状态 w, 而 在 时 刻 # 时 系统 处 于 (一 co0, 胃 中 的 颖 率 , 即 
Fes, wt =PUX(E) YE) = i8 . 
它 当 热 具 有 第 一 章 中 所 说 的 一 些 性 质 : 
] Ee 
0 Fs sg 
今后 还 假定 满足 连续 性 条 件 
ED Mm Fm) 
| | 
(2)》(s, x; 四 关于 是 可 测 销 数 ,关于 是 分 之 函数 , 即 它 
是 y 的 单调 扯 : 降 承 数 ， 有 Fs, wi 一 co 0 和 Fis; t, +0) 
二 1, 
(3) 江 是 切 兽 旦 - 林 尔 间 可 海天 广角。 
Frls, rst, 2) =| dFts, zu SF wu, 2 t, oy 
所 请 纯 不 连续 过 程 , 则 还 要 求 FP(s, x; 1, 四 请 足 : 
， 在 X(N0)=# 寺 , 系统 在 (4 1A) 中 将 以 概率 4 一 g(f, z) At 十 
oAD) 人 留 在 此 状态 中 ,而 以 朋 率 gC w)At-olAt) 发 生 跳 路 如 


-二 fa 雪 是 一 个 记号 , 它 责 示 关 于 站 的 一 个 高 及 无 劳 小 二 ， A 3 
面前 ot1) 表 东 无 旁 小 量 ， 肥 nm 0( 1} = 0， - . 





四 阁 星 :二 


发 生 跳 跃 , 如 于 (# 十 ADD 的 分 布 由 分 布 昌 (省 轨 十 0(1) 给 出 ， 总 起 

来 ,有 
Flt, mw t+ At wy) 
={1—agt(t, we AD nr, Dat, DA (GE, wv TolAl). 
(1) 
其 中 g(t 常 称 为 跳跃 率 函 数 或 跳跃 强度 蜗 数 ， 它 总 是 非 针 的 ， 
(tA) 是 -一 条 人 忻 分 布 图 数 , 因此 关于 乡 它 是 单调 非 降 的 , 日 有 
如 (和 一 Go) 一 由 Qt, zx; 十 Co) 一 

六 因为 恕 二 几 用 是 近似 描写 KE 一 2 上 且 在 人 十 A 电 发 生 忠 跃 的 

条 件 下 革 (t 十 0 的 分 布 ， 所 以 还 必须 有 四 怕人 中 级 基于 几 在 3 一 3 
现在 来 说 明 , 第 一 党 中 引信 的 次 阿 松 过 程 是 纯 不 连续 过 程 , 根 
据 那 儿 的 定 闪 ， 并 利用 闫 引 十 AD 一 (1) 与 X(t) 的 独立 性 ， 我 
们 有 : 四 


Fle, rsttAt, gy) —P{R(t+AD <y| X(t)=2)} 


= 并 PEKCHAD sl X(t) 0) 
— DP(XUTAD) 一 2 X(t)=x|X(t) =2) 


= PIX(GTAD) — X(t)=2—x| X(t)=7)} 


由 二 日 
二 
= SPIXCAL) 一 (划一 z 一 中 
站 0 


其 中 下 表示 满足 条 件 “ 一 久 的 最 大 的 整数 中 mm :等 均 为 整数 ， 根 
据 普 阿 栓 过 程 的 定义 , 当 3 一 7<0 时 , 已 (下 个 十 和 人 一 X(t) 二 4 一 2} 
都 是 零 , 因而 可 以 不 计 , 于 是 当 yssz 时 , 所 有 右边 和 式 中 的 项 都 是 
零 , 从 而 卫 全 3 十 A 和 二 0, 而 当 # 汪 x 时 ,有 

而 粮 才 二 


PO, zy tA vy) = PIXGH A X(t) = 0} 
+P{X(t+AD — XV)=1} 


让 一 : 
十 之 :PC 二 Ab) — 太 (t+)= 


其 中 第 一 项 表示 在 (1, 1 十 At) 系统 状态 不 变 的 概率 它 按 普 阿 入 
过 程 的 定义 是 
P{X( 二 AAD — XCOt}=0} =e st 
一 一 4A# 十 口 ( 机 机 
第 二 项 表示 在 (t,t 十 At) 中 系统 状态 发 生 跳跃 ， 且 恰好 变 到 状态 
T++1 的 概率 ， 它 是 
| P{X(#+AD X(t)=1} = em AAt 

=AAt To(AD 
第 三 项 表示 在 (4 十 A) 中 系统 状态 发 生 胸 耻 ， 且 变 到 z 十 1 之 外 
其 它 状 态 的 概率 ， 它 是 


Stxd+Ap- 和 (ti) 一 及 一 > a 


< 一 站 二 《和 
上 = 全 


=1—e- 1(1+1At) z 
=1—(1—AAt+o(At)) (1+4A) 
一 1 一 1 二 o(AbD 一 ob 
综 上 所 述 可 知 ， 在 瑟 ( 划 一 ?时 ， 系 统 在 仁 , 研 二 At) 中 以 概率 
1 一 4At 十 olAt) 留 在 此 状态 中 ， 耐 以 概率 4AE 十 o(A 人 发 生 跳 跃 
在 发 生 跳 跃 的 条 件 下 , 系统 以 概率 1 十 0(1) 进 入 状态 x 十 1, 因为 
PIRCUTAD— 2) ETAD — 1 
由 本 条 全 


_PINT(+AD— X(N 1 


PIRGTAD— XU 1} 


AAt -oAE) 
-ato tot) 


于 是 可 知 ， 普 阿 松 过 程 是 纯 不 连续 的 马尔 可 夫 过 程 ,相应 地 有 . 
人 zy 





yw 二 1 
共 它 
顺便 指出 , 这 时 的 9(t,2) 和 @G 如 和 提 均 与 1 无关 ,一般 当 gt, 必 ) 
和 人 @ 必 2 娘 与 皇 无 关 时 ， 相 应 的 纯 不 连续 的 马尔 可 去 过 程 称 为 齐 
次 的 ， 因 此 , 普 阿 松 过 程 也 是 齐 次 的 纯 不 连续 的 马尔 可 夫 过 程 . 
更 多 的 纯 不 达 续 的 马尔 可 天 过 程 将 在 本 节 的 后 面 给 出 ， 
二 、 柯 尔 莫 哥 洛 夫 - 费 勒 (Feller]) 积 微分 方程 
在 本 段 中 ， 我 们 将 证 明 纯 不 连续 马尔 可 夫 过 程 的 转移 报 率 
F(s, zx; b, 扩 满足 一 对 称 为 条 尔 医 哥 洛 夫 - 费 惑 积 微分 方程 的 方程 . 
定理 1 访 玉 (#7 是 弛 不 连续 的 马尔 可 夫 过 程 ;F(8, x; 芒 是 
它 的 转移 概 吕 , 它 满足 (1) 式 ， 假 定 它 的 &(t# 办 是 有 限 ， 非 负 和 关 
于 {是 连续 的 ,8(1,z; 办 关于 是 连续 的 , 则 有 


Qt, 4 = 


FP, Lt, 8) 一 和 (9 TIF (8, ;4, #) 
一 Go LQ, ss) Fe, 254,9) (2) 
如 进一步 假定 gtt,*) 有 界 , 则 还 有 
FC, zy， 的 一 -| 40 a) a.F ae, w; 4, 2) 
+ | a, 2 00 sdF(s, 6,2) z (3) 


[证照 ] 鞠 证 (2). 由 声音 曼 - 柯 尔 英 哥 洛 夫 方 程 得 
和 = 


(一 As wt =| diPle—As,z;e, 2)F(s, a5, 


由 (1) 得 
Fls~—As, ws 2) =(1—9(3—As, T)As)n(r, 2) 
二 y(ts— Ma, AsO {ss— Ms, m: 2) 
十 DAs) 


将 它 代 人 上 上 式 , 得 
Fig— Ms, rt,¥) 


-| (1—q(s—As,r) As)dntr, 2)F (8, 2; 1, 9) 


二 《8 一 矶 ， DAs| ds— As, 03 23)F (8, 2; t, y) 
二 ofAs) 
册子 
f dnts, SF (a, ss 9) 一 下 《3 tt, y) 


所 以 有 二 
F(s—As, zit, 的 
(ls, rt, yy) q(ta— Ma, TAMaF (sa, zx:t ,的 


g(a—Aa, DAe| da — Ae, wv x) Fa, 2;£, y) 
ocAa) 


将 右 过 第 一 项 称 到 左边 , 理 用 一 As 除 两 过, 得 
F(s--As. Tt PFs, Zt, y} 
. 一 各 时 : 


=g(8—Aa, T) Fla, wt, PN 
-gts—As,D)| dz {a—As, zy a Fla, sf,WD+o(1) (4) 
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两 边 令 As 一 0, 则 由 于 连续 性 假定 49(8 一 As, 2 一 全 (3 +)。 
Hs—As, 2 (08,7; 27), 0(1)—>0, 于 是 有 
ET) gs, a) Fa, wt, 9) 
一 gs 加 | dQ la, ws a) Pe, 23t, 
由 于 切 普 曼 - 森 尔 黄 哥 洛 夫 方 程 中 的 As 必须 是 正 的 ， 所 以 上 式 的 
左边 只 是 堪 导数 , 为 了 证 蛆 右 导数 也 宰 足 上 述 方程 , 我 们 有 
Fls,*;t,y#) 


=| 到 :下 (8，0 8 As, 2 F(a+As, 2;1, 的) 
=01-gGe, DA) dn lr, 2)F (atAs, st, 的 


十 gs， oaAs| dQ(8, ws)F (a Ae, 2;8, Y) 


FoctAs) 《5》 
如 能 和 证 明王 (s, zx;#,g) 关 于 6 是 连续 的 , 则 由 上 式 仿 前 面 的 方法 可 
证 五 对 8 的 右 导 数 也 存在 , 且 满 足 (2), (2) 式 于 是 得 证 . 
fF(3, TE 六 的 关于 5 的 连续 性 可 由 下 列 的 估计 获得 ， 由 (4) 
有 : 
[EF(s—As, rt,y)— Fla, wt,y)| 
|e hs rT)F(e, st,y) |'Ma 
+lgGe—As, lhe || da— As, x 2)F (8, 8; £, Wy) 
+o(As) 
Ig(te—Aa, zt)|Ast jg(s—As, rt)|Asto(As) 
其 中 利用 了 0 和 Fs, zt 2) 所 1 这 一 事实 ， 类似 地 ,用 (5) 可 得 
|[F(8, rt,9)— F(As, zt, 8)i 
87) | AS | (8, wt) 和 5 十 OAs) 


由 于 gC8, go 关于 s 是 连续 的 , 所 以 当 As 充分 小 时 , 19 (8 一 As, 2)1 
是 有 界 的 , 因而 以 上 两 式 右 边 在 As 一 0 时 , 都 是 趋 于 截 的 ， 从 而 证 
明了 下 (8; ;+ ,9) 关 于 8 的 连续 性 . 

现在 来 证 (3?》， 由 切 普 曼 - 柯 尔 莫 再 将 夫 方 程 得 


(Psast tAt =) dP ls, mt, a) Pt, 3 的 


由 (1) 得 
PlE, ast -FAL = (gt, ASS, 了 ) 
十 和 A , $3 oat) 


代入 上 式 得 
Frls, wi ti+At, 区 


-| dF (a, zt; t, 2) (1—qgtt, 2)AD nCz, WD 
+| Fle, x;t, 2) (gt, 2)AIQ, 二 的) 二 of 
一 Fe 人 二 的 一 | g(t, oA,F (a, x;t, 4) 


+| g(t, a3) AQ FE, 2; PUFF (C8, 0 2) + oAf) 


将 右边 第 一 项 移 到 左边 , 并 用 At 除 两 边 , 得 


Fls, Ti tt At, WD —F(s, 2 的] 
A . . 


= 一 dq(t, 2) Fs, x; t, 2) 


+ | qi, a OF, SRT 3, 好 二 2) +o(1), 
令 At->0, 期 知 矿 对 的 导数 满足 (3), 为 证 明 左 导数 也 满足 (3)， 
我 们 有 : 
Fa, rst =| dPla, mst—At PAL, 2 1,9) 
a 


CO 一 一 一 一 一 nr -一 一 亚 一 一 --. -一 - :… 


= 六 Ge 一 Ah ADn(e WAP (sast—Ab, 2) 
+[ gab MQ A zs dP vit—At, 2) 
十 号 六 


Fs, tt — At, 六 一 | g(t — At, 2) Md.F(s, x; £ — At, 2) 


+ | olt — At, zs) MOG— Al, oy) dF (8, w; t— Al, ¢) 
十 oaAt) 


将 石 边 第 一 项 移 到 左边 , 再 用 At 除 两 边 , 得 : 
Fls, Tt—At, FD —F(e, wt, yy 


= -| g(t—At, dF (8, zt 一 AL z) 


二 | qe—At, QA saF (Cs, 23t—At, s) 


十 of 1) 


仿 前 可 证 F(a, 杂志 用 关于 上 是 连续 的 ， 再 利用 g(t,x) 和 
全 (4 关于 司 是 连续 和 的， 以 及 git, ww) 的 有 界 性 ,两 边 令 At->0, 
有 即 得 所 证 ， 和 

上 述 的 方程 (2) 一 般 称 为 后 退 方 程 , (3) 称 为 前 进 方 程 . 

有 了 二 述 的 定理 之 后 ， 一 个 自然 的 问题 是 它 的 反问 题 : 给 定 
4 (tf, 人 和 四 (f, 台 拉 后 ,是否 存在 一 个 转移 概率 F(s, 好 二 所 使 1， 
(2), (3) 成 立 , 如 存在 是 否 是 唯一 的 ， 

在 定理 1 的 条 体 下 , 回答 是 肯定 的 ， 但 相应 的 证 明 比 较 完 长 ， 
这 儿 就 不 介绍 了 。 
5 


三 、 齐 次 下 数 的 场 含 

在 齐 次 可 数 的 场合 , 进行 的 研究 最 多 , 结果 也 比较 深入 ， 在 这 
一 段 中 , 我 们 将 介绍 其 中 的 一 部 分 , 由 于 齐 次 可 数 的 假定 ， 一 般 的 
转移 概率 就 变 为 (pt8), i 了 一 0,1,2,…}, 它们 显然 有 


p(t)20 (6) 
Spi(t)=1 (7) 
和 切 普 机 - 柯 尔 莫 裔 党 夫 方 程 ; 
3 十 人 -Ep Cs) Putt) (8) 
此 外 , 一般 还 假定 
: limpy(t) = -ao 人 (9) 


(9) 通常 称 为 连续 性 厅 件 . 

与 上 一 段 一 般 的 场合 不 同 ， 在 齐 次 可 数 的 场合 ， 只 要 从 上 述 
(6) 一 一 《四 这 些 很 自然 的 条 作出 发 , 就 可 以 推出 8 让 的 可 微 性 ， 
以 及 柯 尔 莫 否 洛 夫 方 程 等 等 。 

我 们 首先 来 证 明 : 

定理 2 对 固定 的 $j 了 Py( 四 是 让 的 一 致 过 续 函 数 . 

[证 调 ] 设 842>0, 期 


P(t p(t) 一 全 (有人 if 一 Di 
贞 三 曲 
Pi (FD PD) + pa (Pil) 
=— pi ) (0+ Zp BP) 
时 此 推出 


Pat — Ppt) tp RP (1— (0)) 
击 六 久生 





和 
pyltth) Ppt)EpaDPADE Ph) =1—p.. (8) 
因此 
[pi t+) — pt) | < 1— p(k) 
对 各 <0 时 , 可 得 类 似 的 不 等 式 , 一 
[BC +D— pAD) ELPA 0 (>0) (10) 
下 而 进一步 讨论 pu(t) 的 可 微 性 , 
定理 3 下 列 极限 总 存在 : 





PD cg, C11) 
” [证明] 记 
lim 
如 蔚 一 co, 财 9, 存在 , 且 ,二 co0, 定理 于 是 得 证 ， 
1 Pil ) cg, 
设 e>>0 和 1>>0 是 人 尾 帝 给 定 的 数 , 然后 选 是 够 小 的 有 >>0 使 
1— pith) 
一 你 和 十 忆 ， a + 总 )<1 
和 当 0 所 8 志和 时， 
1— pi. (a) < 
即 
24 D>1—hG + 二 )>0 


| | 


ee i 


各 
pi (3) 1 
再 令 一 pi 十 8 其 中 是 输 数 , 0 寺 s<< 有 由 (8) 可 得 
Pii (to 8) = >, px t )pri (3) 
k= 


Putt)p, (ts) 





于 是 
和 TD] 
~ EY|" ot 
>|1—M(& + 各) (一下 
>[ -w+ 人 -多 
et _， 已 一 
1 一 号- 十 二 ) 一 1 一 4 下 十 本 
8 
Pui) te 
由 于 是 任意 的 , 所 | 
1 ~- i (oy, 
取 上 极限 , 得 
Bl) jliml Dh) 
器 十 t LET 下 
所 以 
Tim D0 iim! 2 
AD+ 生计 
=—lin l—pi(t) di 一 


定理 4 如 人 <co， 则 对 一 切 3>0 和 郊区 生存 在 且 巡 续 ， 
FI" 


尚且 还 补足 下 列 关 系 : 


人 全 8) = > Pitt pss(8), £0, 8 人 (12) 
二 = 0 
Pplt)=0 (13) 
此 一 科 
> (Dl S20 (14) 
二 0 
上 证明] 中 记 


A,;t{t, te) = LP) 


则 由 (8) 和 (11 有 
Mtt, £8) ts 和 并 划一 和 并 起 
] 


p(t HY TL z 


Pt) {15) 
用 开 表 示 {10, 1, 2 的 一 个 任 郑 的 子 集 , 将 七 式 对 区 中 的 7 了 相 加 ， 
得 


DA,tt, t+8) 一介; Dp(t)> gq 
可 二 J : 


由 于 
人 Ai 8} 
#4=0 
-1(Snere 一 三 oj 
8 i=0 Fa 
=1(1-1)=0 
号 
所 以 


-全 证 明 中 于 到 实 开 函 数论 中 前 结 笠 ,和布 热 严 的 读者 可 瞳 载 ， 
ss 太志 证 


全 A(t, tie)=— SA, t+ 8) < 
于 它 是 


可 证 有 


成 立 , 于 是 应 当 有 


人 As 人 十 Ba) | (16) 


现在 令 P 是 {0, 1,2,…} 中 使 Aijti,# 十 9) 之 0 的 那些 j 的 全 
体 , 于 是 由 (16), 有 


SA, t+ 8)1 
二 

一 全 A tt ~ A(t, t+a) 
jE jj 性 所 - 


= 之 Aisth tra) ud 


i 2 17) 
特别 |Aiy (Ci, 十 8)1 志 294 亦 凤 pij(t) 济 是 李 上 西 益 条 件 ， 从 
它 是 绝对 连续 的 , 因而 由 (9), 有 


划一 5 十 | pa 


其 中 积分 是 勒 贝 烙 积 分 Jtilw) 是 关于 勒 风格 测 座 几乎 处 处 存在 , 
因此 在 (1 站) 式 两 边 取 极限 8->0, 可 知 有 几乎 处 处 有 


> pa(DI<2g (18) 





困 此 可 以 逐 项 积分 ， 
| b3 ps 0 je 


-> pit)du— (pi 区) 一) 
站 一 


-0 
二 .3 


~1—1=0 
于 是 几乎 处 处 有 


pAt)=0 
由 于 ps(1) 是 绝对 连续 的 , 所 以 对 任何 非 负 的 3, t 都 有 
Bi 二 一 pi =| psau =| ps +d (19) 
另 一 方面 , 由 (8) 及 (18) 


Pii(s+) —Pij(s) 全。 《有 Di 放下 和 一 全 四 下 全 
-世上 maupu(e) 


= Dp (pra) dn 

0 = 

比较 上 述 两 式 可 推 得 对 每 个 s, 关于 土 凡 乎 处 处 成 立 
pis{t 8) = Pit JPui (8) 


至 此 , (12) 一 一 (14) 关于 # 几乎 处 处 成 立 ， 由 于 使 (19) 成 立 的 
下 区 可 以 在 零 集 上 任意 地 改变 , 同时 由 (18) 可 推 得 (12) 右 端 是 。 
的 连续 函数 , 所 又 可 取得 任意 小 , 因而 存在 p1;(t) 的 一 种 取 法 ， 它 
是 1 的 连续 函数 ， 我 们 就 规定 女 Kt) 取 这 一 连续 函数 ， 这 时 (13)， 
(1g) 仍 关于 几乎 处 处 成 立 ， 而 人 (13 是 对 几乎 所 有 的 上 对 每 个 s 
成 立 ， 下 面 我 们 来 说 明 (12) 一 一 (1 关于 t “几乎 处 处 "成 立 的 结 
论 可 推进 为 “处 奸 ” 成 立 ， 革 任 一 i>0, 取 rf 满 是 0<r< 之 #4, 自 (12) 
当 =r 时 对 每 个 = 成 立 , 这 时 
Pistt ea) =pi(rt+ (t+s—7)) 


=— > pnp 十 8 一 三 
于 三 昌 


=— p(T) > p(t pte) 
1= 人 0 = 


一 p32 (TP tt Tr) 各 (3) 


六 一 口 W 1 = 有 
一 之 t pe;(8) 


即 (t2) 对 一 切 s 宇 0,4>>0 成 立 ， 
类 似 地 , 对 任 一 >0, 可 取 T+, 满 中 0<r<t 且 r 使 (13), (14) 
成 立 , 这 时 利用 (12) 式 有 


PPAt) = 2 PT) p(T) 
站 三 让 让 = 避 
= PPT) 之 .Dr 一 可 
龙 = 恬 = 本 


= Spt,(r) 一 0 


虞 一 自 


(pA rT) [pi (tr) 
让 二 必 


pM < ph Ip?) 
4=0 


=0 E20 


= ,| Ptr) | Pps-n) 
k=0 = 


= 王国 人 | | 委 29， 
同样 由 于 上 述 的 = 可 以 逃 得 任意 的 小 , 所 以 (13)， 14) 两 式 也 对 一 
切 ?1 >0 都 成 立 , 定理 证 毕 . 
-上 面 对 双 之 ce 证 明了 Pij( 引 在 t>0 处 的 可 微 性 , 可 以 证 明 当 
4; 一 吕 时 ， 定 理 同样 是 成 立 的 。 下面 进 一 步 十 明 它 在 t=0 处 也 是 
4 75 4 


可 徽 的 ， 
定理 5 下 列 极 限 总 看 在 
limn DAD gy<o%, ;十 


上 二 
[证 时 ] 由 于 (9), 对 企 意 的 e>0, 存在 了 使 当 0 安 下 峙 ， 
了 一 Eee， 荆 一 向 的 二 < 
我 们 先 来 证 明 , 对 任意 满足 关系 0 一 AR 乓 二 和 (其 中 于 为 整 
数 ) 人 的 正 数 志和 所 总 成 立 


pit) 1 
Dith) So ， 


l—3e 

为 此 , 我 们 来 考察 小玉 六 < 时 的 马尔 可 夫 过 程 状态 
的 变化 . 用 A 表示 系统 从 状态 i 渤 发 , 在 1 二 奶 时 首次 汉 达 状态 
3 这 一 事件 . 容易 看 出 4;, 1<E<<n 是 互 不 相 容 的 . 再 用 B; 表示 系 
统 从 状态 了 出 发 , 在 二 一 驮 时 又 回 到 状态 i, 但 在 其 闻 从 未 到 达 过 


状态 了 这 一 事件 ， 记 P=P(4D,9 一 ps, 和 ,二 P(B;), 
我 们 有 





e>1—pi(t) = pat) 2p.At) 


P(t—k) (le) SD p=(1-e)P 
晤 =1 


二 1 


因此 


迁 有 
， 
QD (Fo Pp, 
r= 
Pit 人 一 2 关 1 一 2 一世 
| 


于 是 z 
Dit 之 > Pst) Das (BRA) 
k=1 


>a(1~e—TE;)ps() (1~e) 


nC1— 3e) p(k) 








河 . 
OES 
两 边 除 以 吕 得 
Dijth) BE) 1 it 
h SS : TR i 站 一 天 "5 
先 令 为 >0, 得 
pp A D7. 1 
I 
再 令 i->0, 得 
To—py(h) /1 Pit) 
< rs = 
由 于 。 是 任意 的 ,所 以 ， 
me) ims) -in Pu sg <o0 
于 -人 十 中 几 丰 十 lim- 
系 ,对 有 限 马尔 可 未 过 各 ,91<o0, 且 
o>g 二 《20) 
[证 明 ] 由 | “ 
1— p(t)= 2 p(t) 
于 局 : 


”两边 除 以 由 于 和 式 是 有 限 的 , 令 1>0， 引 玫 定理 即 得 所 证 ， 
但 在 基态 无 限 桂 , (3 起 一 般 外 一定 成 并 ,入 办 有 ::: 


a 
于 和 于 
当 (207 式 成 立时 , 称 为 保守 的 , 上 述 的 系 1 说 骨 有 限 马 尔 可 夫 过 程 
总 是 保守 的 ， 
下 面 进一步 来 讨论 柯 尔 莫 哥 客 去 方 冬 ， 我 们 有 : 
定理 8 对 给 定 的 i, pi( 满 足下 列 后 退 柯 尔 莫 哥 洛 天方 程 


Pt)—= EPA) + p(t) | (21) 
的 充 要 条 件 基 ; 
i, q= D4 


[证 明 ] 必要 性 gq;= 吕 时, (21) 无 意义 ， 岳 以 g 只 能 小 于 
eo, 此 外 在 二 0 时 ,和 将 (21) 式 对 了 相 加 ， 由 定理 4 的 (3) 知 左边 
为 0, 而 右边 为 

一 和 十 这 ,9 一 0 

完 和 分 性 ”对 >>0, 有 

putt 二 一 和 并 二 


一 一 Bopi 人 t ?十 SD) (tt 
ai 和 具 


印 
TF pat) + py, (ty 一 -Se 并 的 
< 





ey pail t) [< 
#5K 


1— 一 (A -ue 


业 


其 中 五 为 任 一 正 整 数 , 两边 令 天 >0, 根据 前 画 的 定理 有 
二 闻 


[Pit)+ gps(t)— 之 .4 :pit)| 


二 


0g, 一 之 gu 


由 定型 的 条 忻 , 可 知 上 式 有 边 在 一 吕 趋 十 雪 , 寺 是 有 {21)， 
定理 ?了 对 给 定 的 j, 如 三 吕 , 且 
_ 了 if 起) 


li im 一 | 
关于 名 一 致 成 立 , 则 下 到 前 进 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方程 成 立 : 
P(t) = Pt) gt Pt) (22) 


[征明 ] 很 简单 , 留 给 读者 . 
我 们 还 可 以 进一步 求 得 无 条 件 概 素 p(t1) =P{z(1) 王 外 


一 S57p,pu(t) 所 清 足 的 微分 方程 ,其 中 p; =P{z(0) = 旨 是 初始 


分 布 . 
为 此 用 8, 乘 人 322) 两边 ,再 对 宇 相 加, 可 得 
py (8£) P(g Pt) gs (23) 
”特别 如 存在 平稳 分 布 , 即 如 有 2 (8) 二 zj 一 常数 ， 则 上 式 左边 
为 0, 于 是 有 
z 0 


或 者 
Sj = (24) 
pe 

这 就 是 平稳 分 布 所 必需 洲 足 的 方程 . 


关 王 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方 程 解 的 存在 性 稚 一 性 等 比较 复杂 ， 这 
儿 不 再 讨论 ， 但 在 一 些 特 定 场 合 , 它们 是 可 以 直接 解 出 的 ; 而 在 舅 


-A 


一 些 特定 场合 , 虽 交 能 直接 解 出 它 门 , 但 部 能 直接 解 出 {24)， 这 些 
我 们 将 在 下 一 段 中 继续 进行 , 

上 面 我 们 讨论 了 Pi 全 在 玉 2>0 时 的 性 质 , 即 Do 的 在 上 一 0 处 
的 连续 性 , 可 微 性 等 等 ,这些 可 以 说 是 9 的 无 穷 小 性 质 ， 下 而 
得 瑟 生 是 也 讨 从 下 ， BE 在 二 > 时 的 性 质 , 也 就 是 pii( 说 的 
遍历 性 质 , 它 与 上 面 提 到 的 平稳 分 布 有 着 次 接 的 关系 . 

为 简化 起 见 , 我 们 假定 所 有 状态 都 是 相通 的 , 即 对 任 音 的 宇和 
9 存在 5 汪 0 和 f>0, 使 

pul >0 和 和 p(t)>0 

对 和 尾 一 疯 >0， 显 然 人 Bij( 如 } 是 某 个 马尔 可 居多 的 一 步 转移 概 

率 , 且 有 
DPR) = pi; (Cn) 

我 们 将 称 {pis(8)} 是 {Pi《t), 1 之 0} 的 步 长 为 的 离散 沉 架 . 

我 们 有 

定理 8 {pg;;(8)} 是 术 可 约 , 非 周期 的 ， 

[证 明 ] 首先 由 


p>| ps EE) 


和 (9), p(tf)>1(t-> 人 0), 可 知 ， P(t) 对 一 切 1>0， 昼 为 正 的 ， 特 
别 pis (ng) 一 2 人 (有 都 是 正 的 ,因而 是 非 周期 的 ， 再 来 证 不 可 约 性 ， 
” 即 要 证 对 任意 i, 3, 存在 nn 使 
P19 (R) = pi (nk) > 

事实 上 , 根据 我 们 的 假定 , 对 任意 的 名 关 存在 3 汪 0, 使 

有 3) >0 
选 ?充分 大 , 使 吸 >s 则 由 于 pi.(t) 恒 大 于 零 ,有 

Di Rh) SD Ch— 8) Die) >0 

不 可 约 性 于 是 证 毕 ， 


由 才 避 


limgpi? (A) — limp.; (nk) = (Rh) 
[证 明 ] 由 定理 和 定理 二 16, 1, 17, 1. 18 推出 ， 
定理 8 对 -一 著 i j 下列 极限 存在 , 且 与 i 无关 ; * 
limpis( tb) 江 
[证 明 ] 由 定理 8 的 系 可 知 , 对 任意 天 >0 有 
limps (ht) 二 序 j( 舟 ) 
于 是 对 任意 的 *>0, 存在 即使 mm 时 ,有 
IPCnh) 一 2 有 1 < A 
叉 根 据 定理 2, piy(t) 是 一 致 连续 的 , 所 以 可 选 巨 充分 小 ,使 p(t) 
在 任 一 长 为 无 的 区 间 内 的 两 点 上 的 差 的 绝对 值 小 于 /3， 二 是 当 
中 这 样 选 定 后 , 具 要 ?#4' 汪 Nh 就 有 
(pit) —P tt || pt 1)—pis(nb) | 
+ | p(nh)— pi h) | [pi Cm A) 一 各 (可 | 
如 果 外 迁 为 证 委 本 (十 二 下 天 下 选 为 订 有 < 旦 所 (全 十 了 D5 则 
[DA — P(t) i <e , 
也 就 是 limpii(t) 存 在 ， 其 值 与 无 关 直 上 一 定理 之 系 直接 推出 ， 
事实 上 ,对 一 切 名 Fit 是 常数 开 ;。 


宕 理 切 tz 有 下 列 性 质 
(DD) Tj 


Gi) Srey 
j= 


(iii) 对 任意 s 盖 0 有 ;二 Sr :pei (3) 。 


[证 明 ] 全 是 显然 的 . 对 任 着 加 有 
“a 有。 


两 边 来 tf->ce 得 
再 取 六 一 ce, 得 


{i1} 得 证 ， 出 

Di (Fs) — > pu(t) p(s) 

瑟 一 身 
丙 迹 到 【一 5 得 
Nj :Dr C8) 
: k=0 

将 上 式 对 了 相 加 , 得 

PT Tp (8) 

可 一 自 FET 


= ,Pi(s) 一 之 
k=0 #0 轴 = 

所 以 实际 上 只 能 成 立 等 式 : : 
Nj= > Ds (8) 


此 一 站 
于 总 是 非 周 期 的 , 所 以 也 是 遍 姜 的 ， 在 这 时 , 我 们 有 : 
定理 11 如 对 某 个 Try>>0 则 对 一 苇 1, #7; 一 0, 且 有 
(i) 之 .zy 一 1 


Gi) Sguy 一 jgy, 即 满足 平稳 分 布 所 满足 的 方程 (24)、 


EE 2 


[证 盟 ] 根据 定理 9, ri 可 理解 为 zrj( 有 加 ,因此 除 (i) 外 , 均 可 
由 马尔 可 夫 链 的 相应 的 定理 推出 《ii 的 证 明 比 较 复 隶 中 : 

但 在 有 限 状 态 的 条 件 下 , 是 容易 由 定理 9 推出 的 。 事实 上 , 册 
定理 10 的 (ii 有 


Ti DS rps(s) 


p(B) STD {8) 
是 玉 了 


将 右边 第 一 项 称 到 左边 , 再 用 #8 除 两 边 , 得 
yl Bs) -互生 
两 边 令 sa~>0, 即 得 所 证 ， 
四 、 一 些 例 子 
[ 例 1] 随机 信号 ”考虑 计算 机 中 某 个 船 发 器 ， 它 可 能 有 两 
种 状态 ， 记 为 “0" 与 “于 ， 假 定 击发 器 状态 指 变 化 构成 一 个 齐 次 的 
马尔 可 去 过 程 , 共有 
四 poi (二 福 十 0 (及) 
Pro{R) = HR oh) 
由 此 可 知 ,有 - 和 
人 go lim 一 知人 
一. 1 : por CR} _ _ 
i 


类 似 地 
4 0 二 上 & 
二 是 相应 的 前 进 柯 尔 莫 融 洛 夫 方 程 是 


QD 参见 吴 立 德 “可 教 马尔 可 夫 过 程 执 态 的 分 类 ”, 数学 学 报 , 身 15 孝 ( 1965 六 村 
2---41 好， 





Ss 加 各 


Pr t)=— Apnot tT Pt) 
Porlt)=— KPot tt) + Apoot £) 
Poi) =— Apio t+ up) 
DHE) — ppn(t)+ Ap(t) 

在 初始 条 件 pw (0) = 四 (0 一 1 20 人 一 Do 二 0 下, 可 以 解 得 
Poolt )== Ave 1 
?or 一 AI 一 
Piolt )=HoLl—e 
Pt) = oe 0 

其 中 


在 上 一 cc 时 ,有 
limpoo( ft) = 0 lmpal t) ~ 
limpntt ) 二 如， limpi(? ) =A 
由 此 河 见 piy( 引 在 f->00 人 ,其 摄 限 利 存 在 旦 与 主 元 闫 ， 
如 果 过 程 的 初始 分 布 就 取 为 上 述 的 极限 , 序 
Pa—PAXO 一 人 一 站 和 一 下 有 (0 一 车 一 加 


民有 
Pol Et)=PopPoo tt piDo( t) 
—HoLAve OFDM po 二 + Aouof 1— en 
一 48 十 oxo 二 上 Ao 十 Ho) 二 此 0 
类 似 地 


Pt)= Popor tlt) ip P= 
也 就 是 说 , po =&o，21 二 加 是 平稳 分 布 。 在 平稳 走时 
mRX(t)=0. pT 1p =p 一 4 
BCr) =BAXU HT) — mm) CXC) mn))} 
. 84+ 


=E{X(E+r) X(t — mm 
“=p (tp rT)— mm 
加 [4 十 Foere 一 用 
=Aine +r 
[ 例 2] 生来 过 程 设 X(t)，i 守 0 吓 卉 次 可 数 马 尔 可 夫 过 
程 , 如 它 的 转移 概率 P1;(t) 满 足 
Pt CF) =ATt+o(tr), (> 
和 Dr ur or), (Hi>0, po=0) 
Butt) 一 1 一 (4 十 有 DT 十 OO 
pi(r) 一 o(rD)，1 一 了 2 
则 称 为 生 茵 过 程 , 不 难看 出 , 生 灭 过 程 的 状态 都 是 相 道 的 . 
上 述 诸 式 合 起 来 有 如 书 的 概率 解释 : 在 长 为 = 的 一 小 段 时 间 
中 , 在 忽略 商 级 无 穷 小 项 后 , 只 有 三 种 可 能 ， 状 态 由 1 变 到 i 十 1 
也 就 是 增加 1 {各 将 了 (1) 理 解 为 时刻 某 群 体 的 大 小 ， 则 就 是 生 
出 一 个 个 体 ), 其 概率 为 4z; 由 宇 变 到 1 一 1, 也 就 是 减少 1 起 死去 
一 个 个 体 , 其 概率 为 上 4 或 状态 不 变 , .其 概率 为 1 一 (4 十 上 Dr. 生 
灭 法 程 的 命名 的 理由 也 在 于 紫 . i 
:不 难看 出 ; 相应 的 :4;, i 为 - 
Qi 二 i 十 皮 | 
A 
i I=0, [i— jm2 
而 相应 的 后 退 柯 尔 墓 泵 洛 夫 方程 为: i 
Pi t= — (dit hs PAY pr iP- 1 
前 进 丁 尔 莫 哥 洛 兴 方程 为 
条 并. 下 一 一 四 并 二 关机 十 下 亲生 加 8) pips 
天 条 件 概 率 福 是 的 方程 为 
PA — PA CNT HD) + Pi- EF pi po : 
.gs 


J 一 0 1.2， 


攻 -， (t)=0 
如 假定 平稳 分 布 {p;,，i 二 0,1,2,*…} 存 在 , 则 有 ， 


~ (MEOPT A Ds tA Pr 0 $1 2 


一 如 pa 十 及 入 一 下 
当 _ 切 ， Ha 站 时 ,可 逐步 求 得 ; 


_ oh "A 
Miiar “上 上 " 


Po a de “AE 中 


1 


(25) 


(26) 


生 灭 过 程 是 在 生物 ， 工 程 中 大 量 出 现 的 一 种 过 程 。 下面 是 几 


个 简单 的 例子 


机 床 锥 条 ” 设 有 mx 人 台 机 床 ，s 个 维修 工大 (3 专 m)。 机 上 床 或 者 
工作 , 或 者 损坏 等 待 修理 、 机 床 损坏 后 , 如 有 维修 工人 空 车， 则 空 
着 的 工人 立即 来 维修 , 否则 等 着 , 直到 有 一 个 工人 修好 另 一 部 后 再 


米 修 理 , 机 床 按 先 坯 先 修 的 原则 进行 排队 . 


进一步 假定 时 刻 上 时 正在 工作 的 一 台 机 床 , 在 人 ,+AD 中 折 
坏 的 概率 为 AAt 二 0tAD; 上 时间 二 时 正在 修理 的 一 台 机 床 ， 在 (和 b 
tA14) 中 被 修好 的 妖 率 为 hA1 -olAt)， 并 上 假定 种 机床 之 闻 的 状 


态 是 相互 痢 立 的 。 
和 此 归 二 


在 上 述 假 定 下 ， 如 用 广 (#) 表 示 时 刻 +t 里 损 十 了 的 {和 包括 正在 
维修 和 等 待 维修 的 , 即 不 在 工作 的 ?机 所 个 数 ， 则 可 以 看 出 它 是 一 
个 时 卉 的 有 限 的 马尔 可 夫 过 程 , 0 专 芯 (1) 夺 mH， 用 Dy 六 让 记 它 的 转 
称 概 率 , 根据 上 述 假 定 , 我 们 有 : 

Perr AA = mAAL Ho, =0, 1,2,., m—!1 
这 是 由 于 左边 表示 时 刻 1 时 有 盛 台 机 康 换 雨 ， 而 在 (f，+t 十 A 站 中 
又 有 一 台 损 坏 的 概率 ， 在 忽 夏 掉 一 个 高 级 无 穷 小 后 ， 它 应 等 于 在 
(t, 2 十 A 中 ,原来 正在 工作 着 的 mm 一 台 机 床 中 恰 轩 有 一 台 损 坏 
的 概率 , 而 后 者 下 好 就 是 (1m 一 8)AAt 十 o(A#). i 

类 似 地 ， 有 

ps_1(AE) =EnAt Ho(At), 1shes 
Pr A =anAfToAt), sk 
Pis(At) =0(AD), |£—j|>2 
于 是 它 挟 一 个 上 生 灭 过 程 相 记 的 
(一世 并 一 0 1,. 
Ey, Ts 
Pi < 

举 (25) 和 (26) 可 知 它 的 平稳 分 布 是 
AL A bl 
M1) “一半 1 ,二 

lr2rrk 有 


2 Ek 
\k 的 Dt 
和 
Ppp 
mm Dm etl) (noe) (mM ih 
b : 


有 一 一 
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加 1 2 A) " 
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人 让 Bo km 
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r 


Tm 
mr 


-1 
fm (atl1) (eo .RA 
“> (a Ti) {eed ki aA 
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在 给 定 了 和 m, 4 之 后 ,对 于 不 同 的 3， 就 可 以 用 上 述 公式 求 - 
出 相应 的 {ps}， 进 而 并 出 相应 的 均值 Jp (在 安排 。 个 维修 工 


人 时 , 平均 不 工作 的 机 床 数 } 等 ， 根 据 这 些 数据 以 及 增加 维修 工人 
的 资 用 等 即 可 用 来 决定 合适 的 a. 

电话 问题 ”考虑 两 个 电话 分 局 ， 银 定 它们 之 间 有 s 条 中 继 线 
略 ( 中 继 线 ), 这 两 个 电话 局 用 户 之 间 的 通话 票 占用 这 些 中 继 线 路 ， 
每 个 电话 局 都 有 许多 用 户 , 其 数量 与 * 相 比 , 一 般 都 大 得 多 ， 因 此 
不 管 正在 通话 的 用 户 有 几 个 ， 不 在 通话 的 用 户 数 几乎 总 可 以 当 作 
是 不 变 的 , 因此 可 以 假定 , 在 (t,t 十 A 引申 ， 又 有 一 个 用 户 要 求 通 
话 的 概率 为 1At 十 o(A 人 ,而 与 正在 通话 的 用 户 数 无 关 ; 如 此 时 有 
空 着 的 电话 线路 ， 则 上 述 用 户 就 可 以 占用 窑 着 的 中 秦 线 路 而 进行 
通话 ， 和 否则 上 述 用 户 的 要 求 困 线 路 占 狂 而 取消 ， 再 假定 每 一 在 时 
肇 二 正在 通话 的 用 户 , 在 (十 A6 中 将 结束 通话 从 而 空 出 一 条 
电话 线路 的 概率 为 At 十 o(Ai] 以 及 各 用 户 之 间 是 相互 独立 的 . 

在 上 述 假定 下 , 如 用 开 ( 丰 表 承 时 刻 上 时 正在 使 用 的 中 继 线 路 
的 个 数 , 则 它 是 一 个 齐 次 的 有 限 马 尔 可 夫 过 程 , 记 它 的 转移 报 率 为 
DiC?), 则 有 

pint) =AAI+ToCAND), $=0,1,2,..,s—1 
和 由 时 


pis ME = nA tolAl), f=1,2,..8 

Pt) =1— (A+in) NE oh), $=0,1, .8—1 

Pua(AD =1— snA!tt+a(At) 

BA 人 一 OA， 有 一 了 并 

于 是 它 也 是 一 个 生 灭 过 程 , 相应 的 

1, = £=0, 1, 2,'*, $1 
p=, k=1, 2, ,8 

由 (25) 和 (26) 可知 它 的 兴 稳 分 布 是 





p= Oke (27) 
4) z 
fk 


这 就 是 有 名 的 爱尔兰 公式 , 它 在 电话 工程 中 有 广泛 的 应 用 . 
$3. 扩散 过 程 


一 、 定 义 和 例子 
本 节 中 ， 我 们 将 研究 系统 状态 以 连续 方式 变化 的 马尔 可 天 过 
程 ， 由 十 历史 上 这 类 过 程 的 研究 起 源 十 对 扩散 现象 的 研究 ， 所 所 


Te 国 习 


就 称 为 扩散 过 程 . 

假定 过 程 在 时 刻 * 时 位 于 x, 即 下 (1)=x, 我 们 来 考 赛 时 间 间 
隔 [t，# 十 太 引 中 的 状态 变化 蔬 ( 十 AD 一 X(t)， 由 于 村 求 变化 是 
连续 的 ， 所 以 当 At 小 的 时 使 ， 玉 他 十 Ai) 一 了 (也 应 当 是 小 的 . 
用 式 子 来 表示 就 是 : 对 任意 4>0, 有 


HimPKi XGA 和 一 X( 区 |>>5IX( 约 = 人 =0 (1) 
或 用 转移 概率 FF(s, x41, 力 一 PLX(CE)<y|I(8) 一 2) 写 出 
lim | dF (tm; t+ At, gy) =0 《1 ) 
Ir=z|># 
一 般 我 们 要 求 较 强 的 条 件 : 
Jim | GE zi 十 AL y) =0 (1") 
| 时 一 几 ] 22 直 
或 更 强 的 
lm | (gz) PH, zy t+ AL, =0 (1") 


除 此 而 外 ， 我 们 还 事 求 六 (+ 十 A#) 一 X( 二 ) 的 均值 与 A 成 正 
比 , 即 
in| od attAt, Dall,s) (2) 
以 及 X(t 二 At) 一 X(#) 的 方差 与 A$ 成 正比 , 邵 

rmAi (ga) dP, zt +AE, 的 一 区区 > (3) 

特别 指出 , 上 述 极限 均 根 定 对 z 是 一 致 的 , 而 且 可 以 看 到 ， 当 
条 件 (1") 戌 立时 , 条 件 (2) 和 (3) 分 别 可 以 改写 为 
Umi | God, zt ht) ol) (2') 
起 4 中 - 


[Fb be | 


mm 


1 ， 
HimA | (yx) F(t, x, tAt, 的 
1 一 | 号 点 


—b(lt, 7) >0 {3") 
数学 上 , 一 般 称 满足 条 件 (1"), (2”), (3 的 马尔 可 夫 过 程 为 扩 
散 过 程 ; 有 时 也 称 满足 条 件 (1"), (2),，(3) 的 马尔 可 夫 过 程 为 扩 著 
过 程 ， 显 然 , 后 一 定义 要 求 更 强 些 ， 我 们 今后 将 用 前 一 定义 , 定义 
中 的 a(#, 2) 称 为 偏 移 系数 ,5 (f, 2) 称 为 扩散 系数 , 它 总 是 非 负 的 . 
下 面 我 们 给 出 两 个 扩散 过 程 的 例子 ， 它 们 都 是 由 马尔 可 天 链 
经 极限 过 渡 而 来 的 ， 这 就 告诉 我 们 , 在 某 些 条 件 下 , 可 以 用 连续 的 
扩散 过 程 来 近似 离散 的 过 程 , 这 种 方法 称 为 扩散 近似 , 在 有 些 复杂 
的 离散 过 程 的 研究 中 是 有 用 的 . 
[ 例 11 和 涯 陵 制 的 随机 游 动 ”现在 来 考虑 前 面 讨 论 过 的 无 限 
制 的 随机 洲 动 , 由 例 1. 3.1 可 知 它 的 4 步 转 移 概 率 是 : 
jz j 一 让， 当 n 二 了 一 i 为 企 数 
0, 当 n 十 j 一 i 为 奇数 
其 中 


vn, 9 ja gq 5 ， 当 二 bk 为 偶数 





nk 

2 |. 
进一步 我 们 来 计算 % 步 后 的 位 移 , n 步 产生 的 位 移 是 由 一 步 
一 步 产 生 的 位 移 累积 起 来 的 。 每 一 步 产 生 的 位 移 可 能 是 十， 也 
可 能 是 一 1, 其 概率 分 别 为 和 g& 因此 每 一 步 产 生 的 平均 位 移 是 
5 一 9， 于 是 % 步 产生 的 平均 位 移 是 #(p 一 的 ， 同 样 每 一 步 位 移 的 
方差 是 P+g 一 (9 一 9)* 一 4pg, 又 由 于 各 步 位 移 是 相互 独立 的 , 因此 

3 步 后 的 位 移 的 方差 是 4p9. 
为 了 研究 极限 过 程 , 现在 假定 ， 人 每 步 的 空间 长 应 为 Az; (ii) 
每 步 所 需 的 时 间 长 度 为 At， 了 于 是 在 (0,#) 这 眉 时 间 中 ， 总 小 产生 


ns 


了 1/At 步 转移 , 相应 的 位 移 的 均值 和 方差 按 上 面 所 述 应 是 : 
平均 位 移 = 志 .Op 一 们 -Arz 一 (一 仿生 


dn dn 
和 位移 方 闫 =4 A AP) = 4 tp a 


由 上 式 可 知 , 为 了 使 At >0 时 极限 方差 有 限 ， 必 须要 求 下列 
极限 存在 : 








而 在 这 一 条 件 下 ， 要 使 平均 位 移 也 有 限 ， 则 必须 要 求 下 列 极限 存 


1im 王 一 和 
上 站 
为 此 ,我 们 念 
(Arz)2 _ CC lo 
~ =2D, i te 一念 一 万 AT 


其 中 和 也 都 是 常数 ， 这 时 容易 看 出 前 面 所 要 求 的 两 个 极限 一 定 
都 存在 ， 素 实 上 现在 都 是 常数 了 ， 将 它们 代入 平均 位 移 和 位 移 广 
差 的 表示 式 中 , 即 得 : 

(0, 负 中 的 平均 位 称 会 m( 切 一 20t 

《0,8) 中 的 位 移 的 方差 会 at ED 一 208 
由 此 可 见 , 位 移 的 均值 与 方差 都 是 与 时 间 上 成 正比 的 , 这 也 有 助 于 
理解 上 述 定义 中 的 条 件 〈2) 和 (3)， 且 不 难看 出 ，e(t,z) 一 20 
bt, x) =2D 

在 t 圈定 后 , 当 At 越 来 越 小 时 ， 则 a 一 5/AE 越 来 越 大 ， 即 转 
移 的 步 数 越 来 越 大 , 于 是 (0,  ) 中 的 位 移 可 看 成 是 越 来 越 多 的 独立 
同 分 布 的 小 位 移 之 和 , 府 其 中 每 一 小 位 移 或 取 Az 或 取 一 Az， 相应 
的 报 率 为 了 一 二 十 2 和 8= 辣 一 -54z， 因此 应 用 中 心 极限 定 
，92 。 


rn er 


理 , 可 知 在 At 一 0 时 , 相应 的 二 项 分 布 btn, 妇 赵 于 一 个 正 态 分 布 . 
由 了 于 其 均值 和 方差 已 经 求 出 , 所 以 其 分 布 密度 f(t,7) 成 是 : 
1 7) Eo rm 
-gp -2200 
它 就 是 由 无 限制 随机 游 动 经 上 述 极 限 过 程 所 得 的 扩散 过 程 在 
(0, 引 这 段 时 间 中 所 产生 的 位 移 的 分 布 窗 度 ， 如 很 定 了 (0) =0, 则 
它 也 就 是 上 述 扩 散 过 程 X(3) 的 分 布 窗 诬 . 
另 一 方面 , 由 vn) 的 概率 凑 义 , 即 p(n, 上 5) 一 希 2 易 得 : 
POP 
如 p(n 1 FE) =—p vn 1) gv(n, k++ 1) 
考虑 到 时 间 和 空间 的 步 长 A 和 Az， 以 及 “ft Bf, 的 
我 们 有 . 
站 一 及 站 TRA pCR)=FOU, x) 
从 而 上 述 递 推 式 变 为 
fTAt, 2) = AT) 十 于 了 个， 人 十 上 
应 用 藏 劳 公 起 ,并 将 刀 的 表达 式 代 人 , 可 得 


ft, 2) + A oAt) 
(+ 贡生 站 het to | 


1 CC pf A) 
+( 雪 Gas [iG 0 + on + 2 
+o(Aw)?] 


注意 到 人 2 = o(1), 上 起 可 进一步 化 简 为 





HD 十 和信 二 1 
93 » 


=—205 + D9} fo01) 


当 At _>0 时 , 得 f(t， z) 所 满足 的 偏 微分 方程 : 
3 一 -20 于 十 D3 了 
站 


其 实 对 一 般 的 扩散 过 程 ， 也 有 有 类 伺 的 方程 ， 这 一 点 将 在 下 一 段 中 
证 明 .- | 

[ 例 2] 爱 伦 菲 斯 特 模 型 ”在 第 一 意 $3 第 二 段 中 曾 过 论 过 
这 种 模型 , 它 的 转移 概率 是 ; 


1 1 . 
pis_ ,一 评 (1+ 广 ) gin 一 评 (1 一 万 》 一 在 < 


3 





Pae- tl Pa-arn=l 
下 此 有 司 得 

Ph 

= pn, ps, 
妊 
仿 上 例 , 选取 时 间 步 长 At 和 空间 步 长 Ax, 使 
《AZ 
A 2D 


随 着 Ai 的 减 小 , Az 也 减 小 , 相应 的 a 应 增 大 , 我 们 要 求 
oAt =8"! (A>0) 
此 时 
OAT=0 (ArT) Ar =0:20At /A 
一 2DPUGAE /Mr =—2D/PAr—>00 
即 随机 游 动 的 范围 , 随 着 Af ->0 而 扩展 到 整个 直线 . 
如 假定 #=0 时 , 系统 在 原点 , 并 设 f(t, 人 表示 在 Ai-*0 时 想 

应 的 随机 游 动 的 极限 过 程 世 (1) 的 分 布 密度 ,于 是 如 令 


t hn 
RF 二 7 一 上 Py 二 fx) 


| 


财 自 芋 述 差分 方程 可 得 : 
GE 二 ALE 2) = dtl 一 一 Am 十 生 二 于 工人 z+ Ax) 
利用 戴 劳 公式 和 甘于 Ax, At ,9 的 假定 进行 化 简 , 可 得 
f 0,8) + At olAt) 


3 Oe) 


= ) ~ Ar SF 0 (Ar)’] 


+ tH, #) + Ar+ 2 tay io 








af _ 了 af 9F (Ax)? 
at =- 过 af et( 二 二 2 十 5(1) 


= Pf+Bzd DF 40l1) 
~ 8GED DIF+ol1) 


而 在 At->0 时, 可 得 
af. pa 办 pa 人 


条 尔 烛 看 洛 关 方程 
本 段 中 将 证 明 ， 满 足 上 段 (12) (2') (3 三 条 件 的 马尔 可 夫 过 
程 , 即 扩散 过 程 的 转移 函数 (sx; #, 四 和 转移 密谋 


。 _9 。 
Pls, ry t, 约 aot (®, zx; £, 1) 


都 满足 一 定 的 偏 微分 方程 , 它们 称 为 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方程 , 也 称 为 福 
克 尔 - 丫 邮 克 (Fokker-Planck) 方 程 , 这 是 因为 这 组 方程 在 特殊 的 
场合 用 不 十 分 严格 的 方法 , 首先 为 福 克 尔 和 普 郎 克 所 得 到 , 而 在 一 
般 的 场合 , 并 用 严格 的 方法 , 则 为 柯 尔 英 哥 洗 夫 所 得 到 . 

定理 1 设 X(t), tET=[a,51 是 扩散 过 程 ， .并 假定 它 的 转移 


地 雪村 曙 


概率 密度 函数 p(s，z; 1， 六 存在 ， 匡 下 列 一 些 偏 导数 都 存在 并 
和 连续; 


司 。 

可 了 间作 有 人 1, 0 . 

9 。 

Dat, 的 35 3 6, 的 ] 

9 rp ,2 

5 (#, ¥) DS, a 
则 BCs, ;加 满 足下 列 方 程 


3 ， 23 , 
3 P(e, 他， 的) 一 gg p(s, rt, WD] 


十 工人 co, pe, x; ty)] 
上 ay: »¥ 1 ? EJ »¥ 


[证 明 ] 设 9( 引 是 有 连续 一 阶 ,二 阶 导 数 的 任意 函数 ， 月 设 
昌 () 在 La,5j 之 外 为 零 , 则 由 QC 人 23),8" (9) 的 连续 性 ， 可 知 
Qty)，'() 和 "(3) 在 y=4 和 y=。 处 都 是 零 ， 现在 来 考察 下 
询 积分 : 


IT=| opD3ay 
9 
-| QWs t, dy 
bh 
-| 9Gnzee 1; 1, yy 


# 。 _ ， 
=tim| Q(t SA P(e, x by 
i300 在 t 


11 ™ 
一 tims{| oc ps; tp tAt, ydu dy 


-| ep st way 


人 
一 8 wi 
limAi] 2 ) 


[face wt tA HQC)ay 0 | 
由 于 QCy) 有 界 ( 闭 区 间 上 的 过 续 欧 数 必 有 界 ) 和 条 件 (1"), 我 


| dF{t, ut- At, wy) 


Fy -Rl 


~ | p(t, uw t+ At, dy=0(At) 


IF- yl 


pi tAt VDAy=0(At) 


[Ee ed | 
1[r° 
Rj st ht nay -Qt 


| | pl, Ws t+ AL, Dd 0 |+o0D) 


| 一 和 | 过 站 


再 在 % 的 附近 ,将 8{ 四 展开 ,得 
OF) = Yu) + Cu) Cy —t) 


Ey) oy—t)') 
代入 上 式 , 得 
| | pss t+Ab Oy) dy Qo) | 


| 一 | 王 如 


= | p(t, ws t+ AE, y) 


J 一 | 声 4# 


-YOu) TO Cu) (g++ 十 0 (一 四 2]g9 
一 0 


和 7 


= | pswitAs, pay 


jE 一 tt1 2 本 


+Qwaia | (pt tt At yay 


IF-x|e# 





之 
一 


+ | (y—) p(t, wt AL, yay | 
二 0o(1) : 
应 用 条 件 (1), (2), (3 可知 在 At->0 时 ,上 式 趋 于 
8 (walt, +L, 二 
因此 
天 | Cs 已 (ae 人 it 十 全 0 由 lu 
-oat erm 
利用 分 部 积分 法 ,有 
| apem =ap® | 一 | 如 2 (ap)dy 
由 于 旭 ( 多 在 [9,8 之 外 为 零 ,所 以 第 一 项 为 零 ， 因此 
| szem= -| | 总 ep | -dx 
类 位 地 
| sr0"du=| Es 0p) |oau 
所 以 


r=| Qau 


-下 [六 (er) |eau+ 宇 太 本 op]em 


~ 8|- 训 (op + 二 Br nD le 


由 于 的 任意 性 和 名 ,区 (op), 卫 z (68) 的 连续 性 ， 即 得 


0s; t, wu) =—F[o(t, wp(, 7 £,w)] 


+ dE, ) ps, x; t, 0)] 
3 Dw 了 外 外 


这 正 是 我 们 所 蓝 证 骨 的 . 

顺便 指出 ， 在 上 述 证 骨 过 程 中 过 到 的 微分 号 与 积分 号 交换 以 
及 积分 次 序 的 交换 等 , 在 我 们 现在 的 条 件 下 , 都 是 合理 的 . 

除了 圭 述 的 通常 称 为 前 进 方程 外 ， 还 有 所 请 的 后 退 方 程 . 

定理 2 设 X(#), te 人 T=[a,5] 是 扩散 过 程 ， 表 假 定 下 列 导数 
存在 并 过 续 ， 

Ps, zy ¢, y), 2 (az t, #) 
则 五 (a,z; #, 扩 满足 下 列 方程 
Pps, wy £8) =—als, “) TF (8, ws 的 


~ 2) Erp, x: +, y) 


[证 明 ] 我 们 有 
Fla—As rt yy) —P(s, r; i, y) 
As 


= 二 | dFP(s— Ma, x: ,WU) F (8, 全 4, 用 
—F(a,w;t,g) | 

= dF (8— Aa, rs wiF (a, w; t, 的 
As _ ET 了 L [| 


—F(lart,y)] i 
99 香 


=1.+-T; 
共 中 | 
| 五 -| 起 dF(s—As, x 8,u) 


| 由 一 亚 | 六 胡 


"[F{s, vt,y)—F(s, rt, y) 


Ma 


| 计 一 了 | 汪 直 


< | dF (8—As, x: 3,&)—>0, (As->0) 


or 


=e | dF (8— As, xr; su) 


| 一 工 | 写生 
[F(a, ul; ty)— Fis, zx: t,W)] 
1 。 
= | dF (sg— An,x; a,u) 


| 一 下 | 区 间 


oF(s, zt,g), 
| RD 7) 


+ toe)) | 


ORFS BE) 1 


3 (uw— zd (se— As, x su) 


1 一 工 | 地 小 


OP, XT ¢, y) 
十 (3 "a +l )) 


。 1 | (u— zd F(a—As, r; s,u) 


| 本 一 范 : 号 且 
—q(s, ZI) 可 PF(s, 2 £,¥), 十 Fb(8, z) 六 Pa t,y) 


CAB—>0) 
独 当 As 一 0 时 ， 


Fis—As, rt 2) 一 下 (32 £,y) 9 ， 
A 


于 是 得 到 了 上 质 要 证 明 的 方程 ， 
+ 100«. 


由 于 关于 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方程 解约 存在 性 与 唯一 性 的 讨论 比较 
复杂 , 这 儿 就 不 进行 了 。 下 而 我 们 考察 两 个 简单 的 例子 , 在 这 种 场 
合 , 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方程 的 解 是 可 以 直接 求 出 来 的 ， 

[ 便 1] 〈 维 纳 - 爱 因 斯 地 过 程 ) 这 是 一 个 齐 次 过 各 它 的 转 
移 概 率 密度 p04， be 拉 诺 足 微 分 方程 

22 po 


DF == re 


38 
其 中 局 是 一 个 正 的 常数 ， 这 相当 于 偏 移 系数 q(i,z) =0， 扩散 系 


数 6(f,2) = 一 22 的 扩散 过 程 的 前 进 柯 尔 英语 洛 夫 方 程 此 外 ， 还 
庄 足 边界 条 件 ; 


lim p(s, 9) =0, Jim p(t, 2, 9) =0 
不 准 看 出 ， 这 一 过 程 与 上 肛 例 1 在 C0 时 ( 即 p=g 一 二 时 ) 
是 一 臻 的 . 
现在 来 求解 上 述 方 程 , 引入 2 全 于 所 的 特征 东 数 , 即 
$i, 2, 六 =| eplt, wv, dy 
由 于 ?40， Ty 办 一 他 一 失 ， 所 | 
$ (0, %, 0) =| 2 (0 w, ay 
=| est-yay 


应 用 上 述 边界 条 件 和 分 部 积分 法 ,有 
[ 
erp)” ~ pri0.ervay 
=0-i0| eiprdy=—igg (i, s, 0) 
z im. 


re ee rr 


类 做 地 
全 em 有 
=» oy 机 


=—0:+:$(t,w, 0) 
用 e'* 乘 油分 方程 两 边 , 并 积分 , 得 
2 0 pg lt,, 9) 


如 固定 x, 9 这 是 关于 的 一 阶 线 性 常 微分 方程 , 容易 解 得 ; 
$i, 1 0) =Ae-?m 
其 中 4 是 常数 , 它 可 由 由 (0 2 仿 =e 决定 , 即 
A=$ (0, x, 的 一 6 
于 是 
bi,w, 二 一 ee 


EE 


容易 看 出 , 这 是 均值 为 =， 方 差 为 2Dt 的 正 态 分 布 的 特征 函数 , 因 
此 


1 1 
Pt, x, 的 FP) 7 9 


=- 人 ‘0 
延 也 是 纵 纳 - 爱 因 斯 坦 过 程 的 转移 密度 ， 由 上 式 可 以 看 出 , 它 英 于 
空间 也 是 齐 次 的 ， 即 Pt 2 拉 只 依 球 于 gy 一 x*， 而 与 X,Y 本身 的 慎 
无 其, 特别 到 zx 一 0 8 一 z， 叶 从 原点 出 发 , 在 时 间 t 内, 到 过 < 的 桥 
素 蜜 度 便 是 


时 
这 与 上 段 例 1 中 , 取 =0 时 的 结果 是 完全 一 致 的 . 
正面 我 们 进一步 说 明 以 (4 为 转移 吴 率 密度 的 时 齐 马尔 可 夫 


* TO2* 


ri 


过 程 是 扩散 过 程 ， 事 实 上 , 由 于 


] 
总 | (x— p(t, x, Pay 


1 | (2) nt gy 
一 Ai VID Pt 4DAt J 
2 
=4D:A | 7 E44 — 12D°AE 
所 以 对 固定 的 5 及 i 一 0 1,2 有 
| 《一 的 人 (站 让 2 Ay sr | (人 一 国人 (二 2 ay 
| 者 = 下 | 


127 (AF)? 





= 区 上 
又 因 
| G-PDpAba Wady=0 


| pass ydy=2DAt 


所 以 (1"), (2), (3) 都 对 x 一 长 地 成 立即 以 (4 为 转移 颁 率 密度 
的 马尔 可 天 过 程 为 扩散 过 程 ， 其 偏 移 系数 a(1, 2) 三 0， 扩 散 系数 
5B(4,x) 二 2D， 进 而 若 其 初始 分 布 满足 
P{X(0) =0} =1 
则 此 过 程 也 就 是 维 纳 - 爱 因 斯 坦 过 程 . 
[ 例 2] 《〈 自 伦 斯 型 - 马 伦 贝克 (Ornastein~Uhlenbeetk) 过 程 ) 

这 也 是 一 个 齐 次 的 过 程 , 它 的 偏 移 系数 和 扩散 系数 分 别 是 

6 的 一 一 pe，(5>0) 

bté, vw) 二 2 





相应 的 前 进 方程 是 
PSD EA ED J+D 人 p(t, 2, 的 


= 了 93 。 


此 外 壕 满 足 边 界 条 件 
Tim yptt, 7, 的 一 和 
tim xX, 的 一 0 
不 准 看 出 , 它 与 上 段 拘 例 2 是 一 致 的 . 
现在 来 求解 上 述 方 程 ， 类 似 地 引信 特征 蔷 数 , 即 


内 人 wy) =| ee x, #)dy 
利用 边界 条 体 和 分 部 积分 法 , 同样 可 得 
| eS Day 
=e (yp) | -fg te ay 
—0—0-| Plierdy 


=- sa -0 强 


od 0 
和 
人 =- 一 加 直人 x, 的 
仿 上 例 , 由 微分 方程 可 得 
3 p00 peg 
为 解 上 述 一 阶 伪 微 分 方程 , 我 们 来 考 虚 相应 的 常 微 分 方程 
dat_o0_ ad __ 
1 6 Dag 
解 之 可 得 两 个 首次 积分 : 
Ge =O, 


= DA 。 


a rn 


ho 的- 


wear 人 的 )-。 


其 中 区 是 任意 可 微 函 数 , 或 者 对 一 个 变 元 解 出 
$$: ‘exp (3 pe nt) 


于 是 通 解 应 为 


新 )- 
即 gz 的 一 =exp(—38)Y yp (de-n) 

其 中 外 是 任意 可 微 函 数 , 再 由 条 件 $C0,z, 0) 一 ei"", 可 得 

$(0, 7, 0) = -ee 
i 

即 so) 

于 是 景 后 求 得 
$ t,x, 9) —exp(25 2 


= exp (- 务 ) exp| ze Wi 基 【Be | 


=—expli(re ") 9 一 二 了 (1 一 e251) 0:] 


2 8 
容易 看 出 这 是 均值 为 xe， 方差 为 (1 一 上 “的 正 态 分 布 的 特 


征 图 数 , 因此 
1 


Plt, , 的 一 
V sz 号 Ge 


| 5) 








1 
= 必 其 下 一 


OT er 


类 似 于 例 1， 灿 可 以 验证 具有 上 述 转移 概率 密度 的 马尔 可 夫 
过 程 是 满足 (1 人)，(2)，(3) 的 , 即 它 是 扩散 过 程 , 而 且 相 应 十 这 一 
转移 概率 密度 的 均值 与 方差 分 别 为 


mt =re 


ot)= 夺 (le 


容易 看 出 , 当 tf 二 co 时, mC 一 0, aot) > 部 
密度 趋 于 正 态 分 布 ; 
还 可 以 看 出 ， 上 述 分 布 具有 马尔 可 夫 链 中 所 述 平 稳 分 布 的 性 


质 , 即 如 果 1 一 0 时 ,X00) 的 分 布 是 上 述 分 布 的 话 , 由 在 任意 时 刻 # 
时 的 分 布 也 是 这 个 分 布 ， 事 实 上 , X(t) 的 分 布 密度 是 


有 而 相应 的 转移 
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在 上 述 推 导 中 , 我 们 顺便 看 出 , 如 果 有 (0) 的 分 布 是 平稳 分 
则 (0) 和 X(t) 的 联合 分 布 密度 是 : 


1 wp- 三 " 1 
D 5 pb, .oa-28i 
V2 B B | 27 有 {1l—e *"!) 
,exp ee 
. z 2 万 (1 一 6 ™) 
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由 此 可 知 , 驻 ( 中 和 也 (1) (或 一 般 地 芋 (9) 各 对 (3 十 科 ) 的 坏 斑 差 为 


cov (x (2), X(t)) = Be (7) 


通常 我 们 把 以 (6) 为 初始 分 布 及 以 (5) 为 转移 概率 密度 的 马尔 可 夫 
过 程 称 为 奥 从 斯 坦 - 鸟 伦 贝克 过 程 、 所 以 (7) 便 是 这 一 过 程 的 协 方 
差 国 数 ， 


"JOF* . 


rm 


习 


1， 设 rn, row,I 昌吉 丈 刍 六 的 随和 机变 显 , 试问 下 列 的 { 有 ws， 2z 二 攻 
未 总 马尔 可 尖 过 种, 并 倍 明 二 由 ， 

Ci} Ka= ttU, +t tT 

(ii Ke (Ut Us HU) 

(iii 六 已 

3. 一 个 满足 切 普 受 - 柯 尔 黄 毒 洛 夫 方程 的 非 马尔 可 夫 过 程 . 误 纯 是 
天 趟 定 世 的 一 果 随 机 变量 : 基 虑 一 出 并 了 短 一 个 可 王 中 包间 四 个 球 , 分 别 编 
为 和 2323 4 号 展 定 每 次 依次 从 一 个 并 子 中 腿 出 一 个 奸 , 对 久 1 2 和合 

44p8 表示 人 第 肖 个 提 记 出 撞 山 的 奈 起 1 号 惑 二 号 "这 一 事 侍 # 

nm) 表示 “从 第 台 个 并 子 中 摸 出 的 球 是 2 号 或 4 续 " 这 事件 ; 

A 表示 “从 第 划 个 六 工 中 挤 出 的 球 是 3 导 或 4 号 "这 一 事件 , 

对 二] 1 2 3 令 
1， 如 #2 出 现 
0， 如 4 让 不 出 现 
试 证 : Gi 当 关 全 各 时 ,对 任意 只 取 0 和 1 的 忆 本 和 如 有 

《区 一 队 一 已 { 并 ,一 站 | 刁 。 一 站 = 六 


Fo oo 


CG PiKynis=1| Xn = R= 1 =i 

GiD) 上 上述 的 已 1 一 哉 | Xm 一 8 满足 切 萌 曼 - 柯 尔 吏 可 洛 类 方 各 但 
《人 wz 之 二 布 是 马尔 可 夫 过 程 

3， 颇 个 状态 的 马尔 可 夫 链 ， 设 人 wp 空 侨 恩 一 个 齐 次 两 个 次 态 40， 寺 
的 马尔 可 去 链 , 蕊 有 购 转 移 概 率 的 扎 阵 形式 是 : 

P=-( 2 ) 
Blo Dl 
Ps—= PRIIX =i j=0,1 

试 证 : ( 两 步 转移 缕 率 矩阵 是 
Pho Pope Pua{tpPoot pL) 
Pot Boot pin) PY Po pin | 


Ci) 当 |[ pw 十 Pu 一 1 村 ， 试 用 数学 归纳 法 证 明生 步 转 殉 概率 卡 
La 


其 中 


2 -+ PP? —- | 


阵 是 


1 l=~pse 1 pr 
fn .一 PE 一 一 一 一 ~ 一 ” 
下 7 | 
+ ee" | 
2— Li— Pi 一 1 一 3 1—Py 
《iii 由 {i 外 和 进一步 证 虹 
. 了 一 扩 11 
[f 遇 【而 一 一 一 一 一 二 -一 nm 
1im Pig : = lim ps 2— 和 on 一 Di 


1— Boo 
2— Pro— Pit 


Cv) 特别 当 Pw 一 各 1 二 加 Do 二 2 了 40 一 二 1 一 了 时 ,有 

1 ,1 | 1 
Wi Ea 人 
in 


1 nl 
本 一 本 ( 卫 一 全 本 十 误 人 (也 2 


lim pi? = lim Din 一 


这 时 可 以 有 如 下 的 一 个 概率 杉 释 ， 考 虑 一 个 数据 通信 系统 , 它 南 # 个 中 继 站 
组 不 、 从 这 -一 站 庙 另 一 个 站 传送 信号 人 0 旋 1} 时 ， 在 接收 站 以 概 素 Pp 正确 接 
收 , 市 以 概率 9 一 1 一 下 发 生 错 误 ( 即 0 变 1, 或 夺 变 0)3， 如 用 天 表示 初始 站 
发 出 的 数字 , 专 , 表示 经 nn 次 传 进 后 接收 到 的 数字 ，{ 王 .}》 即 构成 土 述 现 状态 
马尔 可 关 底 . 

fm 在 (iv) 的 条 件 下 , 试 证 


_ mn otalp—ar" 
PXo=1l Yl} = aA 


其 中 a 一 PP{ 玉 ,一 13,P=1~a， 并 进一步 说 明 上 述 概 玉 的 实际 意义 ， 


4、 设 { 莫 wR 这 是 一 个 卉 次 有 限 马 尔 可 夫 链 ， 它 的 转移 概 六 是 (ps)， 如 
困 述 满足 


> 对 一 切 j 


轩 Cpw) 称 为 测 二 随机 的 . 这 证 和 如果 2" 学 还 是 非 周期 不 可 约 的 , 期 有 
. limz 人 9 一方 ， 对 一 切 | 
其 中 站 是 状态 的 个 数 . 
5 将 小 情 也 放生 如下 的 迷宫 中 , 急 定 小 白鼠 在 其 中 佬 随机 的 移动 , 即 当 
#19 . 





它 处 于 划一 格子 中 ， 而 此 铬 于 及 有 名 条 路 递 入 别 的 搁 子 ， 则 小 白鼠 以 二 的 


率 选 择 醋 一 条 路 ， 部 设 小 白鼠 每 次 移动 一 个 格子 ， 六 用 互 s 类 示 经 3 次 侈 动 
后 它 所 在 的 尹 子 导 码 试 
《让 说 明 { 瑟 4 关 二 拘 成 一 个 弄 次 有 限 马 尔 可 去 链 3 
Qi) 写 出 它 的 转 称 概 举 ; 
{iii) 分 解 它 和 的 状态 空间 和 ,2,7 各 9， 
6， 投 A048 之 1} 为 相互 儿 立 同 分 布 的 随机 安 量 , 其 分 布 为 
P{D, C=] =$>0, Pi{U,—0}=a=1— b>0 
《了 定义 4 # 空 外 如 下 : 
0 加 可, 二 在 ,可 -| 二 人 六 
i 刻本 Dr 
3， 如 Eap 
3， 如 也 ,一 1 Ti 一 1 
试 说 明 { 玉 wr 污 2} 构 成 一 个 不 可 约 非 周 期 齐 次 马尔 可 夫 链 ， 并 写 巴 它 的 转移 
概率 ， 
(i) 定义 4 和 宇 儿 如 下 3: 
0， 如 ,==0, Di 
Yo 其 它 
试 说 明 { 了 ,, n>2} 不 是 马尔 可 夫 链 ， 
顺便 指出 , 蔡 取 定义 在 40, 1, 2, 3} 上 的 函数 了 为 


人 不 二 放 
fo) = »=1,2,8 


个 号 尔 可 夫 链 . 
7 设 某 金 工 村 问 有 形 台 车 床 ， 由 于 经 常 需 要 测量 和 调换 刀具 等 原因 ， 
各 车 康 总 是 时 而 停业 , 时 而 工作 ， 假 定 在 时 刻 时 , 一 台 丰 床 正在 工作 , 但 在 


* IIQn 


时 谢 tf 十 At 时 停 正 工 作 的 概率 为 zAt 十 atA1)， 再 奶 定 在 有 时刻 时 ， 一 台 车 
床 不 工作 , 而 在 时 刻 二 At 时 开始 工作 的 概率 为 4At 十 alAl)， 而 且 各 车 床 
的 工作 情况 是 相 宇 独立 的 . 

如 用 入 (1) 咕 示 时 刻 ? 正在 工作 的 车 康 数 , 试 

(说明 {NCt) 分 是 一 个 齐 次 马尔 可 夫 过 程 ; 

{ii) 求 出 它 的 于 稳 分 布 {18i; 

《iiiy 和 转 别 当 型 =10， 4 一 50， 一 30 时 ， 求 出 平稳 态 时 有 一 举 岂 上 前 车 
床 在 工作 的 奏 率 . 

8、， 等 待 系统 ， 涛 虑 一 个 最 务 站 , 其 中 有 对 个 服务 员 . 顾客 不 断 来 到 请 
求 服务 , 根 定 在 A# 时 阿 中 ， 来 到 一 个 顾客 的 艇 率 为 4At 十 ofAA1)， 没有 并 客 
来 到 的 概率 为 1 一 4A# 十 oCAt)， 来 到 两 个 或 两 个 以 上 衣 客 的 概率 为 oCAt1)， 
来 到 的 奖 客 当 有 空 着 的 服务 员 时 , 立即 接受 服务 , 否则 刚 队 等 待 , 直到 有 一 下 
在 服务 的 顾客 结束 服务 , 服务 员 空 出 来 后 青 去 为 排队 的 遍 客 服务 ， 根 定 每 个 
在 时 刻 # 正在 接受 轨 务 的 顾客 在 时 刻 十 At 时 结束 服务 的 役 率 为 

下 让 二 十 要 (各 让 )， 
并 由 定 各 厌 客 的 来 色 时 刻 , 他 们 的 服务 时 间 第 都 是 相互 独立 的 ， 
如 用 入 (tt 表示 时 部 对 正在 排队 的 顾客 个 数 ( 电 就 是 队长 ), 试 

(i) 说 明 对 () 是 一 个 马 东 可 夫 过 程 ; 

(ii 列 出 p(t)=P{N(t)= =j| 入 (0) 心 说 所 满足 的 方程 

(iii) 来 出 它 的 平稳 分 布 . 

9， 用 上 题 的 记号 , 进一步 概 写 ， 

(i) MH=1,A=18, 4H=20; . 

Gy MH=1, 4 一 18, 4 = 4d0 

{Hii}y 于 一 1 A4=9, n= 2 

tiv) WH=2,A=18, 8G=20 

{vy) WH= A=m=18, =10 
试 对 上 述 五 种 情况 分 别 求 出 平稳 态 时 下 列 一 些 量 : 

(i) 一 个 顾客 来 到 而 无 需 等 待 的 概率 : 

Cii) 一 个 岳 客 来 到 夯 需 革 待 两 个 丰 两 个 以 上 顾客 服务 完 后 才 接 受 服务 
的 概率 

(1 平均 队长 ， 

10， 在 第 6 题 的 假定 下 , 试 以 平稳 时 的 平均 队长 为 指标 , 比较 下 列 两 个 


i1 aF 


系统 
N22 

其 中 对. 4 和 时 AH 分 别 为 两 个 系统 的 相 详 的 村， 起 

11. 用 本 章 的 爱尔兰 公式 ; 对 下 列 五 种 情 驶 分 别 计算 : 
， (i) 用 户 航 要 求 固 线路 被 由 谐 而 被 取消 的 概 直 ， 
”iy 正在 通话 的 线路 平均 数 . 
这 玉 种 情况 是 : (有 # 二 10, 4 一 100, 大 一 33 

(ii #=10, =200, 4=]12; 

fijiy ss=10, 4=100, y=24, ,， 

(tiv) a—5, A=100, 4=— 12 

(vy 100, 上 :=24. 

12.， 洪 赴 一 个 细菌 群体 ， 在 一 段 时 间 内 , 假定 它 可 雇 通过 分 更 荨 方法 产 
生 新 的 强 萝 , 但 不 全 死去， 假定 在 长 为 太 t 的 一 庚 时 间 内 , 一 个 绍 菌 分 驱 为 两 
个 , 即 产 生 新 的 一 个 的 概率 为 4At 十 oCA#)， 如 用 (CH) 表示 时 划 t 时 群体 的 
太 小 , 试 [D) 说 上 明 困 (#2) 是 一 个 上 符 天 过 各 

(ii) 证 明 ; 4,=i4, 吉 二 由 并 齐 出 它 竟 前 进 后 过 方程 

(iii 验证 : 

pO es, jo>£21 


是 上 述 方 程 的 解 , 并 计算 FIN( 二 8) 一 N (8) | N(8) = mY}， 

广 : 由 于 Ar 一 小 所 以 这 过 程 世 称 捷 此 过 程 , 又 由 十 =.4, 其 4, 与 
上 处 线 性 美 系 , 所 忆 进 一 步 称 为 具有 缺 性 生长 率 的 乒 生 过 程 ， 相 应 地 1=0 的 
生 灭 过 程 和 你 为 邱 灭 迁 程 ， 

13. 【 续 上 是 ) 设 六 (0) 三 1, 试 求 ， 

-1 Var{N(t)}; 

{ii)} cov{N (ta), NYYs 
其 中 Var, covt… 小 分 列表 示 坟 车 和 协 方 昔 

再 设 六 (0) 为 几 柯 分 布 , 即 

P{N(O0) =F}= pC- pl k=0, 1, 3 

蒜 中 站 之 J 之 1， 试 求 

Ui B{N{t)} 
DD Var{NOOY. 
% 112% 


f4.， 首次 超出 时 局 与 截 必 过 各 . 
设 基 (1) 是 一 午 次 扩散 过 程 ,下 (0) 一 zop，. 百 是 任 阁 两 个 实数 , 满足 ; 
和 
称 下 列 随机 变星 | 
TT 一 nf fi; 玉 (tg 或 开 (Ct 二 b} 
为 芋 () 首 次 超出 区间, 四 的 轩 间 、， 特 别 当 ga 一 0 或 5 二 十 co 时 ， 世 为 
人 OD 和 Toxo)。， 这 是 实际 门 题 中 感 式 趣 的 量 , 求 它 的 一 个 有 用 方法 是 引入 
所 请 截 岁 过 程 XC ); 
_ YRCEY， 部 过 全 
ZH), nt 
即 在 了 (C4) 未 超出 这 同 (a, 好 时， 天 (4) 与 刁 ( 丰 一 致 ， 而 以 后 定 (t) 则 慨 等 于 
下 (TT}， 可 失 证 明 , 在 一 定 条 件 下 , 束 (t) 也 是 扩散 过 程 ， 
进 … 步 候 设 下 (1) 是 对 各 过 程 , 钙 其 转移 帮 率 请 足 : 
Fid, Ro Ht) = 1— Flt, — Zo —*) 
特别 对 4 二 0,5= 65, 即 
=inf {1 :六 (人 天 0) 一 Zz 计 上 0 
局 疏 证 明 


Flt, gs, 0)=| Gar go OP Ct, 0,0) 


其 中 中 z0 0) 王 了 志和 从 是 首次 超出 时 间 的 分 布 泣 数 . 
(i) 利用 过 程 秀 对 称 性 , 证 名 


_1 
Fii, ou, = 
《ii 利用 (0， fi 证 明 : 
好 (人 or 0) = PT = Ft, wo 0} 
Gv) 如 2 和 全 存在, 试 证 ， 
GF, xo, 0) 
gl, ro 0) a 


存在 , 且 
ot, wo 0) 2 at 


15.{ 续 上 是 ) 设 革 (1?) 是 维 纳 - 爱 因 斯 坦 过 程 ， 斌 说明: 
<- 了 了。 


(i) 它 是 对 称 过 程 ; 
tii) Pt sup Xlr}ry =2PIX(NS); 


Tp 


，，， Ne 
(ly gt so 0 exp( a 2D 
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第 三 章 ”二 阶 和 矩 过 程 和 随机 分 析 


本 章 中 将 继续 研究 第 一 章 中 提 到 的 二 阶 矩 过 程 X(t), 特别 我 
们 将 讨论 (ft) 的 连续 性 ， 导 数 和 积分 等 ， 换 句 话说 ， 我 们 昔 将 普 
通 分 析 的 结果 推广 到 二 阶 矩 过 程 的 场合 ， 所 以 这 部 分 内 容 可 以 称 
之 为 随机 分 析 . z 

众所周知 , 连续 人 性， 导数 和 积分 等 概念 的 基础 是 极限 的 概念 . 
在 随机 分 析 中 也 一 样 ， 为 了 确定 二 阶 算 过 程 X(t) 的 连续 性 ,导数 
和 积分 ， 也 必须 先 定义 随机 变量 的 极限 .随机 变量 的 极限 有 许多 
定义 , 本 章 中 讨论 的 是 所 谓 的 均 方 极限 , 因此 , 更 确切 地 说 , 本 章 中 
主要 研究 二 阶 矩 过 程 的 均 方 极限 意义 下 的 随机 分 析 . 

如 第 一 章 中 所 述 , 对 于 二 阶 矩 过 程 X(t), 不 妨 设 其 均值 函数 
m(t)=B{X(t))}=0, 相应 地 

T'(s, 1) =E{X(e) RCE))} 

今后 一 般 都 这 样 假定 的 . 

在 §1 中 ， 我 们 介绍 一 些 必 标的 预备 知识 ，82 介绍 随机 分 
析 . 8 3 对 正太 过 程 的 场合 更 进一步 的 分 析 ，§ 4 介绍 人 项 随机 
积分 | 


$1. 预备 知识 


一 、 二 阶 矩 随 机 变量 全 体 所 组 成 的 空间 囊 
由 于 我 们 在 这 一 章 中 上 只 讨 论 二 阶 短 过 程 Ct), 斯 以 要 反复 处 
理 各 种 具有 二 阶 拭 的 随机 变量 了 ,名 , 世 ( 丰 )， 于 (54),-**， 为 方便 起 


让 IIS « 


见 , 今后 我 们 称 概 率 空 间 (9, 罗 , P]) 上 有 具有 一 阶 矩 的 ( 复 ) 随 机 变量 
为 二 阶 矩 (随机 ) 变 量 , 其 全 体 记 为 H, 
定理 1 设 正 ,下 ;SE 开 , CC: 为 常数 (可 以 是 复 的 ), 则 
CX + OXsEH 
[证 明 ] 由 许 瓦 稚 不 等 式 , 有 
(EB{I XR | EBX | B{IX,|} < 
所 以 
B{IOX tOR SIC |B{ IX |} 
十 1C | Os | B{IX Esl} + 10d?B{| |} < oo 
么 五 是 一 个 线性 空间 . 
我 们 今后 将 称 两 个 随机 变量 羡 和 了 是 等 价 的 或 相等 的 ， 如 果 
P{ 志 了 三 眉 或 P{X= 了 } 二]， 并 记 作 芋 二 了. 
”在 上 述 定义 下 , 根据 许 瓦 楷 不 等 式 , 对 任意 筷 , 了 YEH, 有 : 
[IB{EXY} :<BR{IX|E{Y|)} < (1) 
因此 可 以 引入 
《下 了) =E{IXI)} 
且 易 证 : 
定理 2 (X, 耻 是 右 中 的 内 积 , 即 如 蔚 !, 了 2, 古 , 了 ER, 有 
0 ,X= DD; 
(i (CX,7)=O0X, 7), (X, DZ) =0(X, 7); 
(iii 【天 1 十 下 2 了) 一 【 瑟 ，) 十 (于, 了); 
(iy) (XC, 针 ) 守 0， 当 且 仅 当下 二 0 时, (%X, 关 ) =0, 
如 对 六 EH, 引入 记号 
[XE= (CX, x) 
则 有 
” 引 理 对 于 X,YEH, 有 
0 EX}IEELIXIEITE 
=s Tile» 


eT 


(i) “~ [(F, 了 ) | 一 1BE{XP}| INIY], 
[证 明 ] ( 户 申 取 了 =1 即 为 中 , (说 就 是 下 面 的 (1) 式 ， 
进而 还 有 
定理 3 [于 是 吾 中 前 范 数 , 即 如 瑟 ，s 天 GE 五 ,有 
(i) 1 下 | 法 0, 当 且 仅 当 在 一 0 时 , 1X1 二 0; 
《ii Toxl=10l|X!; 
(li) XT 
[证 明 ] 。(), (地 显然 , 现 证 Ci， 
IX += 《站 十 芷 8 下 :十 下 9) 
=【 旦 1， 大 1 二 《各 1 古 2) 十 .4 下 ) 十 (于 ;, £2) 
< | Te) 1+ | (Fs, X10) {+ I 
SI P+ Tt el 
=— (IX | 二 i 1)* 
两 了 边 开 方 即 得 所 证 , 
对 站 ,了 ER, 还 可 以 引入 
| dX, FT)= 1x—ri 
于 是 有 - 
定理 4 dz 7) 是 三 中 的 距离 ， 即 对 芳 , 了 ,2 有 , 有 
Gd) Q(x, 了) 产 0， 当 且 仅 当下 = 了 财 , 4( 玉 Y= 0; 
(iiy dH, TY =d(Y, XK); 
Qii) 三角 不 等 式 ， dX, ZA FHT, 2) 1 
有 了 上 述 的 内 积 ， 范 数 ， 虑 记 等 概念 ， 即 可 引入 极 溉 的 概念 ， 
对 芯 ,EH, nn 之 1 入 EH, 如 有 
limd{(X., 3) = liml¥, 一 下 | =0 


则 称 并 均 方 收 策 于 义 ， 或 了 是 了 的 均 方 概 限 , 记 作 | 


limz, 一 属 


和 


仿 次 通 分 析 , 我 们 称 至 中 的 \ 交 w z3> 于 -为 均 方 收 敏 的 基本 序 

列 或 柯 西 (Cauchy) 序 列 , 如 有 | 
limd(Xm X) = lim |Xs—Xal=0 

容易 证 明 

定理 5 如 lim 已 一人， 则 { 司 wm 之 1 是 基本 序列 ， 

反 过 来 , 我 们 还 有 : 

定理 8 如 {Xn 实 1)} 是 基本 序列 , 则 存在 EH, 使 

limX, 2£ 

这 一 定理 也 称 为 完备 性 定理 , 其 证 明 要 用 到 测度 论 知识 , 这 几 
从 格 。 | 

综 土 所 述 ， 二 阶 矩 随机 变量 全 体 妃 是 一 个 完备 的 赋 范 线性 空 
间 , 即 巴 拿 蔡 空 间 ， 也 是 一 个 完备 的 有 内 积 的 续 必 空间 ， 即 希 尔 多 
特 空 间 ， 

现在 如 设 { 革 (t+)，teT} 是 一 个 二 阶 拒 过 程 ， 则 对 每 一 1ET， 
苹 (1) 是 一 个 二 阶 矩 随机 变量 ， 亦 即 是 五 中 的 一 个 元 素 ， 于 是 整个 
二 阶 拓 过 程 {外 (+)，#ET} 可 以 看 作为 希 尔 伯 脱 空间 瑟 中 的 一 条 
曲线 @， 
二 、 均 方 极限 的 一 些 性 质 
除 上 述 的 定理 5 和 定理 6 之 外 , 还 有 : 
定理 了 7 设 症 ,EH，n 之 1, KE 右 , 县 
1im 拓 一双 


We 


则 有 
limE{X,) BX): -BE{limX,} 


地 本 章 和 第 四 ， 五 两 章 都 将 运用 证 前 分 析 中 有 关 锅 杂居 肪 空间 交 一 些 基 本 三 念 
和 项 论 , 不 落 悉 庆 方 面 结果 的 读者 可 参看 朋 关 的 商科 书 , 例如 "证 国 分 析 ” 南京 天 学 数 
学 天 文学 对 编 (1961);“ 实 变 画 数 和 泛 函 分 折 氢 凌 ", 复旦 大 学 数学 系 永 编 (1978). 


* ji 


limp{]X,l")} (IX Bl limX|’) 


[证 明 ] 开 定 理 2 和 上 上段 引 理 ,有 
1E{X,.)} — EtX}| =—|E{X,—X}| 
|, 一 羡 | 
| 入 ,一 |->0 
最 后 一 个 不 等 式 由 许 瓦 珑 不 等 式 得 出 ， 另 一 式 可 由 下 式 推出 ; 
|1X,1— [Xle|X, 一 XI->0 
理 定 8 设 芭 ,了 ,X,Y 了 YEDNH, 目 
lim 访 wm 一 丰 ， im 了 =— 


风 有 
lim (Xm; 了 一 《入 ， 了 


或 者 
limE{XnY,) =E{XPF} 


[证 明 ] 由 定理 2 与 上 段 引 理 , 我 们 有 ， 
| CRm, Ys) — (X, F)| 
—| (X,Y —Y) (Xs— X,Y) + (Xn—X, 了 一 卫 ) | 
XINY,.—YI+IX,—XIYI+ XI 
按 定理 条 件 |X。 一 I>0，1 了 一 了 i->0， 即 得 定理 ， 
定理 9 设 X,YwXYTEH, 且 
1 大 一天， limY, =Y 


由- 全 二 


mm 


则 对 任意 常数 9,8， 有 
lim (qaX, + br, )=ar+bY 
[证 明 ] 由 定理 3 
laXs tbY, ~ (aX+d7))= Ia(X。 一 X) + (Ys —Y)) 
sO 下 


< lof,--X|+|b 17, —Yl->0 
定理 10 均 方 极限 是 唯一 的 , 即 如 设 下 ,, 了 ,了 EH, 且 
iii 到 一 总 ， lim Xs =Y 
们 中 争 对 哇 串 


则 有 
X= 了 
[证 明 ] 上 由 定理 2， 我 们 有 
CR 了 ,让 一 了 ) 


=(X,, Xn) — (Xs, 卫 ) 一 (7 Xs) + ,YF) 
两 边 了 mco， 左 边 用 和 -> 和 ， 志 过 用 了 X。-> 了 ， 由 定理 9 和 定理 
8， 得 
(TT, X77) 
一 【下 DD— ,DD— (D+ =0 
再 由 定理 2 知 X 一 了 =0， 即 芷 =Y. z 
定理 11( 均 方 收敛 准则 ) 设 X,EH，XEH, 则 lmXs==XX 的 
充 要 条 件 是 下 列 极限 存在 : 
limE{Xn ks} =lim(Xn, 和 0) 一 口 
此 时 ， 用 
limE{XnX,} =E{|X|)} = 1X 


he 


[证 明 ] 必要 性 由 定理 9 立即 推出 , 现 十 充分 福 ， 我 们 有 
[XX = (XX : 
— (Kn, Kn) — (Xn, Xa) — (K,, Xn) + (Xs, Ts) 
根据 定理 条 件 , 在 mm, an 一 co 时 ， 右 边 趋 于 
O00 二 i=0 
所 以 {X,} 是 基本 序列 , 根据 定理 6, 存在 YE 请 , 使 
jim 型 , 一半 
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此 时 由 上 述 必要 性 , 显然 有 z 
limE{Xat,)} =lim{(Xn, X,) 
一 (XX,)=[Xl? 
定理 12 设 已 ，， 蕊 扬 于， lim Xn = 入， 了 是 普通 的 轩 数 ， 使 
了 Xn) 了 (ZX)EH, L 满 居 李 不 西 效 (Lipschitz) 条 件 : 
(fC) — fo) SEM. uo 
其 中 一 为 某 一 常数 , 则 
limf(X,) =f(X) 
[证 明 ] 我 们 有 
[FX,)— HE) TMT, —x|? 
于 是 
[FX — FOR:=BIAE,)—f 1 
| = M0 
票 1 如 J(w) 和 玉 (w) 都 存在 且 有 界 ,以 及 lim 一 互 , 则 
Hmf(X.) =f(X) 
系 2 设 fimX, 一 X， 则 对 任意 有 限 的 
limexp (ttX,) =exp(itX) 


亦 好 车 瑟 。 均 方 收 人 证 于 苇 ， 出 芋 , 的 特征 六 数 站 化 于 下 的 特征 函 
数 , 从 而 ,的 分 布 函 数 惧 化 于 下 的 分 布 函 数 . 
下 面 我 们 来 看 一 个 简单 的 例子， 
设 了 ,, nh 之 1 是 独立 闻 分 布 的 二 阶 让 随机 变量 , 其 均值 记 为 局 
E{X}=m 
则 由 定 盘 1 可知 ， 
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1 {< 
-BD Gm) Dom) 


得 用 了 的 独立 性 , 诸 交 及 项 

E{(Y.—m) (FT.—m)} 
BlY,— mBirT.—m}=0 
岂 以 有 “… : 


3 mi BY,—m[) 
. 上 =1 


= B{lY,—ml'} >0 


上 述 结论 了 世 可 写成 : 
定理 13 均 方 极限 意义 下 的 类 数 寂 律 ” 设 了 , 是 独立 同 分 布 
有 的 随机 变量 , 且 其 二 阶 徐 存 在 , 出 
| .1< 
ur Y=b{Y} 


i2. 随机 分 析 


本 地 中 研究 二 阶 矩 过程 {X(t), iET} 的 微 积分 ,为 确定 起 见 ， 
搬 定 了 = Fe 纪 是 直线 上 革 一 区 间 ( 可 以 是 无 穷 ), 且 重 很 定 其 均值 
函数 m(t)=0， 其 协 方差 钞 数 为 : 

I'(s,1)=E{X(s) FUL))} 
» 1228 - 


ed 一- ..- - 


一 、 均 方 连续 性 
二 阶 和 矩 过 程 tX(#), iET} 丈 为 在 各 均 方 连续 的 , 如果 有 
limX(t) = Xt) 


亦 即 liml X(t)—X(t0)!=)0 
如 果 瑟 ( 引 对 了 中 的 一 切 + 都 连续 ， 则 称 { 基 (4), tiET} 在 人 上 移 方 
连续 . 


定理 1 ( 均 方 达 绫 准则 ) { 玉 (t)，tET} 在 加 处 均 方 连续 的 充 
要 条 件 是 : 六 (8 巩 在 (fo 处 连续 ， 
证明] 出 定理 1.11 可 知 ， 
1imX(t) 一 全 (0 


的 充 要 条 件 是 
lmE{X(s) X(t) )}= EB{XUOECD} 
这 就 是 


limT (8, 1) = T(t, 10) 


。 票 1 {了 X(t), iET} 在 T 上 均 方 迷 续 的 充 要 条 件 是 : 厂 (s, 目 
在 {(t,1), iET} 上 二 元 连续 . 
系 2 如 果 协 方差 函数 厂 (a, ) 在 {(t, 丰 , tET} 上 迷 续 , 出 它 
在 人 Tx 上 连续 ， 即 对 协 方差 函数 厂 (s, 而 言 ， 它 在 整个 区 域 
Tx 上 过 续 与 它 在 下 x 了 的 对 角 线 上 连续 是 等 价 的 . 
[证 明 ] 由 系 的 条 件 和 定理 可 知 ， 
limX(a)—X(s) 
limX(t)=X(t) 


于 是 应 用 定 弄 1.8 有 
limB{X(s) CE) = EB{E(a0) X(t0) } 


:23e 


也 就 是 
liml (s, t= (80, fn) 
二 、 均 方 导 数 
二 阶 盾 让 程 (XCt)，tET]} 称 为 在 iET 是 均 方 可 微 的 ， 如果 下 
列 极限 存在 : 
1 Xt) 
A h 


此 极限 记 作 字 (t) 或 (或 2 屿 总 ， 称 为 (二 在 5 处 的 均 方 导 


数 ,或 均 方 微 商 . 

如 果 {X(t)，tET} 在 人 上 和 些 一 点 都 均 方 可 微 的 ， 则 称 {X(t)》， 
tfET} 在 T 上 均 方 可 微 

如 果 {Z'(t), 1ET} 在 t 处 均 方 可 微 , 则 称 {X(t), 1ET} 在 + 处 
二 次 均 方 可 微 ，XX() 的 均 方 导数 记 为 Y(t)， 称 为 X(t) 的 二 阶 
均 方 导 数 ， 类 似 地 , 可 以 定义 更 高 阶 的 导数 . 

为 了 儿 述 均 方 可 微 的 准则 ， 我 们 还 需要 下 列 广义 二 阶 粤 数 的 
艇 念 。 一 个 普通 的 二 元 函数 fs t)， 称 为 在 (s,4) 处 广义 二 次 可 
微 , 如 果 下 列 极限 存在 


这 一 极限 就 称 为 了 (5, 起 在 (3, 和 处 的 广义 二 阶 导 数 或 广义 二 次 
微 商 . 

我 们 指出 , 只 要 f(t) 关于。 和 的 一 阶 偏 导数 存在 ， 二 阶 
混合 偏 导数 3257fC, 4) 存 在 且 连 续 , 则 f(e, 1 就 是 广义 二 次 可 机 
的 ， 但 如 没有 上 述 的 连续 条 件 , 则 一 般 是 不 对 的 , 一 个 简单 的 例子 
如 下 .在 [0 1] x[0,1J 上 定义 一 个 f(s, 科 ， 它 只 取 0 或 1 两 个 
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值 ,而 取 0 和 1 值 的 区 域 如 个 1 所 示 ， 考 崇 (0， 0) 这 一 点 ， 显然 有 
fC0,0) = 训 f(0,0) 


ds tt, = -六 0 0 
=0 - 
但 特别 当 8 一 有 ->0 时 ， 
tim ff, 0) fC +60 0) 


FE] 


1 


因此 不 是 广义 二 次 可 微 的 , 
现在 可 以 叙述 下 面 的 定理 ; 
定理 2 ( 均 方 可 短 准 则 ) 开 (t)，tE 在! 处 均 方 可 微 的 充 要 

条 件 是 :站 (s, 在 (t,) 处 广义 二 次 可 微 
[证 明 ] 由 定理 111 知 ,X(t) 在 t 处 均 方 可 微 , 即 

lim (XL 


“三 二 生 “ 


二 


了 


二 He 一 一 一 -一 


存在 的 充 要 条 件 是 
RE ECON XI XE) 
limB LO ) 





在 在 ,将 工 式 混 天 , 也 就 是 变 求 
一 二 一 站 二 十 天 人 
im 
ar : 

存在 , 亦 即 要 求 厂 (8, 和 在 (4, 科 处 广 委 二 次 可 微 ， 

系 1 {X(t),tET} 在 TT 上 均 方 可 微 的 充 奈 条件 是 厂 (3, 直 ) 在 

一 切 {f, 和 ,tS 人 站} 上 广 浪 二 次 可 微 ， 

系 2 如 果 荆 C8, 四 在 一 其 {(t, 有， 迭 中 上 上 广 广 二 次 可 微风 


9 9 9a? a - 
57! (8, Ds 9,1), soa! (9， 1), raa “St) 在 TxT 上 部 
存在 , 且 有 

BE{X'(s) KC} = Ts, t) 


E{X(s) FE} = TCs, t) 
0 5 1) 
22-T(s, fy 


[证 明 ] 由 系 1，X'(t)，t&T 存 在 于 是 根据 8 1 定理 8， 
有 





pv WT ti Ht Xe) xen} 


BtA) (st) 9 
lim h 35 (® D) 


其 余部 分 可 类 似 地 证 明 ， 
下 面 再 给 出 均 方 导数 的 性 质 , 其 证 明 与 普通 分 析 中 是 类 似 的 ， 
126。 


全 


故 从 同 ， 
定理 3 ” 设 X(t) 在 处 均 方 可 微 , 则 1) 在 皇 处 均 方 连续 
定理 4 均 方 导数 是 唯一 的 , 即 如 Xt) 二 X，X'(t)=Y, 则 

不 = 了. 
定理 5 设 (t) 和 Y(t) 均 方 可 微 ,a,5 为 常数 ， 则 aX(E) 十 

5F(t) 也 均 方 可 微 , 是 有 : 

(aR(t) HOF) =o (tbo) 

定理 6 设 X(t) 均 方 可 微 ，f(#) 是 普通 的 可 微 函数 ， 则 

f(DX(t) 均 方 可 微 , 且 有 
[CDXCD] = XE SD 

三 、 均 方 积分 

设 X(1), 4E 和 是 二 阶 怎 过 程 ， 所 1), 1ET 为 一 个 普通 的 芳 数 ， 
考虑 四 = [fw 如 的 一 组 分 点 

二 如 = 
hhh 
和 下 列 和 式 
了 ,一 fu XO) (tC—t,-1) 


其 中 胡 - 委 二 所 南 ， < 过 2a， 理 和 定理 1. 1 可 知 FeEH, 
”如 果 当 Au >0 时 , 7。 均 方 收效 , 册 称 灵 z) 工 (在 [oa 2 上 上 ( 赃 
要 ) 均 方 可 积 , 其 极限 记 为 


| AX 


称 为 f(t)XCt) 在 [o,5] 上 的 ( 黎 曼 ) 均 方 积分 ， 
” 仿 普 通 分 析 , 如 果 


lim| f i X(t)at 
» 127 ， 


让 在 , 则 记 为 
| f(t)at= lim{ fC FC): : 
定理 7( 均 方 可 积 准 则 ) ”ft)XC) 住 [q, 的 上 均 方 可 积 的 充 
分 条 件 是 下 列 普 道 的 二 重 积分 存在 ; 
[frre, dsdt 
[证明 出 1 定理 11 知 ,f 让 C(t) 在 [4,8] 均 方 可 积 , 即 
im Df) (fb) 
存在 的 充分 条 件 旺 下 列 报 限 存在 ， 


lim Bl SX Gb) | 
at =1 . 








= ]im Si Sf Cw) Fe Ef{X (4) EU) Fti—ti) (to 1) 


dn 


一 im D7 Sf (us) FET (us, uD) (ttt 
A k=1 t=1 
蛮 取 | 
四 | [ fs)FCEIT Cs, tdsat 
看 在, 
系 [了 Ct)XCi)dt 存 在 的 充分 条 件 是 下 列 二 重 积 分 存在 : 
{| Te Gs, asdt 


定理 8 设 信 1)X(t) 在 La,5] 上 均 方 可 积 ; 则 有 
* 128 9 


(i) 中 | Fe XC | FOB dt =0; 
(ii) El(| Fs)x0) as)(| fC2)xC) 2 


-| | f (FT, 1) dsat. 


ft 证 明 ] 用 定理 1. 8 即 可 , 
系 设 呈 tjE =[a,5] 均 方 连续 , 则 对 一 切 {€& 个 ,有 


|| Xa | <(—0f zolas 
<G-o9| [XCs) [sds 
“证 明 ] 第 二 个 不 等 式 是 显然 的 ， 只 要 证 第 一 个 。 根 据 (ii， 


xCayasl -| | rs, rydadr 





OO 
| 


| 
-| 
<| xcalas.| | ixwia 
=-([ |xcolas) 


<(J rao) lzh as) 
= 一 可 |x Ce) ds 


下 面 再 给 出 均 方 积分 的 一 些 性 质 . 
定理 8 设 X(E)ELo, 人 上 上 均 方 连续 ， 则 X(t) 在 [a, 5 上 均 
方 可 积 , 
[证 明 ] 由 定理 1 及 其 系 可 知 , 刀 (1) 在 T=[q,8] 上 均 方 迷 续 
可 推出 (2 拉 在 TXT 上 连续 ,于 是 了 ts, 站 在 于 XT 上 可 积 , 即 
* I29 4 


[jre, tdadt 


存在 .再 由 定理 ? 即 律 定理 . 
定理 10 ” 均 方 积分 是 唯一 的 . 
[还 明 ] 由 定理 i. 10 直 搂 推 出 ， 
定理 11 设 其 时 放 | 天 上 均 方 连 续 , 则 


下 X(t)dil <| X(t 


[证 明 ] 由 定理 3 知 ， 上 上面 二 这 的 积分 在 在 相 由 法理 1 1 及 
其 系 ， 知 |X(E) = 二 VT tt 门 巡 续 ,于 是 上 面 右 边 的 积分 存在 ， 
因为 


| XCtDdi 一 hm EX st) 
一 lim | 三 zeo Gb)| 
另 一方 面 ， 有 
| 三 Ru) Gb) < THz | 人 一下- 


—| lx 

定理 于 是 得 证 ， 

票 如 Jim X(t) 一 X(#) 关 于 一致, 

lim| Xdt=| X(t)a 

定理 i2 设 症 (75 下 在 [@, 5 上 均 方 可 积 ，%w 月 为 常数 , 则 
有 

《j | [ax(t)+ BPC =0| XC at+ Bp| YC Ed 

(ii) | xCtdt -| Xa t+) Xia qbee, 


* T30» 


TF ee re i 一 -ae 


[证 明 ] 与 善 通 分 析 中 的 证 明 相仿 , 人 失格. 
定理 13 设 羡 在 [Le 好 上 均 方 连续 , 则 


Y(t)=| (oas ai<5 


在 [a,8] 上 均 方 过 续 , 均 方 可 微 , 且 有 
Y(t)=X(t) z 
[证 明 ] 均 方 连续 是 显然 和 的， 现在 来 证 均 方 可 微 ， 由 上 一 害 


理 , 有 : 
27x) | 


-| 二 x(s)da— Xt)| 
=- 上 全 GD 一 KGD)a| 


<3| Ix() -Xlas 
< max [3(8)—X(t) >0, (kh—>0) 
么 。 设 (1) 均 方 可 微 , 且 瑟 ( 所 均 方 连 续 , 则 有 
Xb) —x (9) = x" tat 
上 面 介 绍 了 ( 歼 曼 ) 均 方 积分 的 定义 和 基本 性 质 ， 这 些 结果 都 
可 以 推广 到 一 个 二 阶 抵 过 程 X(t) 关于 有 界 变 差 函 数 9(t) 的 ( 委 
曼 - 司 项 吉 斯 ) 均 方 积分 ， 例 如 村 定 义 积分 】 X(i)dg()， 可 考 虐 


[a, 日 的 一 组 分 点: 
站 一 臣下 
.As = max (bi—i-) 
1 咯 丘 克 品 


并 作出 和 式 
® 了 了 了 了 


pr ee rr 四 一 : 


SX gl) — gn), tt 


医 当 A>0 时 上 述 和 式 的 均 方 极限 存在 ， 则 称 这 一 极限 为 (7) 
关于 f(t) 在 [ao，5] 上 的 ( 获 量 - 司 蒂 吉 斯 ) 均 方 积分 ， 并 记 为 
| XpDaf(e)， 这 上 时， 定理 7 一 定理 12 除了 定理 8 的 系 之 外 都 
可 以 推广 至 这 一 情形 ， 只 需 和 将 其 中 积分 的 微分 元 di, ds 分 别 改 为 
ag(t), dg(3) 即 可 , 
四 、 关 于 正 交 增 量 过 程 的 积分 
上 面 我 们 介绍 了 随机 过 程 的 均 方 积分 ， 这 旱 我 们 将 介绍 普通 
阔 数 (二) 关于 正 交 增 量 过 程 了 (1) 的 积分 ， 这 是 在 平稳 过 程 谱 分 
解 中 十 分 有 用 的 一 种 积分 
巷 卫 =[a, 8] 为 有 限 或 无 限 区 章 , 和 zx = {X(t)，tE[4, 8]) 为 堆 
均值 的 正 交 增 量 过 程 , 即 
E{X(t)} =0 
县 对 柱 一 9 和 之 机 和 ft 所 有 
E{LX(2)— RH) TERCGE)— EH)]} 一 0 
在 此 我 们 附加 条 件 z 
Ln =0 (1) 
(车 5 一 一 co 时 ， 则 取 为 lim |XCE)1?=0. ) 则 由 1,3 的 讨论 可 
知 , X(t) 的 协 方差 函数 厂 (s, 上 可 表 为 
Ts,t)=Fmints, 1)) (2) 
且 上 述 也 (8) 是 单调 不 减 的 , F(a) 一 0， 为 了 建立 普通 函数 (1) 关 
于 Xz 的 积分 ， 我 们 还 需 假 定 Xs 是 ( 均 方 ) 去 连续 的 ， 即 对 任 一 
了 和 (人 由] 有 
lim EIX(t)—X(s) :=0 (3) 
由 (2), 当 1>s 时 ， 
*® 和 和 


EIX(t)—X(s)]=F(t)—F(s) 
所 以 C3) 与 F(1) 的 左 连续 性 锋 价 ， 
车 以 I,(G) 表 示 Lo, 8] 上 关 陡 了 平方 可 积 的 波 备 尔 可 济 消 数 
全 体 , 即 


alaF)= FD:| 0) 1aP() <eol 


对 fELs(Q7), 我 们 来 考 虞 它 关 于 左 连 续 正 交 增 其 过程 芒 z 的 积分 。 
() 大 gse<dsb, 对 天 让 二 ion 了 ELtQF), 我 们 规定 


[xin AX(t) XD) — Xe) (4) 


则 水 难 验 证 
sl Xi EAX Xi A Ct) 


=| Xt) Xp APE) 
(ii) 车 成 = YX s(t)ELs(dF), 我 们 规定 
repaxGe — SLK (A) -Eco 
可 以 说 明 这 样 规定 是 合理 的 , 即 车 
f(t) = hi X tenap = Tbs Xorat) 
= 了 =1 
则 
YX (dG) R60) = Sp [Rd ) Xe ] 
Wl 4=1 . 
同时 从 这 一 规定 出 发, 容易 推出 当 了 (== Xies4 s(t), fC) 
一 2>4XiowsX) 都 是 区 闻 示 性 本数 的 线性 组 合 时 


9 了 了 了 。 


人 


{fefiCt) + BF tat) 
=al fCDaxCt) tp] fadXCt) (5) 
Bf fC aX):| hax 
= BScxc) x6) | Scr -x 
二 一 - j=1 


5 SDB (d) -x(e) LX XC]) 


二 1 了 一 上 


入 。 属 上 
= 之 4 1; | Nicvaol YX nant tydFt) 


=| fC Fd) 
所 以 | 
EY| Filtax | fa iax Cn)! 
=| f(tF CARt) (6) 
下 Da | 一 | ft lap) (7) 


(iii 基 后 , 对 任 一 ELo(QF), 由 Lald) 的 构 坦 可知 必 存 
在 一 列 {f,} 满 足 


lim| Lf -fat)=0 
而 每 个 jt) 都 是 (ii) 中 提 到 的 区 间 示 性 函数 的 线性 组 合 ， 因 币 
[FCi9aX(t) 有 确定 的 含义 , 而 由 (5), (7)， 
下 || fa = { fCtaxCt)) 
si}4* 


= 中 | coD-fGtDezGo| 

=| fA-faADPAFG) 20 (mn>oo) 
所 以 利用 也 的 完备 性 , 必 有 二 阶 纸 变量 了 满足 

lm 本 | fC taxt) -rl -0 
这 时 我 们 就 规定 
r=| f(ax(t) 

仍 可 以 说 明 这 样 规定 是 合理 的 ， 即 收 总 于 了 的 {f,} 取 法 不 同 并 不 
影响 了 ， 因 而 了 = | f(t)dX(t) 有 确定 的 含义 ， 面 且 利用 定 再 


1,8 和 1.9 立即 推出 ( 引 ) 一 一 (7) 对 也 , 12ELs(4F) 也 是 成 立 的 , 

上 述 建 并 积分 的 过 程 可 归结 为 下 列 定 理 : 

定理 14 若 r 一 {X(t)，tE[6, 5]} 为 零 均值 的 左 连续 正 交 
增 量 过 程 , 是 满足 (1 及 (2) 则 对 任 一 feELs(d), 可 唯一 地 建立 了 


关于 Xs 的 均 方 随机 积分 | f(t)dX(t), 使 它 满足 (4) 一 -07), 且 
这 时 必 有 
Bi| f(z! -0 四 


[证 明 ] 积分 存在 唯一 性 前 面 已 加 证 明 。 当 f(t)=Xiww(t) 
时 , (8) 可 由 玉 7 的 均值 为 零 推 出 , 而 对 一 般 的 下 (8) 可 由 均值 运算 
的 线性 性 及 定理 1.7 推出. 
关于 正 交 增 量 过 程 随机 积分 常用 的 一 些 性 质 大 都 可 以 从 它 的 
定义 和 上 述 (4) 一 一 (7) 推出 , 我 们 仅 指出 以 后 要 用 到 的 两 个 事实 , 
定理 15 车 8r ={X(t),iE( 一 co，co)] 为 满足 定理 14 条 件 
的 正 交 增 量 过 程 , f(t)E LldF) 为 (一 oo, o0) 上 连续 函数 , 则 
"13 * 


| fax(i)=lim lim prc) 


Earl +0 1=+ 
[X(EF)— F(t)] 
共 中 {地 站 为 [一 入 , Nj 上 的 一 组 分 点 , 满足 
一 到 一 让) 于 
£0 rt) 


[证 明 ] 著 记 万 (= 王 7 Xu et) 则 


下 | fax — SFX — (8 
=B|| faz)—{ PCoOaXC5| 
< TCDaxCD| +BIf far! 

+ 三 || HC-f(tV dz)| 


<e({ Flart Pap+| -farc)) 
所 以 利用 feLo(dF)， 可 选取 访 使 上 式 前 两 项 之 和 小 于 。 又 对 此 
周 定 的 叉 , 利用 了 CO) 在 [一 N,N] 上 一 臻 连续 性 ， 只 要 max 18) 一 
中 | 足够 小 , 就 可 使 第 三 项 足够 小 , 所 以 定理 成 立 ， 
定理 16 车 X* 一 {X(t) LE[a, 的 ;为 满足 定理 14 条件 的 正 
GD) 车 JEPa(iF)， 又 F(D=| foex(D)， 则 Ys= 
{F(t), tiELa, 6]} 也 是 正 交 增 量 过 程 , 且 : 
EY(1)1*=| If (5) dF (5) AGCt) 


又 当 geELstd0) 时 , 
"1i6* 


| ga7 Gs) = 9 (8)f (8)dx 0s) 


Gi) 若 FCf) 是 [a,58] 上 有 界 滑 数 ，f 了 (3, 是 [e, 9]X[a, 的 上 
二 元 连续 函数 , 且 对 每 个 4, 了 (s, -)ELs(dF)， 令 


Yls)= | fis, taxtt) 


则 了 二 {了 (8), se[6, a 为 均 方 过 绕 一 阶 失 过 程 ， 且 当 6, 4 为 有 
限 数 时 有 
| coas ={ (| rc, Dds AXCt) 

由 于 上 述 定理 的 证 明 吉 以 用 前 面 的 方法 获得 ， 所 以 留 给 读者 
作为 练习 ， 

上 面 我 们 是 在 (1) 之 下 建立 了 关于 正 交 增 量 过 程 的 积分 . 若 众 
动 于 测 旗 论 中 的 测度 扩 张 定理 , 那么 并 不 需要 附加 (1) 也 可 以 获得 
完全 类 似 的 结果 外， 

这 一 段 和 圭一 段 定义 了 两 种 不 同 的 均 方 积分 ， 一 个 自然 的 问 
是 是 当 被 积 国 数 f(t+) 也 是 随机 过 程 时 ， 是 宕 可 以 定义 它 关于 另 一 
全 随机 过 程 的 积分 以 及 是 否 有 比较 便于 运算 的 性 质 ， 这 些 问题 将 
在 34 中 再 来 讨论 ， 

最 后 训 说 明 一 点 ， 我 们 在 这 一 节 定义 了 随机 过 程 的 均 方 连续 
和 掏 方 微分 积分, 在 此 极限 都 是 取 为 均 方 收 敏 的 意义 ， 若 从 随机 
过 程 的 样本 函数 来 看 , 均 方 意义 下 的 连续 、 可 微 或 可 积 不 能 保证 样 
相国 玫 有 相应 的 性 质 . 

、 糖 机 微分 方程 

有 了 风机 六 和 月 机 和 分 自然 可 以 渤 _ 步 讨论 须 机 

程 的 问题 ， 这 方面 的 全 面 讨论 超出 了 本 书 的 范围 ， 所 以 本 段 中 只 


DD 参见 1, Gihman, A.V. Skiorohod, The Theory of Stochaatic Processe 
es LC1974), 


sn 时 半天 二 


讨论 一 些 最 简单 的 情形， 
最 简单 的 微分 方 科 是 
OY iET=fra, 3] 
(0) 一 站， 
菇 中 了 (t) 是 二 往 矩 过 程 ，, 是 二 阶 虐 随机 变量 ， 它 的 解 由 定理 
13 及 共 系 可 知 为 ; 
X(t) = -| Ys)qds 


这 个 解 也 是 唯一 的 。 岂 前 面 的 讨论 可 知 ， 当 {Y(t), tS 总 } 和 3。 独 
立时 , 有 
BE{XCY)} =E{Xo) + Ys)ds) ~E{X) 
E(X(s) KC) = BEXoXo) + EX) BI] 了 (ea 


+ 五 小 7(s) ds ETF + BT 7(s) as] FC)as \ 
~— Et{|Xol?} +| | Ty (wu, audv 
即 {X(t)，tET} 的 二 阶 代 完全 由 及 ,和 {了 (1)，iET} 的 二 阶 矩 所 
决定 . | 
更 复杂 一 些 的 一 阶 线 性 随机 微分 方程 是 
人 C1) 
tto) 一 其 
其 中 a(i) 是 普通 的 函数 ，F(t) 是 二 阶 答 坟 程 ， 世 ,是 二 阶 矩 随机 
变量 . 
为 了 讨论 它 的 解 , 我 们 先 讨 论 下 列 相应 的 普通 微分 方程 
fC HC) 
v(to) —%o 
如 果 ati), ¥(t) 蚌 达 续 的 , 则 可 以 直接 验证 它 的 解 是 


§ 38s 


(2) 


wt) -sexpl{ (nar! 
+|, exp {favarty Ca 
特别 当 (和) 二 4 二 常数 时 ， 
LY = roe | | -yle)ds 


相应 地 , 我 们 有 下 列 结果 . 

定理 17 设 a(t) 是 普通 的 连续 函 粗 ，Y(t) 是 均 方 连续 的 二 
阶 炬 过 程 , X。 是 一 阶 矩 随机 变量, 则 一 阶 线性 随机 微分 方程 (1) 有 
解 , 县 其 解 可 表示 为 


XCbD=Xoexpi ocnar} 


+ erp ioerrcoae 


其 中 关于 了 (s) 的 积分 为 均 方 积分 ， 
[证 明 ] 直接 验证 即 可 .ZX(4o) 一 X。， 容 易 看 出 , 右 泌 各 项 的 


均 方 导数 为 : 
f(x cp 站 a(r)ar! ) 
m- 大 1 exp!| sara 


“a, exp {fatartr Ge)de ) 
= XP ‘aar rit) 
+| exp | ac arlaC i)Y Cyas 


+ 
a 


= Ft) ai exp ayardr as 


四 了 


Ct)=a(t Xo exp aar 


二 exp 中 sdr| Fls)dsj+rF(Ot) 
一 人 ACE 二 了 
定理 证 毕 ， 


§ 3, 正 恋 过 程 


在 本 节 卓 ， 我 们 将 假定 所 研究 的 二 阶 息 过 程 {X(t #ET} 同 时 
还 是 实 的 正 态 过 程 ， 如 第 一 章 所 述 ， 这 时 由 它 的 均值 函数 和 协 方 
莽 函 数 玉 (s, 站 一 召 { 大 (s) 了 (就 可 以 完全 决定 {RCtD，8EO} 的 
有 限 维 分 布 , 从 而 不 仅 可 以 在 二 阶 第 的 范 国内 , 乔 且 可 以 在 分 布 的 
范围 内 讨论 各 种 问题 , 并 且 得 到 不 少 更 强 的 结果 . 
一 、 正 志 过 程 的 导数 和 积分 的 分 布 
在 许多 实际 问题 中 ， 往往 需要 考虑 正 术 过 程 的 导数 和 积分 的 
分 布 , 为 此 我 们 先 证 明 下 列 定理 . 
定理 1 车 瑟 一 (民生 后 久 69) "OD 为 无 维 实 正 术 随机 
变量 , 又 久 " 均 方 收 钱 二 下 = CX,，…, 五,)", 即 对 每 个 i 有 
limBl XI —X. ?=0, < 
则 并 也 是 天 维 正太 变量 . 
[证 明 ] 芒 芒 ”大 的 均值 向 最 和 防 方 差 阵 分 别 记 为 
再 大 (nn 一 R= CD, Fi 上 HU) 
- 要 是 一 此 一 【有 下 
丽 {(X 一 HoO) (Ko 一 ae 一 2 一 (oi) 
EX—A) (KH)")} =Y=(0;) 


中 《 和 半 表 未 向 是 或 矩阵 的 共犯 转 蛙 ， 
* 学 加。 


则 由 定理 1 7 和 1.8 省 


limp = Ts (1) 
limo's’ = oy, 1 7 (2) 


车 以 ,Cw) 和 9(w) 分 别 表示 X 中 和 万 的 特征 函数 ， 则 按 了 为 名 
维 正 坊 分 布 , 必 有 

Pe) 一 explis 1 S™u | 
闫 由 (1》， (2) 可 得 


Himpa 人 exp{iu (lim Et] 一 到 Cim3")) 


= exp (iwrp ~ 二) (3) 
另 一 方面, 由 定理 12 系 2 可 得 | z 
limgp, (w) = Cu) 
比较 上 式 和 (3) 可 得 
盏 feet =p(u) =éxp {iu'n 一 2 
所 以 开 也 是 五 稚 正 态 随 机 变量 . 
定理 2 设 X, 一 {X(t), iET} 是 正 态 过 程 , 且 在 上 均 方 可 
微 , 则 {X(t), 1ET} 也 是 正 态 过 程 ， 
[证 明 ] 对 任意 的 站 , fo, …, bET 及 为 利用 多 维 正太 变量 
对 线性 变换 的 不 变性 可 得 
Kb tH) X(t EGE) oo X(t) Rt) 
a ? Rk ”+ A 
也 是 维 正 志 变 量 ， 由 于 X(t) 均 方 可 微 ， 所 以 对 每 个 地 
二 (下 (十 阳 一 X(t)) 均 方 驳 黎 于 闷 (6)， 利 用 定理 1 工 可 得 
CX Ut) 六 (0D' 是 庆 维 正 态 变 量 ,所 以 {了 (和),fET} 是 正 术 过程 ， 
141* 


系 ”对 正 态 过程 真 r, 车 EX(t)==m(t), COV( 琶 (8)， 王 人力 一 
(8, 1t), 有 Xr 的 方 可 徽 . 则 (9 (7 的 特征 葬 数 为 
Fx Wis Es Vas Fay oo? Hes $1) 


; 、 a (t,t 
= xp 3 cat — 5 So au Dt) 2 (4) 
了 于 二 二 3'4=1 


其 中 
GT t,t) Ta, 日 
asdt 加 da9t a#474 = 


定理 3 设 四 r= 二 {了 (1t)，iET} 是 人 上 均 方 可 积 的 正 态 过 如， 
则 | 
Y(t)=| X(s)as, ,te 人 TT 


也 是 正 态 过 程 . | 
[征明 ] 对 任 一 二 &T, 则 按 均 方 积分 的 定义 ， 了 人 六 可 表 为 下 
列 形式 的 工 ” 的 均 方 极限 ， 


| 


Y= SX(s) hs 
+=1 


渤 中 5 一 #0 之 8 之 下 之 8 是 LG] 上 的 一 列 分 点 ， 由 于 rz 为 正 坊 
过 程 , 所 以 天 为 下 7 线性 组 合 的 07", 了 各) 是 二 维 正 态 变量 ， 
因素 接 定理 1 它们 的 妃 方 极限 C0) ,了 (E00)' 志 是 正 态 变量 ， 
即 了 rz 为 正 态 过 程 . 
系 ”对 正 态 过 程 Xr 一 {X(f), tisT), 若 
BX(E)} =mt( i) 
COVv OXCEY, EC8)) = T(t, 8) 

又 全 z 均 方 可 积 ， 


Y(t)=| Xs)as 


出 (YC#), "了 (6))" 的 特征 孙 数 为 
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ke Te 


六 了 人 


k 人 
= XD D3 | m{s)y ds 
j= 1 


1 ¥ tyr } =- 
2 之 i | |， fts, Hasdt? (3) 


二 、 零 交 与 阑 交 问题 由 

本 段 中 要 研究 在 工程 设计 中 的 一 个 重要 后 题 ， 设 (4), tET 
是 一 个 随机 过 程 ， 我 们 希望 知道 在 某 一 时 间 间 陋 [ 志 , 42]CCP 中 ， 
Xi 的 零点 个 数 , 或 者 更 一 般 地 ,站 (与 某 一 水 料 线 % 一 的 交点 
个 数 ( 参 看 图 1 其 中 关 (t) 是 某 次 观察 的 结果 ), 记 为 N Co; 46, 42)， 


并 0 


oO t 
z 图 1 

由 予 (的 随机 性 ， 所 以 叉 (x0; 5 #2) 也 是 随机 的 ， 对 圈定 的 
wo ti ts， 它 是 一 个 随机 变量 ， 我 们 希望 知道 它 的 分 布 , 或 者 至 少 
能 知道 它 的 数字 特征 , 如 均值 等 ， 

如 果 用 天 (t) 表 示 时 刻 二 某 结 构 中 的 应 力 ( 例 如 飞机 飞行 时 机 
村 中 的 应 力 或 某 高 晨 建 筑 物 中 的 应 力 等 )， 则 由 于 各 种 复杂 的 因 
素 , 它 一 般 是 随机 的 , 即 X(t) 是 随机 过 程 ， 再 用 xo 表示 此 结构 所 
用 材料 的 疲劳 应 力 ， 则 不 少 场合 是 需要 根据 应 力 超过 疲劳 应 力 的 

中” 本 段 只 是 对 堆 况 与 阔 训 问题 基本 结果 的 一 个 直观 双 绍 , 对 这 一 问题 的 严格 处 


理 相 厌 阅 百 . CrameIT，M. 及 ,Leadbetter， Stationary and Retated Stochastic 
PIocesses, 19677, 
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重复 次 数 来 进行 结构 设计 ， 在 数学 上 也 就 是 要 求 岂 刺 (zo 和 名 
的 分 布 或 其 均值 等 数字 特征 . 
这 个 问题 一 般 称 为 霍 交 问 题 (x=0 时 ) 和 阅 交 问题 (对 一 艇 的 
x0), 它 最 早 为 美国 学 者 拉 溉 斯 (S. O. Rice) 在 四 十 年 代 所 研究 . 
今后 设 关 (1), 1ES 是 沟 方 可 微 的 正 态 过 程 。 引 人 下 列 新 过 各 
可 使 阔 交 间 题 更 便 二 处理， 
YO) =u XO) 0], teET 
其 中 wz ) 为 单位 阶梯 函数 , 即 
1, x0 
“(7 0, sco 
对 了 (1) 求 导数 , 形式 上 有 
Y(t)=X"(t). dX(t)—70] 
其 中 6(x) 是 狄 拉克 的 6 函数 ， 它 是 一 个 广义 函数 ， 直 观 上 可 理解 
为 在 原点 的 一 个 无 限 帘 嗓 无 限 高 的 尖 脉 部， 但 宫 求 其 下 的 曾 积 为 
1, 即 
- | sae-l 
秽 如 可 以 看 成 是 一。 i"， 当 0 一 0 时 的 极限. 
8(z) 有 如 下 的 一 个 重要 性 质 ， 对 任意 函数 gz)， 有 
gz)=) SD 9p (6) 


直观 上 , 上 式 是 容易 理解 的 , 因为 8z) 在 zx 去 0 处 都 是 零 ， 因 而 右 
边 的 积分 


| soe—pdy=) SW ge ay 
g(x—D)" 5( 有 轨 一 gz 一 六 ， 一 23sSea 


由 于 eu es 可 以 任意 小 , 所 以 就 得 到 (6) 式 。 
中 1 * 


为 了 帮助 理解 上 述 过 程 , 我 们 将 苹 C)，ZCD 和 了 《的 甘 个 
现实 或 样本 随 数 而 成 图 2. 
T{#} 





图 2 
由 图 2 可 以 看 出 ， 了 "(4) 的 样本 水 数 由 一 些 $ 孙 数 , 或 一 些 单 
位 脉冲 所 组 成 , 其 方向 向 上 或 向 下 ， 则 视 站 (#) 以 正 的 斜率 还 是 以 
负 的 余 率 与 水 平 线 m 相交 而 定 ， 同 时 , 由 图 2 容易 看 出 : 


(zu ta) =) YD 
=| 1X)16CXCt) zoldt 


两 边 取 数学 期 望 , 则 得 7 
EIN (ro ti1, 12)1} 


| BTXCDTSCKCD 一 za] 
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如 采用 了 Gz; 4 2 表示 六 (2 和 六 人 1) 的 联合 分 布 密 座 , 则 有 
E{N treo; bi, £2) 7 
= | (a B02 ft, tt, x drdr'dt 
根据 (合式 ,有 
Et{N (zo; t, 1,.)} 

=| | ft, ro t, x Yar'ds (7) 
如 记 

rt, 20) = Nf, ao 4, dw (8) 
则 由 (7) 式 可 知 , ?Ct xz) 是 芒 (f) 在 {时 与 zo 相交 的 平均 率 , 转 别 
在 了 (t+t),tE 人 TT 是 平稳 财 , ?fwo) 与 + 无 闫 , 这 时 T(E) wo) 二 7 (wo)， 
它 表示 单位 时 间 中 , 玉 (#) 与 加 相 惨 的 次 数 ， 

类 似 地 , 如 用 (Ty, 0; ro Ta) fo 0 表示 下 (rt (TD 
总 (ri 三 (ri 的 联合 分 布 密度, 则 可 得 
E{CN (xo £1, 下 72 

一 上 人 和 ee wo ro wl ro os ro eh) dd tdr dr 


等 等 . 
在 有 些 场合 , 我 们 只 关心 向 上 与 wo 相交 的 个 数 和 向 下 与 要 
交 的 个 数 , 如 分 别 记 它 们 为 + (zo bi, 二 和 因 -(zxo; 4)， 则 类 
似 地 有 : 
E{N, (eo; ti 1)) =) "| wf Ot, ao t, a arat 


BN (rt t)} =—), | ef wo bw de 


为 了 求 得 简单 的 表达 式 ， 我 们 进一步 假定 X(t) 是 平稳 的 .此 
时 我 们 有 
引 理 ” 没 (是 平稳 的 均 方 可 微 的 实 二 阶 算 过 程 , 则 
E{X(t) X(t)} =0 
[证明 ] 由 于 (#) 吓 平稳 的 , 所 以 
rT(s,1)=B(s—1) 
因为 站 (8, 从 是 对 称 的 ， 
Ts tt)}= T(t, 8) 
所 以 
Blr) =B(~7) 
由 于 下 (#) 均 方 可 微 , 荆 (8, 引 ) 广 辫 二 次 可 导 , 因而 B47) 二 次 可 导 ， 
对 上 式 求 导 , 得 
B'(1)=—B'(—7) 
特别 取 z= 凡 得 
B' (0) = 一 瑟 《0) 
如 
B' (0) =0 
但 由 定理 2,2 的 系 2 知 
EXCOX'(t)) = T(t, i) =B' (0) =0 
系 郊 瑟 (生还 大 正 态 的 , 则 站 (和 关羽 独 让. 
由 上 述 定 理 及 其 系 可 知 ， 对 平稳 正 态 沟 方 可 微 的 二 阶 矩 过 程 
也 (#8), EE 了 亚 (《 纪 和 斑 ( 芍 是 相互 独立 的 , 于 是 卫 (#) 和 下 (2) 的 联 
合 分 布 密度 是 
了 (人 


四 1 2 -一 ex x 





-1 -expi 一 冯 ( -| 5) 
maxrGa 2 08 和 


co 一 六 (ft 一 五 人 


共 中 


os， | = -8"(0) 
接 (8) 式 ,有 
rzo) =| {x | Fao, rt' yd 





《9) 
因此 得 
定理 4 ” 设 (+), 1ET 是 实 的 均 方 可 微 的 平稳 正太 过程 ， 有 


中 
D 一 五 (Drxr 一 一 直 (0 
B(t) 是 (人) 的 协 方差 沙 数 ， 
三 、 正 态 马 尔 可 夫 过 程 
环节 中 我 们 给 出 正 态 过 程 了 (ti)，tEz 同时 又 是 马尔 可 夫 过 
程 的 一 个 充 要 条 件 ， 为 此 先 引入 规范 化 的 相关 函 数 


了 【85， 有 
Re) = (Fars st)? 如 D(a, T(t, >0 


0, T=0 


其 中 厂 (8, 和) 是 久 (1), 1ET 的 相关 函数 . 
我 们 有 : 
定理 5 设 X(t), 1ET 是 正 坟 过程 ， 且 BIX(t)]* 直 0， 则 它 
同时 又 是 马尔 可 夫 过 程 的 充 交 条 件 是 其 规范 化 的 相关 国 数 满 是 : 
R{t,, tao) = Rt, te) Rts, £0), ttata 
[证 明 ] 由 于 要 用 到 一 般 的 条 件数 学 期 望 等 概念， 这 儿 从 
睹 局 ，. 


$4， 伊 蔬 随 机 积分 和 伊 芯 随 机 微分 方程 


一 本 节 中 将 研究 如 下 的 短 机 积分 
| xpem(e 


共 申 不仅 下 (让 是 实 的 二 阶 矩 过 程 ， 而 且 玉 (人) 也 是 实 的 二 阶 簿 过 
程 ， 但 由 于 这 里 的 情形 比 $2 中 要 复杂 得 多, 所 以 , 我 们 限于 下 (#) 
是 第 一 意 中 的 维 纳 过 程 的 场合 ,这 种 随机 积分 最 初 由 日 本 学 者 伤 
茧 开始 研究 , 所 区 就 浆 为 伊 芯 随 机 积分 , 它 在 近代 滤波 , 通讯 , 控制 
理论 中 都 有 广泛 的 应 用 ， 

一 、 维 纳 过 程 及 其 形式 导数 

今后 用 夸 (5), 六 0 表示 第 一 章 中 的 维 纳 进程 , 也 吕布 朗 运 动 . 
我 们 知道 , 它 的 均值 冰 数 为 惟 , 协 方 差 锁 数 是 

Ts,t)=o.mincs, +t) 
特别 有 
EWOt)—~W(8) J =0°(t—8), t>8 
由 于 荆 (8, 由 是 连续 的 , 所 以 W(t) 是 均 方 连续 的 , 但 由 于 下 列 


好 有 兴趣 的 读者 可 偶 阅 M. Loegve "Probability Theory "第 三 版 (1963 年 )， 
第 464 英 ， 
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偏 导数 不 存在 ， 
(st) =0? 20U(s—t) 


了 
其 中 
_ _ ¢1, 8 
3 人 Lo, 3 
因此 瑟 ( 丰 的 均 方 导数 不 存在 , 但 形式 上 , 有 
i (8, .oT {8, 1}= re。 G(s— 1) 


as3 
其 中 5- 是 狄 拉克 的 6 函数。 它 形式 上 表示 玉 '(s) 入 '(1) 当 
3 地 时 相关 为 零 , 即 不 相关， 这 种 随机 过 程 一 最 称 为 白 咒 声 . 
由 于 下 (和 是 正 赤 过程， 所 以 它 的 形式 导数 WD) 形式 地 称 
鸭 正 术 的 白 品 声 ， 
不 上 类 一 般 性 , 今后 慑 定 0:=1， 
一 ，、， 伊 项 随机 积分 
现在 来 考虑 
[xaw (1), ba0 
的 定 六 .引入 [ea, 如 j 的 一 组 分 点 
dC— t,t tb 
A,—=max(tts— tse-1) 
并 考察 和 式 
Y= SUN UD (0) 
页 二 1 


其 中 如- 所 攻 扣 fo 1ShSn， 和 如果 在 As->0 时 , 了 均 方 收 北 , 则 自 
然 将 此 极限 定义 为 上 述 积分 ， 但 可 展 的 是 ， 当 共 随意 取 时 ， 极 限 
并 不 存在 ， 因此, 在 这 种 意义 下 , 上 述 的 随机 积分 并 不 存在 ， 伊 茧 
代替 了,, 而 考察 下 列 和 式 ， 


® JS a 


2 Ep ee er .- - - . rm 


有 一 全 于 (Di[ 卫 (全 一 (112.1)1 


即 不 确定 地 取 为 左 端点 _1， 而 不 是 可 以 在 [#1 t4] 中 任意 选 
取 ， 如 果 在 和 AA, 二 0 时 , 1; 均 方 收敛 ， 则 其 极限 称 为 怀 (1) 关 于 维 纳 
过 程 玉 (2) 的 伊 芯 积 分 , 记 为 

of XC)dW() =lim, 


z 顺便 指出 ,苏联 学 者 斯 特 拉 塔 诺 维 奇 (CTpaToHoBH9) 考虑 下 
列 和 式 : 


OD X (EEE) WD) WD)] 


即 妇 确定 地 取 为 [Et 友 ] 的 中 点 , 并 在 As>0 时 , 当 C; 均 方 收敛 
时 , 称 其 极限 为 X(t) 关于 维 纳 过 程 环 (1) 的 随机 积分 , 记 为 


(0)| EDaP(b) z 


这 二 种 积分 的 定义 是 十 分 相近 的 ， 由 于 在 一 艇 的 文献 中 伊 世 
积分 应 用 得 更 为 广泛 , 所 以 我 们 今后 只 限于 讨论 仇 芯 积分 , 而 且 一 
艇 均 咯 去 前 面 的 (DD 

我 们 有 如 下 的 存在 定理 ， 

定理 1 设 X(i) 是 均 方 连续 的 二 阶 拭 过程， 并且 对 任意 的 
3 3 有 (一 有 (3 
与 玉 (t0) 一 厂 (6 相互 独立 , 则 及 (+) 关 于 W(t) 的 伊 燕 积分 存在 
且 唯 一 ， 

[证 明 ] 根据 定理 1. 11,， 我 们 只 要 证 明 下 式 极限 存在 即 可 ， 

Bl = SER DK LW Ws.)] 


j=1 v=1 
"LW ~ HOE]} 
其 中 
» 151* 


= 二 
a= ti 
是 [a, 四 的 两 个 分 法 ， 

”上 式 右 边 各 项 可 根据 长 方 
形 [s ;1，3;i3 XLti-w tj 和 是否 
与 正方 形 La, 8] XEs, 扑 的 主 对 
角 线 相交 而 分 为 两 类 : 第 一 类 a 
是 相交 的 ， 第 二 类 是 不 相交 的 0 
(参看 图 1)， 图 1 

先 看 第 二 类 的 项 ， 此 时 有 8j -<8i 安 本 -< 本 (或 者 丰 - 机 
忒 sj-!1 咏 3)), 于 是 出 定理 假定 知 ,XX(8j- (1) ,WW (83) 一 W831) 
与 全 (一 厂 ( 和 -相互 独立 的 (或 者 工 (sj-)， Xt), W(t) ~ 
栈 ( 与 矿 (9) 一 证 (sy 是 相互 独立 的 ) 于 是 有 
BRC9s- DX OEW DW) W(t) Wi-)D 
=p DF DEW CD) Ws) 

BE{W ED) WL)} 

=E{XCG KG) EWG — We)]} :0 

-二 0 
显然 可 见 , 当 和 -1 之 生 志 8-1 之 8; 时 ,上 起 也 成 立 ， 因此 所 有 第 二 
类 项 都 是 零 . 

再 春 第 一 关 项 ， 此 时 [si- 3 和 [is_1, #4 有 公共 部 分 ， 一 
上 典型 的 场合 是 ; Bit 关税 站 加 分 
析 )。， 我们 有 . | 
EE{R(s; DR IW Ge)— WO IW OD) — WD)) 
=—B{lX(s DX LW WE) + (WE,.) / 
—WOITWUD)— WED —WE)D: 
* TIS2® 








EX(s DAE DL (8 — W(t) [HE — Ws)} . 
+ EX IK OE WD— WE ) WD — W(t ]) 
+E{XCs; Xs EW DD) —W(s 0)] i 

[WE)— WC ]} 
EX ) XE EW )— We.)] 
EW (G82) W(t)]) - 
仿 上 面 关于 第 二 类 项 的 讨论 , 可 以 知道 ,上 述 四 项 中 的 第 一 ,三 ， 
项 都 是 零 , 剩 下 的 第 二 项 等 于 
EIX(a_ XC -ECW Cs) — W(t 1)]} 
= (8 1 br) Ca fF..1) | 
其 中 六 (s, 让 是 下 (1) 的 协 方 差 驴 数 ,县 如 前 所 述 ， 一般 取 三 以 ) 的 
a? 一 1( 显 然 这 样 散 并 不 失去 一 般 性 )，、 于 是 对 第 一 类 项 有 
B{X(C8; SC YLW(s)) — WW (8;.1)] 
LW (ED) — WC ))]) 
= (871, fy_1): (83— te_1) .. 
英 中 有 1 一 bi 是 [si 8 让 和 | 1 tj 公共 部 分 的 长 座 . 
芳 将 两 组 分 点 4 一 80 之 8 二 之 gm 一 了 及 4 一 机 之 机 之 之 1 二 
合并 为 一 组 ， 并 以 06 一 wo<w 之 …<tumio-1 一 6 珍 这 些 分 点 (将 有 
sw 8 相 重 时 , 的 个 数 将 小 于 可 十 阅 ， 则 可 得 


证 1 一 I 


Elifnin} = > A CW Wi 1) ou )} 


由 于 荆 (t, 引 是 韦 续 的 , 因而 是 可 积 的 , 所 以 有 
lm = | TO, Dat z 
存在 性 于 是 得 证 ， 叭 一 性 由 定理 1, 10 直接 推出 ， 
系 在 定理 的 条 体 下 , 如 相应 的 瑟 (t) 的 g?=1, 则 有 
Pi(| Xaw C1) 一 | BX ta 


二 3 


上 | XC awet) | = 上 | pe 
下 面 来 看 一 个 简单 的 例 予 。 试 求 
W(t Yaw) 


其 中 环 ( 让 的 go: 一 I。 这 儿 的 被 积 过 程 不 ( 门 显然 福 吓 定理 的 
条 件 , 因此 上 述 积分 是 存在 的 , 到 [a, 的 的 一 组 分 点 
人 Ar—max(ts— tr.) 


作 下列 和 式 
SW NIWOT ,0)] 


名 
=— SW EW —W)] 
此 一 ] 


EWE) WIWmE)THWED)— WE) Wt,) 
Ft WO WW(E)] 


‘me ~ 地 {Wo + CIW) -WE —F(t)) 


k=1 
[WW] WD) Wt 
此 三 1 
二 是 有 | 
| W(t)aw et) 


HW) WB LW W(t) 


现在 来 计算 右边 的 援 限 , 为 简化 记号 , 以 下 令 
Ww (Ct.) 一 (t2-1) =AW, 
tty =At, 


[Aw ol law-a) 


而 二 1 i El 


~ SAWi- At.l? 


+22 Et (全 ?一 At (AWS— At))} 


i 


= SAW At ?+2 LB{AW?— Al}B{AW?—AL,) 


Km] 让 


i 
-5 [IAWi—At:[? 


声 二 4 


> HR{AW!—2AWI.At, 十 生计 


而 二 1 
= 六 (3At -2Ai LA 
2 SAN, TAL, -2A Bb oa) >0 
妈 k=1 b=1 
lim SW OD) WD] bo 
于 是 综 上 所 述 , 可 得 : 
[weam Cy) Ww) 50) 
从 这 个 例子 , 我 们 看 到 伊 责 随机 积分 与 普通 的 积分 不 一 样 . 对 
它 通常 的 分 事 积 分 公式 不 成 立 ， 事 实 上 ， 加 果 访 (t) 是 普通 的 国 
数 , 则 右边 只 有 第 一 项 , 而 没有 第 二 项 GB 一 的 。 这 一 点 在 进行 全 
薪 积 分 的 运算 时 , 是 需要 特别 福 窒 的 . 
在 上 述 例子 讨论 的 过 程 中 , 我 们 证 明了 
lim BIWOD)—W))=6—0 (1) 
RO k= 
5 4 


Or - -一 一 


这 是 关于 维 纳 过 程 琴 人 ti) 的 一 个 十 分 重要 的 事实 ， 下 面 我 们 简 用 
这 一 事实 来 说 明 贷 苏 积 分 与 我 们 前 面 讨论 的 均 方 积分 不 同 ， 即 积 
分 和 式 中 的 二 不 能 任意 选取 . 事实 上 , 设 
站 一 te 
-As =max (ti— tt )) 

是 Fo 0 的 一 组 分 点 , 考虑 下 齐 两 个 和 式 

DS TW WD)] 
训 研 


1 


和 
T= DO WDEWC)— HW)] 
w=1 
则 它们 形式 上 都 是 
| WtyaWer) 
的 积分 和 式 ， 分 别 相应 于 ti=#{,) 和 一直 两 式 相 减 得 
TI SW WN J yb a (A >0) 

因此 1, 和 J, 有 不 局 的 均 广 极限 即 积分 和 式 中 的 二 是 不 能 性 章 
取 的 , 于 是 通常 意义 下 的 均 方 积分 不 存在 ， 

上 面 已 经 说 过 伊 芯 积 分 没有 通常 的 分 部 积分 公式 ， 而 所 的 选 
择 驻 直接 影响 到 积分 的 定义 ， 那么 能 否 选 择 所 的 特殊 歌 法 而 让 规 


定 的 积分 具有 通常 的 分 部 积分 公式 呢 , 下 面 我 们 来 分 析 这 一 点 如 
前 所 述 , Ta 的 均 方 极限 大 存在 的 ， 


limT, =| W(t)amw(t) 
IW) ~W(a):] 1(6a) 


所 以 .=I, 十 (J 一 7) 的 均 塘 极限 也 存在 , 自 有 


» 了 本 


Bima iW) Wi + 0) 
卫生 必 2 2 


= 二 [W (6)* 一 WW(@)*] 二 诗人 b 一 人 


于 是 
TJ WH) pr 
tin in 人 LH Ci) Hy (#5-1)] 
一 FL CB): — WW (a)’] 
我 们 还 有 


(人 rt = 并 丽人) 一 HW (#41)] 








-3 Wt) CW GD)—W (40)] 


=1 





不 
~ 工本 | {we 于 ) -| we te) 


Wt)) | fre )— WE | 
Cr 
-rer 
i -re 
注意 到 庄 区 问 | 5- 站 后 |，1<k<n 长 度 之 和 以 及 诸 区 间 


Es tt cn 训 b 一 0)， 仿 (1) 式 的 证 明 ， 


TF7s 





or GO 


lm SG ) 一 (| = 于 @ 一 9 


和 和 
Lim ™” ~ we fi 2 )- -tt, | 一 3 【一 如) 
anux 1 
过 此 有 
TD ft tN 一 
ln 2 Gua (f0)—H(E)]=0 
或 者 
Im 全 这 全 Co 一 下 Ci- 
一 im 二 一 二 [有 (一 下 (9 


若 肥 区 于- 全- 全 即 按 斯 特 拉 搭 诺 维 青 方法 规定 随机 积分 ， 则 有 
(Of WO)am) = EW —W (oe)"] 


它 恰好 与 普通 分 析 中 的 分 部 积分 形式 上 一 致 。 
下 面 青 给 出 伊 药 积 分 的 一 些 性 质 ， 
定理 2 设 下 列 伊 蘑 积 分 存在 

| xpDamd() Da(i) 

刚 对 任意 常数 4% B 有 

G) { (axC8)+pY(t) aw et) 


=a| XiaW (1) +B| TCD 


(ii) 如 5c 志 ， 则 
9 TI59 。 - 


-了 RPR re ee ee edie OT . 


| xpDam(pD- | Xa (A + {xam et) 
[ 汗 曙 1] 很 往 单 , 从 略 . 
系 ” 没 下 列 供 芯 积 分 企 人 在: 
| xa) 
则 对 <t<5 
TO =| xX (as) 

看 存 且 关于 上 主 是 均 方 连续 的 ， 

[证 明 ] YGt Y=) za 

-| [Xelas—=0 (hr0) z 


定理 3 设 { 及 (4), 1ET==[q,8]} 是 均 方 过 续 的 二 阶 矩 过 程 ， 

和 且 满 是 定 旬 1 的 条 件 , 如 果 关 于 tET 一 发 地 有 
limX, (1) =X(t) 
由 及 (2) 人 是 均 方 连续 且 福 足 定 失 1 的 条 件 , 且 对 一 切 5 起 f 寺 bb, 一 
致 地 有 
tim | xX, (sd (3) — | xX(s dW (s) 

ft 证 明 ] 因为 闫 ,(1) 一 致 均 方 收 雍 于 证 (ft), 耳 ,{1) 是 直方 连 
续 的 , 所 以 下 {tt)} 她 是 时 方 达 续 的 , 且 不 难 证 明天 ( 电 满 足 定理 工 的 
荣 件 . 

皇 由 定理 1 可知 积分 


Yt) =| Xaw(s) 


了 全 一 | x(s)amw (3) 


四 卫生 * 


都 存在 , 剩 下 要 证 明 , 对 a<t <b, 一 致 地 有 
lm ci) = (t) 
我 们 有 z 
YO-YO | CGA) XD)aw Gs)) 
= | 1X.(s)—X(s) Pads 
< 1X,(s)—X(s) aa->0 


其 中 第 二 个 等 式 是 直 于 定理 1 的 系 , 而 最 后 一 项 则 与 二 无 关 , 因此 
收 敏 关于 是 一 致 的 , 定理 证 毕 ， 
四 、 伊 芯 随 机 微分 方程 
在 上 述 伊 芯 积 分 的 定义 基础 上， 本 段 中 将 进一步 讨论 工程 中 
十 分 有 用 的 伊 芯 随 机 微分 方程 : : 
和 一 站 (下 (三世 十 下 FAT HY, teET 
x(t) =X 
由 第 一 段 的 讨论 可 知 , 如 形式 上 记 
NOD= (全 
则 (6) 即 为 白 噪声 ， 它 是 工程 中 景 广泛 遇 到 的 噪 瑶 的 一 种 简单 
的 数 举 模型 。 这 时 上 述 方程 式 也 可 形式 上 写 为 : 
Tf, ON) + KOOIN GY 


(2) 


x 

如 没有 9(t， 愉 (人 )W (这 一 项 ， 则 可 视 为 普通 的 常 微 分 广 

程 , 增加 了 这 一 项 , 则 表示 引 人 了 随机 因素 , 于 是 习 ( 缚 不 能 百 是 普 
通 的 函数 , 而 必须 是 随机 过 程 了 . 

由 于 普通 的 常 微分 方程 在 许多 工程 问题 中 起 着 量 要 的 作用 ， 

因而 在 更 畏 密 分 析 中 不 得 不 考虑 随机 因素 时 ， 随机 微分 方程 就 
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起 同样 重要 的 作用 : 

为 了 避 开 六 (的 奇异 性 质 , 代替 随机 微分 方程 ， 我 们 考 虐 下 
列 的 伊 套 积分 方程 

KNt| fa, Xe)ds 二 | gs, XC) ds) (3) 


其 中 省 边 第 一 个 积分 是 均 方 积分 ; 第 二 个 积分 是 全 其 随机 积分 , 今 
后 和 将 把 (2) 和 (3) 视 为 等 价 的 . 
我 们 有 如 下 的 存在 定理 . 
定理 4 设 了 (#,z) 和 g(t,2), 1ET, XE{ 一 00, 0) 是 满足 下 列 
条 件 的 实 的 普通 函数 : 
(ij 它们 是 二 元 连续 函数 , 而 且 关 于 之 是 扯 的 一 致 连续 盖 数 ; 
《ii 增长 条 件 : 
人) 
g(t wr) < 下 人 1 十 0》 
(iii) 李 不 西 益 条 件 ;: . 
[ft, I)O— Ft, 73) | Evo— Fil 
[gtt, 2 g(t, re) | EK irs— ei | 
其 中 下 是 要 个 正 数 , 如 Xo 再 与 { (和 ), tET} 独 阐 ， 划 方程 (2) 有 了 叭 
一 稻 ， 
[证 明 ] 先 根据 定理 的 条 件 , 证 明 儿 个 以 后 要 用 的 不 等 式 , 设 
Y(#), teET 是 二 阶 矩 过 程 , 则 有 
Hf FO N= Et{lf (tt, Y(t) 外 
ELIK*II+[LY()])} 
=R(l+E{T()|)) 
生生 时 时 时 = KL+HYE I 
类 似 地 有 
gc, 了 (7 < 下 2 十 和 (全 1 
s 天生 了 


由 上 述 两 个 不 等 式 可 知 ， 当 了 () 是 二 阶 埠 过 程 时 ，f(t, 了 ()) 和 
y(t, 了 Y(t)) 也 是 二 阶 乱 过 程 。 
骨 设 了 (), teT 是 二 阶 抵 过 程 , 则 还 有 
[fC OFA fF FOVT 
=B{fE, YOGAD) Ft, YC))1’} 
EENY (HEALD) YH) |*) 
KFAD I |’ 


FO YOUTAD)— FE, FTC)! 
EIFG TA —Y()) 
类 似 地 可 证 
[g(t YUETADD)— g(t, FO))] 
EITG+AD (DI 
现在 我 们 来 利用 上 述 不 等 式 证 明 ， 当 7( 攻 均 方 连续 时 了 (4 
了 (4)) 和 g(t, 了 (和 )) 也 是 均 方 连 续 , 显 见 只 要 对 了 (# 了 (本 ?证 明 就 
够 了 , 我 们 有 
[fFAL FIFAD) — FU, FO)) 
SFGTAL YHA — f(T(GTADYT 
+ FOTAD) ft, FO) 
英 中 第 一 项 , 由 已 证 明 的 不 等 式 有 
[FO FA — fF FO) 
EEIY(+AD—Y(t) I>0 
而 第 一 项 为 
E{If(t tA FCTAD)— ft, Y(t +A) [2} 
肝 于 f(t, 2) 关 于 xz 是 1 的 一 至 过 续 函 数 , 所 以 只 要 Ai 充分 小 , 即 
对 一 切 x 有 
[ft-HFAL, 2)— ft, 2) | < 二 


村 是 当 4 充分 小 时 ， 
E{If(EFAE TOUTFAD) ft, FAD NY} 
EE{e} oe 
这 就 证 明了 了 了 (的 均 方 连续 性 . 
现在 用 达 次 通 近 法 来 让 表 定 理 . 对 1ET, 定 尺 
下 0 一 大 


Kun (DK | f(s, Kaa))da 


+| g(s, Xs)AW(s), nO 


首先 要 证 明 上 面 的 定义 是 合理 , 即 出 现 的 积分 都 是 存在 的 , 为 此 对 
外 用 归纳 法 来 证 明 ， 当 # 一 0 时 , Xo( 引 是 有 定义 的 , 而 且 它 显然 上 其 
有 如 下 两 个 性 质 : 

(i) 于 ol1), 1ETP 是 均 方 连续 的 ? 

《iD) 对 各 委 80 82, 8 入! 之 机 有 (Xo(s1), 天 (32))， WW (C8,) 
一 到 (39) 与 亢 () 一 古人 (4 是 独立 的 ， 

于 是 根据 上 面 已 证 的 结果 ， 册 也 6(8) 是 均 方 连续 的 ， 可 推 知 
fs, 人,(8)) 是 均 方 连续 的 , 从 而 


Fr CO 一 | f(s, 和 (sa7)g8 
存在 , 并 且 易 知 它 关 于 ! 是 均 方 连续 的 , 即 了 1( 直 具有 性 质 (i)， 由 
积分 的 定义 , 它 是 
> f(a, Kole) ) Nsy 
中 


的 均 方 极限 ， 诸 碾 o(s 站 几 于 ay 所 和 外 1 之 车 ， 因此 都 与 玉 (10) 一 
玉 (&4- 1) 独立 ， 从 而 上 述 和 式 ， 乃 至 积分 都 与 做 Ct) 一 全 (和 .1) 独 
让, 即 了 (四 具有 福 质 (ii). 
同样 可 知 , 89(3, 048)) 是 均 方 连续 的 ， 并 且 具 有 性 质 ( 让 )， 轩 
s 1634 


此 根据 定理 1 下 列 供 蕊 积分 在 在 
Zt) =| gs Xo(s)) dW Cs) 


并 由 定理 2 的 系 知 , FZ1(!) 是 均 方 之 续 的 ， 郧 具有 性 质 { 让 ， 完 全 同 
上 面 一样, 可 以 证 明 多 1( 四 贞 有 性 质 (ii)。 由 于 

R(t) Ro TB {tt) 
所 以 容易 知道 , 羡 ,( 引 也 县 有 性 质 (i)， (ii 由 此 同样 地 可 以 证 明 
2 六 和 ，… 者 有 定义 ,并 且 有 性 质 ( 让 和 (i)， 

下 面 来 证 明 ， 上 前 定义 的 天,( 引 对 Ga 所 45 一致 均 方 收 敏 于 
某 个 了 (2)， 也 就 是 要 证 明 { 久 ,( 科 } 对 4 所 tb 是 一 致 肉 方 基 本 库 
列 , 令 . 
- A,X(H) = Ht) Xt) 

A (=f Xs Ct) —F, XE)) 
A = Kat)) —g(t, Xslt)) 
于 是 ,有 

MX = fs, Koala)) ds | gs. Xo(a) AW Cs) 

AD 一 上 Aflsyast| Ag lad (s), n>0 
由 定理 2.8 的 系 , 得 


| fls, Xe))as] 


Sti) fs, Xots) hds 
tt) Ed He) le)ds 
= (tt0) Ril | (Ct £0) 
AE t,) 

其 中 A? 二 KK? 自生 [入 0 (5 一向, 即 

» ji 


了 J (a, Rts) ds [Ac 10 
[于 


类 似 地 , 省 





上 Asf lasl 


<i)) Af (Dds 


ha) | Ki A,X(s) lds 
即 上 Asf(s)as| 
<KV5-c IAx pds) 
由 定理 1 的 系 , 有 z 
I gs, Koala) (9 
=| los, Xs)) las 


<| KE:(1+|XoCs) fds 
一 RCH 10 
于 是 有 
| ge, Xs)aw Bt! 
其 中 B==KsM1 十 [Xof?， 类 似 地 , 有 
| roarc| 





-| FA,g(s) ?as 


< KlAXC) ld 


‘widse 


即 


中 Asg(e)aF (| SK (fF AX Las) 


|。 1 站 


利用 上 述 庄 不 等 式 , 可 得 
JA XO) ArCoaa| 二 | Atod Cs 


<KG+V5O 人 | As Xs) ds), nD 
其 苔 
AXCONEAG NBG #0) 
O00 10 
村 :是 用 逐次 选 代 , 可 得 : 
[MXCEY} 
<KGTV55| [Ao (se) 1? ds F 


<K (+VED||, Or(s—to) ds } 


~K.(l+vb—a Te 一 各) | 
一 般 地 , 有 
IAs XC SLE (+ Dy oli) 
于 是 当 m,n 王 00 时 有 
1 (t) 一 全 CD -| xD| 


Ew 


FAX) SO 


郧 {及 .(# 站 是 均 方 基本 序列 而且, 当 i 在 有 限 区 间 < 和 5 中 时 ， 
关于 1 是 一 致 的 ， 因此, 存在 均 方 连续 的 且 (t), 使 
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Oe 


limX (tt) =) 


收敛 甘于 二 是 一 致 移 , 青 应 用 定理 3 即 可 证 明 存 在 性 . 
再 来 证 朋 叭 一 性 ， 设 卫 (t)- 和 了 tt) 是 两 个 解 , 记 
ACt) =X(t)— T(E) 
MAE)=f Ct, XOEND 一 于 (人 下 (下 
Aglt)=9(t, A — gt, FOE)) 
则 有 
ACt)=| Afls)ds-t | Ag(a)aw Cs) 
仿 前 可 得 : 


ADISKCTNVETD( IA(s) lds) (4) 


另外 , 由 于 X(t) 和 了 (Et) 是 均 方 过 续 的 ， 所 以 IA(s) [在 as 所 5 
上 有 界 , 六 而 有 


| FA asp 
其 中 D 一 maxlACt)1, 于 是 
IACOIER OLMVE RDG! (5) 
将 (5) 代 人 (4) 右边 ,得 
IAOISEA+VETD (| Kl oa Dis—io) ds 3 
= KL+V5-Dp(| Ge—i0) ds) 
0 二 VE 本 如 | La | 
再 将 此 式 代 人 全) 在 过, 并 反复 进行 , 可 得 
{Ef—io)* 
\ 


IACDI SK" GH VB)D a |, (rco) 


哲 
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险 一 性 证 毕 . 

关于 解 的 性 质 , 我 们 有 如 下 的 

定理 5 在 定理 4 的 条 件 下 ， 所 得 的 唯一 解闷 (8 是 马尔 可 

[证 本 我 们 要 证 明 , 对 9 所 机 之 3 之 B,C 在 文 (8) 已 知 
了 时, 它 与 下 {0), es we<a 元 甘 ， 事 实 上 ， 由 于 积分 的 可 加 性 ， 我 们 
完全 一 样 地 可 以 证 明 

K(X + fo, XC0)) 0+ | ge, (2)) dW (9) 
因此 六 (只 依赖 于 祥 (85), {XC0),s 过 v1} 和 {AW (9) ,8 过 Vv 近 引 ， 
其 中 太 邢 (四 二 到 (十 A 一 (9) 是 本 (6) 的 增 量 ， 而 {E(w)， 
So} 也 只 是 依 畏 于 玉 (8) 和 {A 五 (0)，8 志 9 这 和 介 有 的， 因此 
(i), {> 8 上 只 依 头 于 芒 (8) 和 {A 人)， E> 同样 ， 由 

XX fo (od -| yp, XV AW vy) 


可 知 , { 开 ( 轨 ， 有 <u< 和 sj 只 依赖 于 和 {A 玉 (5)，to<v 达 a}， 报 
据 定 理 的 假定 1 分 (as 和 和 与 和 {六 (0)， 拉 之 8 所 3} 是 独 
立 的 ， 因 此 , 当 夸 (s) 已 知 时, 瑟 ( 引 与 {XCGD， ts<a<s} 是 独立 的 ， 
定理 得 证 . 
现在 来 看 一 个 例子 。 
mY {ft)=—f.F(t) tL Nt), t=0 

其 电 加 , 于 是 正 数 ，B(ti 是 正 态 白 品 声 ， 这 个 方程 有 -- 个 明显 的 
物理 解释 ， 假 定 ZK 表示 时 九 宇 时 在 液 面 上 运动 的 一 个 粒子 的 
某 个 方向 土 的 速度 ，m 是 它 的 质量 ， 一 了 .了 (4) 表 示 由 于 粒子 与 沪 
体 摩擦 而 产生 的 阻尼 力 , N(1) 表 示 由 于 分 子 冲 击 粒子 所 产生 的 总 
的 合力 , 它 当 然 是 随机 的 , 这 里 假定 它 是 亚太 和 白 噪 声 ， 这 在 物理 上 
是 比较 符合 实际 情况 的 ， 这 样 ， 一 f(t) 汪 入 (t) 便 是 时 刻 # 财 作 
用 在 粒子 上 的 总 的 合力 ， 因 而 上 述 方程 不 过 是 牛顿 第 二 定律 的 直 
全 了 所 


接应 用 . 
上 式 也 可 改写 成 


a )=—H Y(t ta (t) 


其 中 歼 () 旦 维 纳 过 程 , 即 有 
EiW(i--s)—H (3))=0 
FE{[Wt+e)— W(8)): -2Di 
EH tt) — Wt (ea) — HW(s) }=0 
tt 
于 是 在 
A7= 了 (二 AND 一 7 一 | dr(t) 


| 


=—=— HTDAt -WTAD— WOE)+HoAL) 
其 中 有 = 十 >0， 对 上 式 两 边 取 条 件数 学 期 望 可 得 
E{AY|YF(t)=#} =— pyAtTotAt) 
各 . 
EB{AMAY)IIF(I) = = yAt +2DAl toNt) 
因此 , 有 


Hm RFE{AYIT(t) =y) = —Py 


而 上 于 
im RB{(AY) YF(H) -=2D 
上 站 十 站 


所 氛 它 是 一 个 扩散 过 程 , 相应 的 仿 移 系数 和 扩散 系数 是 
altt, yg) =—py 
bli,y) =2D z 
于 是 由 第 二 查 $3 第 二 段 的 例 2 立即 可 知 ， 了 (1) 是 奥 伦 斯 坦 - 乌 
伦 内 克 过 程 , 其 均值 尔 数 和 协 方差 沪 数 分 别 是 
. ® I69 * 


mCt) 一 站 
Ts, 人 ) = 
次 更 用 屋 人 t) 表示 时 肇 革 时 质点 的 位 置 , 则 用 
XCE 一 和 (0D) -| Y(s)ds 
由 此 可 知 臣 (t) 是 正 态 过 程 , 是 有 
ELXCt)—X(0}=0 


和 
El{|X(t)—X(O0)|’} 


-| | T (a, wdudy 


= 上 | | 5 Dan- "dudv 


-25| | | e-eerogude 


一 省 _ CE 人 1 
28:| [1—e lav 


=—29 Bt 1 en] 


习 题 
1， 考虑 如 下 定 交 的 一 族 随 几 变 是 了 开 nn 二 19， 
、 
3 概率 为 二 
X60， 概率 为 1 一 全 
、， 
一 名 概率 为 二 
共 中 起 是 任 一 正 数 ， 试 分 析 { 玉 ,#8 主 计 的 收 庚 性 : 
(i 对 性 总 正和 的 名 下 ,以 概率 1 收 就 于 站 
JFO 


Th TPP pp pp Tr 


fiiiy 将 老实 1 时 ,其 不 均 卢 临 芍 了 于 日 
2， 人 遍 荔 性 ”六 简 单 起 凯 ， 芝 虚 均 值 为 局 的 离散 套数 的 陆 栅 过 程 1 芝 ,1 
Wl}， 再 芍 卡 样本 王 寺 序列 ; 


则 显然 有 下 于 由 一 各 如 果 还 有 
lmBtMs} = lan Var 0 
则 称 样 本 平均 序列 是 ( 均 坟 ?过 有 历 的 . 
下 面 假定 Xn 之 的 协 方 差 丽 数 
Tm m= EIT Xt | 
是 有 界 的 , 即 存在 常数 下 , 使 对 一 切 zn, 有 | 六 Gm, 8) | 所 下 ， 并 使 


CI 一 BY- 天 小 = 二 Xn 


r= 
斌 证人] 人 |? 委 下 ,Var 
(3) we Var{l HY 2 i 0 oN VarlTi} 
+ = i=1 


Cy 0 limO Cn = 0, 
镍 一 咖 


二 ef 区 一 

fiy) 利用 上 述 结 果 , 证 朋 样 本 序列 {型 i R 实 让 是 遍历 的 充 赤 条件 是 : 
limO (nm) “0 
3， 试 研究 下 列 随 机 过 程 徇 均 方 连 续 性 , 均 方 可 铀 性 和 岁 廊 可 积 持 : 
(1) KE AELE; 
Kii) XUV= A BLO 
《ii ft 是 普 阿 松 过 程 ; 
(iv) 定 [t) 是 维 纳 -要 因 斯 坦 过 如 
CY】 玉 (1 的 均值 为 零 , 协 方差 函数 为 本 (, 科 一 ed 其 中 有 是 正 的 
常数 ; 
(Yi) 瑟 t) 的 均值 国 数 为 零 , 纱 方 差 函 数 是 
sw 了 了 7 


1 


Tat 1 
(sm 


4， 对 上 种 中 的 随机 和 过程 , 试 状 
Y(t)= | 和 (Te 


和 Zt) Xindr 
的 均值 函数 和 坊 方 差 函 数 , 其 中 工 是 一 个 正 的 常数 . 
5， 对 第 3 题 中 的 (D，G)，(v) 三 种 过 程 ， 试 求 苹 '(#) 的 均 信 和 国 数 和 协 
考 莽 薄 数 ， 
6. 部 机 过 程 的 切 比 雪 天 不 竺 式 ， 设 {C84 所 1 所 丰 是 洋 的 均 方 可 微 
的 随机 过 程 ， 记 
DO=~MEXCNTY 
Dlt}=~v BE{IX 人 IY 


WiE: 6) P{ sup |X(1))>e} Sir8! sup Xt) 
(iiy 电 2(t 一下。 Co+2l X'(r) Rr dr= 人 RB) 一 2 ?| Ifr (rdr: 
(iii) 2%)SXI(0) + 0) 十 2| |X'Cr) 玉 Cr) 1 人 《注意 有 有 边 与 天 
英 1)3 
Gv) Bl sup X(t) < EN) 
+ VE CTE 
(Y) 综 上 所 壕 , 可 得 下 列 随 机 过 程 的 切 比 雪夫 不 等 式 ， 
卫 { sup |X( f# >e < +| DO) Dlr)dr 
?7， 设 了 和 了 s 总 相互 独立 的 均值 为 党 方差 为 1 的 正 坊 分 布 的 随机 要 


量 ， 定 藉 二 维 随 东 变 最 


fF |F;|), 如 了 ,六 疾 


《有 1， 到 11 一 . ， 
0 


试 证 : (i) 和 ,和 都 是 正 态 分 布 的 
* 72 。， 


(ii 《瑟瑟 不 是 一 维 正 态 分 布 . 
8， 设 (天 2 下。 下 是 均值 为 寺 的 四 维 正 态 分 布 随机 变量 , 试 证 : 
BE{XINs Ky T=E{X Xd) ET TT ELXXI) E{XsN) 
一 百 { 信 | 四 下 1 芝 } 
9， 设 (CC 访 是 零 册 值 的 二 维 正 态 过 程 , 试 王 : 
{i extt3 BFEt) 也 是 生态 过 程 ,其 中 G, 晴 是 丽 个 常数 ， 并 号 出 它 的 
协 方 共同 数 ; 
{ii 区 下 让 是 二 阶 算 过 程 , 并 写 出 它 的 均值 函数 和 协 方 闫 隔 数 ， 
10， 状 上 嵌 髓 菩 积 分 
| (CDdC) 
试 证 , 如 果 于 ( 划 退 化 为 一 个 内 定性 的 连续 函 歼 ， 则 贫 功 积分 就 变 为 歼 曙 - 司 
蒂 吉 斯 均 方 积分 . 
11。 试 计算 下 列 期 荤 ， 


BDI x am ct)} 


BILDT xxCDam(t]LCD | TCDaP(] | 


其 中 {Ct), tET} 和 {F(t)，#ET} 是 全 = La, 的 上 均 方 连续 随机 过 程 ， 而 且 
去 (#4) 且 了 (t] 是 满 是 定理 4.1 条件 的 ， 
13， 试 进 定 盟 3 16. 


和 1734 


第 四 章 平稳 过 程 


在 上 一 党 ， 我 们 主 可 从 随机 过 程 的 均值 和 协 方差 国 数 这 两 个 
数量 特征 上 来 规定 它 的 性 质 , 并 讨论 它 的 统计 规律 性 ， 存 这 一 章 ， 
我 们 也 将 用 类 亿 的 方法 来 讨论 更 为 特殊 的 一 类 二 阶 矩 过 程 一 一 平 
稳 过 程 , 为 了 以 后 讨论 方便 ， 我 们 先 在 $1 把 第 一 意 、 第 三 章 中 可 
到 过 的 有 关 平 稳 过 程 的 内 容 问 顾 一 下 , 并 作 一 些 必 要 的 补充 ， 


5 1 平稳 过 程 和 协 方 着 函数 


一 、 平 稳 过 程 的 定义 

在 自然 科学 和 工程 技术 中 ， 我 们 常常 会 遇 到 一 类 与 前 面 所 述 
的 马尔 可 夫 过 程 不 一 样 的 随机 过 程 ， 从 随机 过 程 本 身 随时 间 的 变 
化 和 相互 联系 来 看 ， 不 仅 它 的 当时 情况 而 且 它 的 过 法 情况 都 对 未 
来 有 着 不 可 忽视 的 影响 ， 俩 如 在 纺 纱 过 各 中， 我 们 可 将 棉纱 的 堆 
面积 看 作 截 点 坐标 的 随机 过 程 ， 册 于 棉纱 是 一 束 东 纤维 组 成 的 ， 
因此 在 点 r; 处 的 截面 积 的 大 小 影响 到 ws (大 于 加) 处 的 截面 积 大 
小 , 且 当 mm 愈 接近 mm 时 ， 影 响 愈 大 ， 再 如 飞机 消 荐 航线 在 某 -- 高 
度 飞 行 时 ， 由 于 受到 请 病 的 影响 而 产生 鸭 随机 波动 ，、 因 为 飞机 飞 
行 时 有 很 大 的 惯性 ， 所 以 我 们 不 能 把 这 个 波动 过 程 看 为 马尔 可 天 
过 程 。 从 随机 过 程 前 后 联系 上 来 研究 随机 过 程 水 身 变 化 的 统计 规 
律 时 ， 很 重要 的 一 类 就 是 平稳 过 程 ， 所 谓 平移 过程 粗略 屯 说 就 是 
指 它 是 统计 特征 不 随时 间 推 移 而 变化 的 随机 过 程 ， 

如 同 第 一 章 所 说 的 , 对 于 随机 过 程 ， 也 象 随机 变量 一 样 ， 我 们 
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Th 


豆 完 整地 了 解 它 的 有 限 维 分 布 销 数 族 的 金 部 知识 是 困难 的 ， 而 了 
解 它 的 某 些 数字 特征 却 是 可 能 的 ， 另 一 方面 ， 就 利用 这 些 数 字 特 
征 的 知识 , 也 可 能 解 湛 实用 中 所 甘心 的 随机 过 程 有 关 的 各 种 问题 ， 
定义 1 设 复 信 随 机 过 程 Xs 二 {X(t), ET} 存 在 有 限 二 阶 矩 
坟 |CE) [< 之 oo, 全 为 实数 集 或 其 子 全 ， 和 条 Xr 满足 
X(t 一 m( 常 数 ) 四 《1) 
E{XCI)X (8)} 一 天 全 一 3) (2) 
则 称 臣 % 为 平稳 随机 过 程 , 简称 平稳 过 程 。 当 为 整数 全 或 {nAi， 
# 一 0 1 "} 了 时 , 也 称 苹 z 为 平稳 时 间 序 列 . 
Bi~—8) =—E(X(I)—m) (Xt) —m) (3) 
— (fe)— 1m : 
也 称 为 下 7 的 协 方正 函数 ， 

(1) 才 明 X(t) 的 均 情 是 不 随时 间 而 改变 的 ， 即 均 情 散 数 取 党 
数值 ， 不 仅 如 此 ，(2) 表 明 (XfKt)， 科 (8)) 问 的 二 阶 统计 特征 与 
(下 (tf 十 及 (8 十 如 ) 间 相应 的 统计 特征 是 相同 的 , 即 不 随时 间 推 移 
而 改变 。 当 和 热 还 可 以 要 求 5 的 高 阶 妹 栽 至 一 切 有 限 维 分 布 随时 
间 推 移 是 不 变 的 ， 这 是 比 定义 1 更 强 的 平稳 性 ， 为 了 区 别 于 这 种 
强 的 平稳 性 要 求 , 定义 1 规定 的 平稳 性 也 称 为 宽 平 稳 , 弱 平 稳 或 广 
义 平稳 的 ， 但 在 本 书 中 主要 只 涉及 这 种 常用 的 较 弱 的 平稳 性 ， 所 
以 平稳 过 程 这 一 名 词 就 是 指 满足 定义 1 规定 的 宽 平 稳 过 程 . 

此 外 ， 在 工程 技术 上 也 常 把 (3) 中 的 BCt) 称 为 相关 国 数 ， 但 
对 茹 随 机 变量 间 协 方差 与 相关 这 两 个 名 词 的 用 法 , 这 里 仍 把 (3) 中 
B(t) 狼 为 蔷 s 的 协 方 差 请 数 , 而 把 


称 为 标准 化 相关 函数 ， 
“在 自动 控制 和 电子 学 中 分 析 上 电路 中 的 电压 或 电流 变化 时 ， 由 
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”平和 外 由 电子 的 不 规则 运动 ( 即 热 运动 ) 会 引起 电路 中 的 电 芷 或 电 族 
的 随机 波动 ， 物 理学 中 也 称 这 种 波动 为 热 扰 动 ， 它 的 统计 特性 可 
柑 为 不 随时 间 推移 而 变化 的 ， 因 此 这 一 波动 过 程 就 是 平稳 随机 过 
程 , 它 也 是 电路 中 的 一 种 噪声 . 
在 考虑 脐 舶 受 海浪 神 击 而 产生 摇摆 和 其 它 适 航 性 问题 中 ， 就 
要 把 海浪 看 为 栈 机 过 程 . 一般 说 在 某 个 地 理 位 置 上 海浪 的 波 高 就 
是 一 个 平稳 随机 过 程 , 它 的 统计 特征 不 随时 间 推 移 而 改变 , 不 仅 如 
此 , 车 把 同一 时 间 海 浪 波 高 六 看 为 位 置 坐 标 (z 女 的 捕 数 ， 天 (mr, 扩 
也 是 随机 函数 , 由 于 它 依赖 于 两 个 独立 誉 标 zy 所 以 也 称 为 随机 
场 ， 在 一 宪 范 围 内 ，&(x2， 扫 的 统计 特性 也 不 随地 理 位 置 的 推移 而 
改变 ， 所 以 &(z, 娘 按 空间 来 说 是 平稳 的 ,我们 常用 齐 次 这 一 名 词 
来 形容 它 , 所 以 海浪 的 波 高 hx, 了) 是 一 个 齐 次 随机 场 ， 要 是 讨 诊 
大 气 祷 流 的 统计 特 手 时 , 还 会 涉及 三 个 变量 的 齐 次 随和 机 场 , 虽然 它 
们 比 一 般 的 平稳 过 程 更 复 染 ， 但 处 理 平稳 过 程 的 一 些 方法 大 多 也 
能 适用 于 章 次 随机 场 . 
下 面 我 们 再 举 一 些 简章 的 平稳 过 程 的 例子 . 
[ 例 1] 车 尺 ={ 及 (n), R 二 0， 士 1 以} 为 实 的 互 不 相关 随机 
变量 序列 , 且 EX(n) =0, DX(n) = 则 因为 
BX(n) 一 0 二 常数 
BX Km) = fe 的 
， Rm 
有 邮 协 方差 闭 数 只 与 % 一 m 有 其 , 所 以 它 是 一 个 平稳 时 间 序 列 . 
在 物理 和 工程 技术 上 , 党 把 上 述 随 机 蛮 量 序列 称 为 “ 白 品 声 ”. 
它 普 遍地 存在 于 各 种 波动 现象 中 (如 电流 的 波动 , 电子 发 射 的 波动 
和 通信 设备 各 部 分 屯 滤 或 电压 的 疲 动 等 ), 又 具有 较为 简单 的 数学 
模型 , 所 以 溃 宙 作为 一 种 典型 的 噪声 模型 来 考虑 . 
[ 例 2] 误 于 (4 是 出 1 中 的 随机 琵 量 序列 ，{ 避 ， } 为 满足 
jr" 


2 10,.1:<% (4) 


并 去 一 的 


的 复数 序列 , 则 
(全 一 六 OX(n—k) (5) 


是 一 个 平稳 有 时间 序列 ， 首 先 , 我 们 先 凡 说 明 , 对 每 个 % (5) 是 均 方 
收 敏 的 , 车 记 
了 全 人) 一 > CC 


则 党 六 >=24 肝 ， 
EF nn) Yn)|? 
=E| >, CXn—k)l 


型 | 


=0°. > 下 


因此 由 (4) 及 定理 3. 1.6 可 知 , 必 人 存在 随机 变量 了 (xz]， 使 Tem(a) 
均 方 收 伍 于 了 (na), 即 随机 变量 序列 的 级 数 (5) 是 均 方 收 笋 的 , 所 以 
用 (5) 来 规定 了 (mn) 是 合理 的 ， 
其 次 , 利用 均 方 收 敏 随机 变量 序列 的 性 质 (定理 3.1. 7), 可 得 
BY (nm) 一 mB{Y Mn)} 一 lm Do OE{X(n—h)} : 
= p33 他, 下 (和 (一 人 一 0 


Ef{Y (rn)F(m)} 一 g( Toxm-H) > Cn 一) 


— SY) SOOCEXn-E) XN) 


R= lm 
= | CiCn-n rd 
上 二- 
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-of 三 CO 
Bn—m)} . 
如 均值 为 常数 雪 , 协 方差 力 数 只 与 一 m 有 闫 , 所 认 ， 六 > 一 {FT《 
为 一 平稳 时 间 序 询 ， 形 为 565) 的 了 (人 又 称 为 滑动 和 . 
[和 鲍 3] 与 例 2 相 类 似 的 过 续 参 数 情形 是 当下 pr 一 人 Ah 
一 ss<i<eoo} 是 均 导 为 霉 的 正 获 增 量 过 程 , 是 
EIR(CEY— KC) lot 8) 
六 C(t) 为 复 值 区 数 , 日 满足 
| Cn ld 
别 局 例 2 一 样 , 可 以 说 曲 
FCD 一 | C(t— sydx(s) 《6) 
也 是 一 个 平稳 过 程 , 且 
EF(t)=—0 


EiY(!) YF(s))} -| 人 一 8 十 站 人 CT) dr 


对 于 连续 参数 情形 , 形 为 6) 的 过 程 也 称 为 滑动 和 . 

.了 全 4] 若 {0，, 1 和 29S 裤 让 ]，{F 1< 委 2 安 克 为 互 不 相关 的 实 
”随机 变量 序列 
到] 一 BF = 
EU Vn —0, 1<m, nN (7) 
EU Va,— EV,.V,=06,m 


又 二 1， 他 2 ”人 Ow 为 任意 正 实数 ， 全 
X(t) = ST (Dueos (wat) 4 Vsintond)), —coo<t<oo (8) 


Li 
这 时 
» 178» 


EX(I)=0 
EX(Ct)X(s) 


- >_otf eos (CoOn tcos {ew 3) sin(o, td) sin (ww, 8)] 
n=1 


Salcoswm, (一 8 《9] 


各 二 
所 以 它 是 一 个 平稳 过 程 . 
[ 例 5 若 {Z， 入 一 0， 士 1， "} 为 复 的 随机 变量 序列 
EF, =0 
EZ Zn= ob,m (10) 


> ,00 


则 疝 例 2 一样, 对 每 个 二 下 列 级 数 是 在 均 方 意义 下 收 钊 的 ， 
| < 区 elie 时 


其 中 {on} 为 任意 的 一 列 实 数 ， 因 此 我 们 可 以 规定 


XH)= 之 ne (11) 


村 二 ~ 喧 


利用 随机 变量 级 数 艾 方 收 敏 的 性 质 , 不 难 推出 
EX(t)=—0 
EX(IYX(8) = 3 leirntt ty (12Y 


所 Lr 二 {XE 一 oo<i<oo)y 世 是 平稳 过 程 ， 
上 壕 两 个 例子 对 我 们 是 十 分 重要 的 ,因为 cos 中 sinotb 或 
2 都 是 描述 简 谐 振动 的 ,Ceoson Psincs 或 Zne'*"' 都 可 
以 看 为 一 个 具有 随机 振幅 的 简 谐 振动 .上 述 例子 天 明 , 者 不 同 频率 
二 I790 “= 


振动 的 振幅 互 不 相关 ， 那 么 这 种 简 谐 振动 的 有 限 项 其 至 无 限 项 的 
选 加 (只 要 它 是 均 方 收 竹 的) 部 是 平稳 过 程 ，(9) 和 (12) 又 表明 , 它 
们 的 协 方 差 务 数 亦 有 类 似 的 分 解 ， 且 可 表 为 与 随机 振动 有 相同 频 
率 成 分 的 简 谐 振动 之 和 { 即 (11)、 (12) 有 相同 的 os)， 关 于 平稳 过 
程 和 了 方差 函数 类 似 约 表 东 , 在 下 … 什 我 们 还 将 作 进一步 的 讨论 . 
[ 例 61 随机 电报 信号, 在 电报 信号 传输 中 , 信号 古 由 不 同 的 
电流 符号 给 出 , 电流 的 发 送 又 有 一 任意 的 持续 时 间 , 车 电路 中 的 电 
流 X(t) 的 变化 可 用 图 1 来 表示 
这 种 电流 变化 的 特征 是 : 
(i) 电流 值 只 取 十 1 或 一 1 
(ii) 电流 符号 变换 的 时 间 
是 另 机 的 ， 在 任 一 个 时 间 区 出 
(t,t 十 耻 内 发 生变 号 这 一 事件 流 
是 满足 简章 随机 事件 流 的 条 件 ， 图 1 
由 第 一 册 8 2.4 的 结论 ， 在 (十 间 内 出 现 避 次 变 号 的 概率 是 服 
从 普 阿 松 分 布 的 ， 





PO) Ch) 


则 当 在 (t,t 十 旭 中 出 现 偶数 次 变 导 , X(t) 和 站 (十 且 取 同 号 ， 在 
(C$ 十 有 中 出 现 再 数 次 变 导 ，X(E) 和 四 (t 十 癌 取 异 号 ， 又 车 当 为 
随机 变量 , 它 与 六 (+) 相互 独立 ， 


P(§-+0) =P(é=—9) = 


划 B85 二 0, B56* a*, 若 我 们 考 虚 


F(t)=sX(t) 
由 由 于 二 与 芯 (1) 相互 独立 ， 
BiY(t) = BISB{X()}=0 (13) 
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BOCOT(N REE {XXS)) 


—e {8 (14) 
BY Fr= {7 了 (1), 一 中) 是 平稳 过 程 ， 
、 平 稳 过 程 的 简单 性 质 
从 平稳 过 程 的 定义 容易 看 出 它 是 一 个 二 阶 绰 过 程 ， 所 以 第 
一 、 二 之 中 对 二 阶 矩 过 程 得 到 的 性 质 和 结论 对 于 平稳 过 程 也 同样 
成 立 ， 不 仪 如 此 , 有 时 还 可 得 到 更 强 的 结论 ， 下 面 我 们 把 $3.1 中 
二 阶 和 矩 过 程 的 一 些 结论 转述 到 平稳 过 程 上 来 . 
性 质 1 者 Blr) 是 平稳 过 程 羡 z= {证 (1)，#ET} 的 协 方差 函 
数 , 则 
五 (0 六 0 
B(—7)=B(r) 
| Br)| 委 号 00) 
更 一 般 的 , 号 丰 是 一 个 非 负 定 涯 数 ， 即 对 任何 正 整 数 加 复数 a， 
5 G4 及 了 中 的 二 ff 都 有 不 等 式 


之 Bliimti)a G0 (15) 


i jm 


和 性质?3 车 Bl(r) 是 平稳 过 程 久 r= 二 {XC(1)， 一 < 之 t<00} 的 
殷 方 差 靖 数 , 则 号 r 均 方 连续 的 充 要 条 件 是 BCr) 在 f=0 连续 , 且 
这 时 BLr) 处 处 连续 ， 

性 质 3 老 8Br) 是 平稳 过 程 瑟 一 {X(N， 一 扣 一 co) 的 
协 方 差 国 数 ， 则 互 r 为 了 次 均 方 可 徽 的 充 划 条 件 是 Br) 在 T=0 
时 22 次 可 微 , 且 这 了 时 Btr) 处 处 22 次 可 微 , 并 成 立 

a 1sl* 


E{XORV Es) 一 《一 1 一 3) 
0 rE {16) 
性 质 4 若 症 z 一 {XCt)， 一 co<t<co} 为 均 方 连续 平稳 过 
程 , (为 分 段 连 续 肖 数 , 则 在 任何 有 限 区 间 上 ， 下 列 积分 在 均 方 
总 闵 下 和 大 在 ; 


| fx(at 
且 对 性 一 分 段 连续 池 数 g(t) 和 存在 方差 的 随机 变量 了 有 
cov(| FDX as, | "ozce ) 


-|[ | BG—a)f (gdsdt (17) 
下 FDCDee 


一 | FOOE{X Pd! (18) 


性 质 5 设 蕊 r 为 均 方 可 微 的 实 平稳 过 程 , 则 
EB{XCY. X'(E)} =0 
[证 明 ] 见 $3.3 第 二 段 的 引 理 ， 
三 、 平 稳 正 芒 过 程 
在 第 一 章 中 曾 提 到 ， 一 个 二 元 函数 (tf, sa) 可 作为 二 阶 矩 过 
程 协 方 莽 国 数 的 充 要 条 件 是 (tf, 8) 为 非 负 定 的 ,并 对 任 一 非 负 定 
菌 数 可 作出 以 此 非 负 定 汞 数 为 协 方差 兄 数 的 正 态 过 程 ， 上面 又 提 
到 平稳 过 程 的 协 方差 钞 数 BCLt) 是 一 元 非 负 定 函 教 ，。 若 忆 
(ts)=B(t—8) 

则 由 (15)》， 二 元 函数 厂 (t，a) 为 韭 负 定 的 ， 所 以 必 在 在 正 杰 过 程 
二 1{ 久 (t), FET}), 它 的 均值 为 零 ， 且 以 呈 (t 一 3 为 它 的 协 方 差 国 
数 , 这 就 表明 一 元 函数 BC(t) 可 作为 平稳 过 程 的 协 方差 半数 的 充 要 
条 件 是 BCE) 为 非 负 定 商 数 , 即 广 足 (15)， 
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rr mr. 一 pb 


大 六 sz 为 实 平稳 过 程 , 上 
El{XCtti}}—m C19) 
FixX{(t X(ts)}=Blt—s) |-m? 
它 又 是 正 圾 过程， 即 它 的 有 限 维 分 布 CE 人 都 :过 
下 雯 分 布 ， 这 时 我 们 本 宙 出 王 二 让 南 苛 许 的 特 和 
钱 数 为 ; 


P(t, ny ts HL, 中 | Yt,,) 


-ol ) > oo 《20) 
从 120 不 难看 出 , 对 任 一 天 

各 (十 六 二 
又 因 分 布 限 数 是 由 其 特征 函数 唯一 确定 , 必 有 

下 【十 下 直人， 一 
这 减 表 明了 的 一 切 有 限 维 分 布 都 不 随时 间 推 移 而 改变 ， 这 是 较 
之 村 (1), 2) 更 蝇 的 一 种 平 稿 性 ， 通 芝 也 称 为 严 平 稳 ， 狭 父 平 稳 或 
强 平 稳 的 、 王 述说 有 明 表 明 对 于 正 态 过 程 来 说 , 1), (2) 规定 的 平稳 
性 和 (21) 规 定 的 平稳 性 是 一 臻 的 . 

当 我 们 讨论 平移 过 程 有 其 的 各 种 问题 对 ， 我 们 只 是 讨论 满足 
(1)，(2) 规 定 的 随机 过 程 的 种 种 特 住 ， 即 使 具体 给 出 了 一 个 满足 
《ij (23 的 均值 和 自 方 差 范 数 ， 往 往 也 不 是 只 给 出 了 一 个 平 秘 过 
程 , 而 是 一 类 具有 相同 的 二 阶 统计 特征 的 随机 过 程 , 所 讨论 的 也 是 
这 一 类 过 程 所 共有 的 特性 , 而 上 面 的 说 明 表 示 在 这 类 过 可 中 , 总 有 
一 个 正 态 过 程 ， 在 平稳 过 程 的 研究 中 ， 就 往往 把 这 个 平稳 正春 这 
程 作为 重要 的 特例 ， 这 时 由 于 正 态 过 程 由 其 二 阶 特征 可 唯一 确定 
其 分 布 ， 轩 此 从 平稳 正 态 过 程 可 以 得 到 较 一 般 平 稳 过 程 更 深刻 的 
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a rm 一 rn 站 rmrer mr AH 


结论 , 它 往往 还 是 深入 研究 平稳 过 程 的 出 发 访 ， 
四 、 平 稳 正 态 马 尔 可 夫 过 程 
在 $3.3 曾 提 到 自 态 马尔 可 夫 过 程 ， 其 标准 化 的 相关 铺 数 必 
R{r, 1) =ROr, sres, 1), rst 
者 这 -过 程 还 是 平稳 的 , 则 其 标准 化 相关 国 数 六 ?) 必 有 
R(tt+s)=R(Ot YR(s), 1,s>0 {22) 
对 上 式 的 进一步 分 折 便 可 得 到 基于 平稳 正 态 马尔 可 夫 过 程 的 下 到 
定理 ， 
定理 1 (i) 藻 瑟 一 { 王 (8 一 0 土 ],… 为 平稳 正 态 时 间 
序列 , 召 (全 寺 0， 则 它 是 马尔 可 去 过 程 的 充 要 条 件 是 其 协 方 益 冰 数 
BB( 贡 可 表 为 
Bn) =e"B(0), BQ, 18 | 所 1 (23) 
《ii 者 Xr 一 人 (1 一 co<t<oc) 为 平稳 正 态 过 程 ， 则 它 是 
均 方 连续 的 马尔 可 夫 过 程 的 充 要 条 件 是 其 协 方差 国 数 BL(t) 可 表 
为 
五 (一 Bo 有 人 2 人 及 es {24) 
[证 明 ] GQ) 由 (22) 不 难 推 出 , 春 外 7 为 马尔 可 夫 过 程 ， 少 有 
B{n) -=( 天 区) 


BO ™\ BC 
令 a 一 各 即 得 (23)， 反 之 ， 由 (23) 不 难 推出 Xz 的 标准 化 相 


关 函 数 (nm) 一 和 (3) 一 "满足 (22)， 


4) 孝 芋 s 为 平稳 正 态 马尔 可 夫 过 程 ， 则 其 标准 化 相关 思 数 
(EE) 滑 足 (22)， 又 因为 耻 s 是 均 方 连续 的 ， 所 以 (1) 是 # 的 连续 
函数 .让 此 可 知 ( 见 第 一 册 S2.4 引 理 )， 

Rt)=e!, 0 
中 了 了 有 学 = 


一 rr -Te Te rr real i 


又 由 标准 化 相关 函数 的 性 质 可 知 |R(t)j 委 1, 故 6 满足 
Re a 0 

反之 ， 当 让 满足 (2 拉 时 容易 验证 (22) 也 成 立 ， 即 节 s 为 马尔 可 
夫 过 程 , 又 因 (24) 中 的 RCE) 企 f=0 连续 , 扩 以 Xr 还 是 均 方 连续 
的 。 定 理 证 毕 . 

关于 平稳 正 态 纪 尔 可 夫 过 程 除了 它 的 协 方差 国 数 满足 上 述 条 
件 外 , 其 本 身 亦 有 特殊 的 表示 . 

定理 2 (i) 若 和 rr 一 信人 (0，# 一 0 土 1,"…} 是 均值 为 零 的 平 
稳 过 程 , 则 它 的 协 方差 为数 BB(n) 可 表 为 


B(n) =a"BO), n>0, lal <1 《25) 
的 充 要 条 件 是 和 人) 满足 下 列 一 院 盖 分 方程 
Kn) —ortn—1}=t(n), |al<<1 《26) 
其 中 (8) 为 吾 不 相关 的 平稳 序列 , .满足 
BEB{ECm Em)} = on {27) 
或 者 等 价 地 匡 (n) 可 表 为 
Xm) = > GE 人 及 一 站 (28) 
鞭 中 (9) 亦 满 足 (27)， 


(ii 车 上 述 下 x 还 是 正 态 过 程 , 虽 (267 一 一 C28) 中 的 {Cn)} 
为 独立 同 分 布 的 入 (0, ac 马 随机 变量 序列 
[证 明 j] (i) 车 瑟 y 的 协 方差 国 数 号 (5) 满足 435) 全 
EER) = 1) 
则 当 n 宕 mw 时 ， 
BECn) ECR) 一 盏 (了 (0 — axXtn— 1 (ROR) —aXcm—1)) 
~Bn—m)—aBmn—m—1)—aBm— mi+1y 
+[sl:B(n—m) 
= [lal 3 BO), n=m 
U, Rm 


s T1835. 


上 项 以 导 人 应 广 足 (527) 天 人) 满足 一 防 蓉 分 方程 426)。 
者 六 zr 满 吓 (26), (27) 则 
XR) — XR 1) 二 fn) 
An—1)—aX(n—2) 一 二 (各 一 了 
Kn)—axm— HM—1)=t(n— NM) 
Bh 
时 
XN) => Em) tortii (np— M1) 
年 = 不 


由 于 1al<1, 1al*<oo, 所 以 (28) 中 的 级 数 是 均 方 收 化 的 , 


limB la X(n— M— 1 timo dp|X(O0 :=0 
Hy 直 中 二 


所 以 : 
X(n) — are(n—b) 
即 蕊 (可 表 为 (38) 


反之, 若 (27), (28) 成 立时 , 当 2 320 
Bl) =EX(n) X(O)) 


wo oo, 
ey 
出 二 让 4 三洋 





= 之 ag (s(n—h) ED) 
= Saniat 
me rt 一 a _ ve" 
i 
特别 当 #=0 时 ， 
| 


- an 


加 BO) =I al 
所 以 , 当 实时 ， 
B{n) =a"D(0 

即 和 xy 的 协 方 差 函 数 满 足 (25). 

(ii) 是 正 态 分 布 随机 变量 独立 与 不 相关 等 价 这 一 事实 的 直 
接 推论 . 

于 述 定理 是 叙述 参数 离散 时 平稳 正 态 马尔 可 天 过 程 的 展示 ， 
对 于 连续 参数 亦 有 类 似 的 结论 ， 即 Xz 的 协 方差 函数 满足 (24) 的 
充 要 条 件 是 X(t) 油 足下 列 一 阶 线性 微分 方程 

X(t)—ak'(t) = (i) (29) 

或 等 价 地 X(t) 可 中 为 下 列 滑动 和 


X(t)=| enodn(s) 


共 中 (3), 一 00 之 s 之 500} 为 满足 下 列 条 件 的 不 相关 增 晤 过 程 
DOKAt)—n(s)) =o0|i—s| 

对 于 (2 外 中 的 (1) 需要 一 些 特殊 的 说 明 , 粗粮 地 说 它 是 不 相关 增 

量 过 程 的 “导数 "， 特 别 当 X(t ) 是 正 态 过 程 时 , ?ti 就 是 第 二 从 中 

提 到 的 维 纳 过 程 ,Y(t) 就 是 白 噪 声 , 而 人 (2) 中 的 微分 方程 , 就 可 按 

§ 3.4 中 的 随机 身分 方程 来 理解 ， 击 此 时 的 Ci) 就 是 52.3 中 提 

到 的 爱 伦 菲 斯 特 - 乌 伦 贝克 过 程 ， 


3 2， 平 稳 过 程 和 协 方正 函数 的 谱 分 解 


在 富 利 壹 分 析 中 已 从 数学 上 论证 了 这 样 的 事实 ， 任 一 次 示 位 
移 的 时 间 的 函数 (周期 的 或 非 周期 的 ) 都 可 看 为 无 数 个 (有 限 或 无 
限 个 } 简 谐振 动 的 迭 加 , 对 于 描述 随机 变化 的 随机 过 程 是 否 也 有 相 
类 位 的 结论 呢 . 51 的 例 4、 例 5 已 表明 具有 互 不 相关 随和 机 振幅 简 
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谐振 动 前 造 车 一 般 是 一 个 平稳 过 程 ， 那 么 对 平稳 过 程 是 否 也 有 染 
侯 于 富 利 埃 分 析 中 的 分 解 定 理 呢 ， 妈 对 尾 一 个 平稳 过 程 是 否 都 可 
分 解 为 随 视 的 简 谐振 动 的 选 吉 呢 ， 这 不 是 末节 中 平 稿 过 程 谱 分 解 
定理 所 回答 的 剖 题 . 首先 我 们 要 介绍 捧 方差 区 数 的 谱 分 解 定 理 ， 
定理 1 车 B09) 为 平稳 有 时 闻 序 列 六 r= 二 {下 (n),n 二 00 土 1 …} 
的 纱 方差 函数 , 则 它 可 表示 为 
Bn)=| edF() (1) 
其 中 下 (办 是 万 连续 , 有 界 , 非 降 函 数 . 
特别 对 实 平稳 序列 的 协 方差 藻 数 B(R) 必 可 表 为 
B(n) = | cosnAdF, (A) (3) 
且 (1), 02) 中 的 玉 (D, FF,(D 不 计 常 数 之 差 都 由 Bn) 唯一 祖 定 . 
{证明 ] 若 五 (9) 为 总 的 协 方 差 敬 数 ， 则 由 (1 15)， 宅 是 一 


个 正定 序列 ， 由 赫 尔 桔 党 花 定 理 ( 第 一 般 定 理 5. 3. 10) 可 知 , 必 存 
在 左 连 续 非 降 有 界 请 数 六 (四 ,使 B(n) 可 表 为 
EB(n) = eigF A) 
县 不 计 党 数 之 辣 玉 ( 力 由 Br) 唯一 确定 
者 马 r 汶 实 的 , 则 BC%) 也 是 实 的 ,所 以 (5) 一 五 (一 站， 而 


| eimdF (A) =B(n) =B(—n) 
= 上 eivadF (A) 


斯 以 
FCOA)—F Od) 一 下 (一 而 十 乓 一 下 (一 在 十 的 
因此 


BO = 到 (| edp + omar) ) 


志 寺前 和 所 


-| cosnAdr (A) 


一 2| cosnAdF' (1) 
sa 用 


取 下 (1) 二 2800) 十 0C 芭 得 (2)， 琴 (办 的 瞧 一 性 亦 可 由 (1) 中 FC2) 
的 唯一 性 推出 . 

对 于 连续 参数 情形 有 如 下 定理 . 

定理 2 者 E(t) 为 均 方 连续 平稳 过 程 艾 z 的 协 方差 范 数 ， 员 
它 可 表示 为 


BC )= - eiugF (A) 《3) 


其 中 FF( 放 是 下 连 绪 有 界 非 隆子 数 ， 
转 别 对 实 平稳 过 程 的 浅 方 差 函 数 BCt) 必 可 表 为 
BD)—)| cost AdP, (A) (4) 


理 (3), (4) 中 的 FF(4) 和 (四 不 计 常 数 之 差 都 由 B(E) 队 一 确定 * 

[证 明 1 者 B(#) 为 均 方 连续 了 z 的 协 方 益 国 数 ， 则 百 ( 旨 是 
连续 正定 国 数 , 由 波 赫 纳 尔 - 辛 钦定 理 ( 第 一 册 定 理 5, 2. 外 它 必 可 
表 为 (3) 的 形式 ， 且 下 () 由 吾 ( 轨 叭 一 确定 (不 计 和 常数 之 差 )， 至 干 
实 的 情况 也 可 象 定 理 1 一样 证 明 ， 

定理 ] 和 定 埋 2 又 称 为 协 方 差 国 数 的 诺 分 解 定 理 ， 革 中 的 
下) 或 万 (4 都 称 为 平 稿 过程 Xr 的 谱 医 数 ， 特别 当 卫 (4 或 
让 (4) 绝对 连续 时 , 即 它 可 表 为 


F(D=| fidp+o 


则 称 (2) 为 Xs 的 谱 密 度 , 且 此 时 协 方差 函数 的 谱 分 解 式 (3) 可 写 


BC 一 | ea7(Da4 ' (5) 


39. 


离散 参数 和 实 值 过 程 也 有 妆 似 的 表示 ， 

对 于 平稳 过 程 而 言 , 除了 常数 均值 外 协 方 差 国 数 就 是 它 的 最 
重要 的 统计 特征 了 ， 而 定理 1, 2 又 表明 沙 方 差 医 数 和 谱 函 数 是 五 
相 单 值 确定 的 、 因 此 给 定 了 过 程 的 均值 和 谐 范 数 也 就 完整 地 给 出 
了 过 程 的 统计 特征 , 因而 关于 平稳 过 程 的 许多 讨论 , 都 要 把 问题 的 
条 件 和 结论 与 其 谱 函 数 联系 起 来 。 今 后 我 们 就 常常 这 样 铸 ， 

在 利用 协 方差 函数 确定 庶 函 教 时 一 个 重要 的 特殊 情况 是 

| BO) jer<oo 
这 时 人 必 存 在 连续 谱 审 度 疙 4) (可 参见 第 一 册 $4.4 相仿 的 定理 )， 
县 用 
f= ,| e-Baydt (6) 
在 实 的 情况 下 ， 
f.{1) = | eosdiB(t) ds, 0<4<oo 


对 离散 参数 情况 当 >3 1B(n)| < 之 o0 时 亦 有 类 似 的 结论 , 即 


fC) = > B(n)e-'™ (7) 
在 实 的 情况 下 ， 
fi(N) == SB(n) cosnd 
[ 便 1] 车 及 ={X(n),n=0, 土 1,…} 为 零 均值 坊 不 相关 随机 
变量 序列 , 则 


Bn) = ‘9, = 二 0 
(0， 站 0 


因为 已 1B(W) 1 过 0, 利用 (7) 可 知 它 存在 谱 密 度 (4), 且 


a oD *# 


1 -in 
f(D = 之 300。 + 


0 
一 了 7 一 元 莹 7 过 到 


而 谱 函 数 可 取 为 F(4) = at). 


(8) 


[ 例 2] 者 {了 (nw)} 由 $1 例 2 规定, {X(m)} 是 便 1 中 的 随机 


变量 序列 , 日 
荆 Icul<a 
F(R) 一 于 cx 
出 了 (的 协 方差 国 数 为 
五 (n) -=o( 5 oil, 
由 于 加 


> CC, rik 


< 1 ) 00 
所 以 了 (n) 有 连续 庶 密 度 f(N), 且 
f= 5 Be 


= > en [三 co 


如 二 一 < 证 三 一 上 m 


S |BO)| =0° S$ 


T=- 前 = 一 后 








本 由 
3 oe ,A 
FEE 


2 





《9) 


事实 上 , 当 0, 满足 字 .10 |: 过 oc 有 时，(9) 规 定 的 芒 也 以 (10) 中 的 
规定 的 了 (4) 为 谱 密 底 〈 见 例 8)， 只 是 此 时 《10) 的 级 数 是 在 
LT 一 xz, x] 均 方 意义 下 收 合 , 而 了 (4) 也 不 一 定 二 4 的 连续 荡 数 ， 
[ 例 3] 者 yz 由 3I 例 6 规定 , 则 其 陈 方 差 国 数 为 
Bli}=oe *’, £0 


由 于 | 1B(D 14t<oo, 所 以 Ys 也 有 连续 庶 密 度 了 ( 科 ， 它 可 表 为 


fD- 志 | eB)at 


各 本 站 ， 
一 (| ee xi ) 
0 . ~ 
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~ (44 十 珑 ) 
[ 例 4] 车 及 r= {XX(n),% 二 0， 土 1,…} 为 平稳 正 态 蕊 尔 可 夫 
时 阳 序 列 ， 则 由 41. 23), 这 1B(x) | 之 co， 按 (7) 它 也 有 连续 谱 
窗 诬 f(2), 且 可 表 为 


f0) =H Be 


me 一 让 
-去 全 a"B(0)ein + SD) Be ) 


临 一 心 习 三 一 吗 








BO) 1 der 
2 (Tt Lr) 
oo Bo0} {1— |al’) (11) 


2xr:tl—ne 2)(l—ae'y 
类 位 的 , 对 连续 参数 平稳 正 坊 马尔 可 夫 过 程 ,车 其 梁 方 差 函 数 为 
Bli)=e"'B(0), TD Regq<d 


则 它 有 如 下 连续 诬 密 庶 f()， 
f= 地 | Biye-iudt 
— Rer 
GE) (7 
[ 例 5】 车 和 rzr 为 由 3831 和 例 5 所 规定 的 随 托 握 动 之 和 , 即 
KH Si poornst (13) 


其 中 {2,} 挛 撒 是 避 . 10), 网 其 协 方 差 隙 数 为 
Bt) = > TReiont 


在 二 一 加 


者 到 
下 ( 科 一 之 (14) 


则 
BC 一 | eidFP (lA) 


这 个 例子 表明 对 于 随机 简 谐振 动 的 选 加 而 成 欧 平 稳 过 程 (13), 它 
的 谱 乓 数 (人 是 由 一 个 纯 跳 瞩 函 数 构成 ，F() 的 吨 跃 点 就 是 
X(#) 各 分 量 的 振动 (图 ) 频 让 wo,， 而 路 讼 就 是 各 分 量 振幅 2, 的 广 
其 02， 所 以 了 ( 力 可 看 为 各 随机 振动 振幅 方差 随 频率 的 分 布 孙 
数 , 若 不 计 常数 因子 之 关 , 则 可 认为 方差 是 与 振幅 平方 同 量 纲 的 ， 


代表 握 动 的 能 晤 或 功率 大 小 的 , 因此 下 (和 也 是 随机 振动 的 功率 


随 频率 分 布 的 分 布 前 数 ， 所 以 工程 上 也 皂 元 ( 思 称 为 动 率 谱 四 布 ， 
而 其 导 数 了 (也 称 为 功率 谱 密 度 。 一 
[ 例 6 了 车 也 () 为 任 一 左 连 续 非 降 有 界 函 数 ， (一 oo) 一 0 
所 了 为 相互 独立 随机 变 景 ， 以 (UDP( 十 co) 为 其 分 布 函数 ,7 
为 [0, 2z] 上 均匀 分 布 , 令 
Y (1) = FT eet® 
[33 + 


则 
2 Fr | 
E{Y{{)}=—vF(+eo) | | end te) = 
A tth, ==EY(E-HR) F(R) 


(二 








=| eap(a) 


这 就 天 明 {7 了 ()} 是 一 个 平移 过程， 这 个 例子 告诉 我 们 性 一 左 连 
续 非 降 有 界 函数 都 可 作为 茶 一 平稳 过 程 的 谱 函 数 , 而 由 此 至 接 (3) 
规定 的 B(1) 必 是 斌 平稳 过 程 的 协 方 差 函 数 ,所 以 C3) 不 仅 是 B(#) 
作为 协 方差 函数 的 必要 条 件 , 它 也 是 一 个 充分 条 件 . 

二 面具 是 讨论 了 协 方差 函 数 的 谱 分 解 ， 下 面 我 们 再 来 讨论 平 
稳 过 程 本 身 的 庶 分 解 ， 为 了 讨论 方便 起 见 ， 在 下 面 两 个 定理 中 我 
们 都 假定 平稳 过 程 1 卫 (1)} 的 均值 为 堆 ， 油 为 当下 (4) 的 均值 台 不 
为 零 时 , 我 们 可 以 令 玉 {二 于 (f) 一 m, 则 久 1( 引 就 是 均值 为 零 的 
平稳 过 程 了 . 

定理 3 设 天 ;一 {XX(n)，% 一 0， 土 1,…} 为 平稳 随机 序章， 
思 {X(%)} 一 0, 则 下 (4) 必 可 表 为 


: x(n) = ea 人 (15) 
其 中 {(, 一 <1 二 本 车 不 计 随 机 变量 之 莽 为 白玉 ,唯一 铺 定 的 
满足 下 列 条 件 的 左 过 续 正 交 增 量 过 程 . 

(1) B{ECAN EN))} 0; (16) 


《2) 车 (在 十 Ai 与 (4 4 十 A4,) 不 扯 重 踪 , 则 
ELC(h HAN)—ECh ed +A) Eh) =0 (17) 
《3) EletAs)—6 (Ad) | =F(A,) —F(A), ha 人 > 《I8) 
其 中 王 (4 为 于 r 的 庶 函 数 。 
”了 3 学 。 


定理 4 设 久 fr 一代 (一口 必 1 之 90} 为 均 方志 续 平 稳 随 机 
过 程 ,E{(#)}=0, 则 卫 (#) 必 可 表 为 
X(t)=| evdea) (19) 
其 中 从 (2), 一 2<<4 过 0} 若 不 计 随 机 变量 之 盖 为 由 Xs 唯一 确定 
的 满足 下 列 条 件 的 左 连续 正 交 增 量 过 程 ， 
(C1) EtS(A) —6 (AND} = 0; {20) 
(2) 车 (Wh, 加 十 A41) 与 (42, 4 十 Atz) 不 相 重 选 , 则 
ELECA AM) — EM) I LE AN) —e(A)] =0 (21) 
(3) ElECY—ECA) | =F) — FN), Msi, (22) 
其 中 (4) 为 Xr 的 谱 国 数 . z 
由 于 上 述 两 个 定理 的 证 明 是 相同 的 ， 所 以 我 们 把 它 放 在 一 起 
叙述 , 而 只 对 定理 4 进行 证 明 . 
[证 明 ] 车 下 ( 力 为 各 r 的 谱 床 数 , 记 


万 {5:1 和 |:<o0, 为 随机 变量 } (23) 
LtdF) 二 tp:9 (4) 为 (一 oo, co) 上 复 值 函 数 ， 
人 le ar <o0} (24) 


如 在 百 中 以 吾 { 二 } 表 志 乡 的 内 积 导 2, 并 把 以 概率 1 相等 的 随机 
变量 看 为 是 同一 个 随机 变量 ， 则 吾 是 一 个 希 尔 伯 特 空 间 ， 同 天 
Za(d8) 也 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 , 它 的 内 积 古 


(有 = 0 区 DaFO) 


我 们 是 靠 在 工 ,(4F) 与 瑞 建 立 某 种 对 应 来 证 明 这 个 定理 的 ， 
(i) 首先 建立 at&F) 到 互 中 的 如 下 对 应 于 对 


N= cen mEL (dF) 
1 二 1 


fp)= SosXt;) (25) 
41=1 


EF{f(y)} -ex 


且 当 (0)= > :er? 肝 ,利用 Xs 协 方 差 函 数 B(1) 的 庶 分 解 有 : 


(fy), FE)) -a (Sexe) ) (Eas) 
4=1 k=1 


= SS of,B(t,—t;) 
了 = 
~ Soa | etagp0) 
可 .点 = 上 “本 
= 上 Se (Sai 
| 三 
= pO Var) 
= (P,P) 


利用 记 一 等 式 ,首先 可 以 说 明了 是 一 意 的 , 即 当 p(2) = 了 Joyer'n 
一 和 Qe “时 ， 必 有 (Soe )- ere Eaxo) 
k=1 7 pe| pe 


-1 其 次 了 是 线性 的 , 并 且 了 还 是 保持 内 积 不 变 的 ， 


而 当 LtaF) 中 的 一 列 元 素 Pa 满足 下 列 条 件 时 ， 
*。 196 。 


liml pa — pl =0 
对 互 中 的 元 素 列 {ff 人 op) 号 有 
Elf(pa)— fp fp) pn 
—|p.— pnl 0 
岂 吾 的 完 和 摆 性 , 过 有 五 中 元 囊 二 .使 
limElé—f (pn) [一 

我 们 就 可 令 

E=f(p) 
不 难说 明 , 这 样 规定 f(g) 是 完全 确定 移 , 即 了 (Pp) 不 随 收 钱 于 Pp 的 
{Pj 不同 而 政变, 而 且 当 二 了 车 时 ,仍然 成 江 

E11=0 


EW) =| pO PATAF 


这 样 我 们 就 在 La(4) 中 形 为 p( 力 一 eje''r 及 其 均 方 和 极限 的 


所 有 元 素 上 建立 了 到 瑟 中 的 映照 六 且 了 保持 肉 积 不 变 
五 {f(p7)) 一 0 
{fp), Tp)) = {0, ») 
出 于 {e ,一品 之 1 之 9} 在 LztdF) 中 芍 完备 性 , 革 对 上,{4F) 中 全 


一 函数 都 可 选 一 询 ps 二 oYe i014 使 
f=1 
lin) 1p (HD —ps DD PAF (DD =0 


所 以 了 是 Lz(aF) 到 五 中 的 映照, 且 保 持 内 积 不 变 . 
Gi) 对 任何 实数 6,5, 以 Xtow( 力 表 区 间 La, 四 的 示 性 函数 ， 
则 z - 
Kin (A EL AF) 
ss JI97 * 


Xm AEL CAF) 
令 
ECb) =f (X00) 《26) 
则 
E{E£{2)}=0 
且 当 (和 ,和 十 Ai 与 (4 4 十 Ai) 不 相交 时 ， 
E(ECH FAM) —ECA)) CE FAN) EN)) 
=B{f(X 0 ra (A) FX tad CA) } 


-| Na raa (A XL CAI IEF CA) 
一 站 
团 在 (4 ， 一 20 以 之 oo} 为 正 交 增 量 过 程 ， 日 当 4 时 


BCH) EA) N=B FOX)) 1 
=| 1xzuso(DTaE() 
一 下 (4 一 下 (4 
所 以 {ECD} 满 中 (20) 一 (22) 且 为 左 尝 续 的 . 


(iii) 由 于 攻 (4} 满 足 (20) 一 一 (23) 且 为 左 连续 的 ,所 以 我 们 
可 以 对 pELatdF) 规 定 如 下 随机 积分 


| PDE 
并 且 满 足 
5 计 * CVAaECA) | _n 


2 人 va | sa | 


-| wpare) 


转 别 当 9( 力 为 4 的 连续 隔 数 时 
。198 。 


| a) lim| vd) 


= lim lim 六 pAFINAEAY 一 EC 《27) 
二 Tiz| a -34 他 | | 站 
中 
其 中 
A ND A, 
一 入 =1 交 A 和 = 术 
而 《27) 中 的 极限 都 是 互 中 的 均 方 收 伍 极限 ,利用 {27) 不 难得 出 


人- paz Ty 


tv-1 -一 
=lim lim pO BECGY, 一 ED 
Pata) -AN 4=1 
4 由 十 | 地 
下 拉 一 


mm 
-ii py | xn Mo Pe "FO 


maa -i+D 4= 
-| P(Ae- gdF (28) 


Civ) 取 g( 力 =e 利用 (28) 可 得 : 
| (CD 一 | et | 
~EIX(t)|’—2Res, Xe 
+8 [ede 
B02Re| dr (D+| dF) 


wr 
即 


X(t) =| 三 


雪人 


Cv) 车 到 (有 表示 式 119), 且 5&0) 文中 (20) 一 一 22), 则 轿 
fei， 一 co<tccojy 在 工 s(a 有 ) 中 宪 备 ， 对 任何 实数 多 二 此 有 
pg.( 和 ) 二 ewer 满足 

志 三 ] 


im| DE 
这 时 利 肌 上 和 为 正 次 增 量 过 程 , 必 有 
lim Sx) 


lim oe ‘nae (A) 


—lim| .Caen) 


一 | Xen Ch)aE dh) 
—£(6)—EtG) {29) 
所 以 2() 的 增 量 由 六 sz 唯一 确定 , 且 不 计 随 机 变量 之 莽 , 弛 本身 
也 是 唯一 确定 的 。 定理 证 毕 . 
对于 实 的 平稳 过 程 更 有 如 下 定理 , 
定理 5 (0) 鞭 盛 -一 { 开 (8)， 一 <n<coj 是 均值 为 办 的 实 
的 平稳 随机 序列 , 则 筷 (9) 有 如 下 表示 
Xo) 一 人 cosnadU (1)+| sinnAdV (4) (30) 


其 中 全 ( 几 ,一 4 之 A 之 5 (0), 一 #5 之 4<x), 壤 不 计 随 机 变量 之 
差 , 为 由 Xr 唯一 确定 的 满足 下 列 条 件 的 左 连续 正 灾 增 其 过 程 
C1) EU OA} =E{Y(A)} =0; {31) 
C2) 若 入 志和 之 才 4, 则 . 
B{UCAN—UAND TA UH))} 
BEV)—V DOTA 一 PFC) 
ss 2 二 : 


=| aF.() (32) 
E(UCGDNI—UAD THAN VY) =0 (33) 
其 中 豆 (f4) 为 开 (m) 防 方差 函数 五 (2) 如 下 庶 分 解 中 的 谱 的 数 ， 
B(n) = | cosnAidF, (AY 
[iiy 洲 于 z= { 芝 (#), 一 0 之 1 之 coo} 是 均值 为 零 的 实 的 均 方 过 
统 平 稳 过 程 , 由 证 (有 如 下 塌 示 
XGO 一 | costaa0 (H+| sintAdV (A) (34) 
其 中 佑 (0) ,一 co 之 A420}，{F(N0)， 一 之 4 之 oo0} 若 不 计 随 机 谈 
遇 之 益 汶 由 至 rp 唯一 决定 的 注 足 避 ]) (33) 的 左 连 续 正 充 
增 量 过 程 . 
[证 明 ] 我 们 只 证 明 (ii), 对 于 人 ) 证 明 是 完全 闻 样 的 者 X» 
的 协 方差 国 数 B(t) 有 谱 分 解 


BC#)=| eost2dF,CN) 





-| Bi 可 CA) 
则 由 定理 2 可 知 当 4, 4; 守 0 时 ， 
五 《43) —F (Cd) =—2[ F(A;) — P(A)] 
二 2FF( 一 机 十 0) 一 FC 一 A 十 由] 
按 定理 4 
X=| edc) 
且 
BISA — EH) [=F A) P(A,) 
出 于 站 是 实 的 , 所 了 
X= X= | e ii 
207。 


FA) EM = TET (35) 
并 且 当 2a, 机 宇 0 时 ,由 (21) 有 
E{(ECAD) — EA EM) Eh))} 
= REECA) — EAYILE( EA —e( d+ 0] 
一 必 C36) 
若 &1(4), 5z( 力 分 别 为 EC) 的 实 部 和 虚 部 ,将 复 值 (和 ) 表 为 
EN =E NFCA) 
则 让 (22) 及 取 {(36) 的 实 部 和 虚 部 分 别 有 
Ef€ (M2) —E(A)] =BEE (0) —é 4) 


=1 ElECh) £0) 1?=3[F 4) FO)] (37) 


到 (el(4a) — EAD (estA) 一 ca 
一 —ELé; td,) 一 各 st] 4 一 此 (4a)] 





多 由 
—ELe(d) — A) [Ed ) — Ea (ds) 1 
+ BE[es AD) — EA ) Le, CA) —£1 CA3)] 
=ImELECAD—EA) IE — EA)] =0 
可 得 z : z 
BE CA) EM)) C2 (A — sh))} =0 (38) 
因为 了 十 实 的 ， 

X(t) =Re) o'rge (hd) 


-| cosMtdc CD 一 | sinAtde, (4) 


=| eosdtav0) 十 | sin NdF(O 
0 


其 申 忆 ,了 宙 于 (39) 可 职 为 
UD =261tA), VF (A) = —26: tA) 
"A028 


再 从 (37), (38) 就 不 难 推出 品 , 了 请 是 (31) 一 一 (33), 至 于 地, 了 由 
Xs 唯一 确定 , 其 证 明 也 是 类 似 的 . 

由 定理 证 明 过 程 中 的 (29)}， 我 们 可 以 看 到 (5) 一 Ela) 是 由 
坟 ( 引 的 线性 组 合 的 均 方 极限 来 友 定 的 ， 当 站 () 为 实 过 程 时 , 其 随 
机 谱 孙 数 吕 ( 办 ，F( 办 也 是 实 的， 而 通过 (G42) 一 区 Ca) ,VC42) 一 
(41) 的 线性 组 合 亦 可 了 肥 为 实 系 数 有 的， 这 时 当政 (为 实 正 态 过 程 
时 ，B(UD，F( 轨 也 可 取 为 实 正太 过 程 ， 若 我 们 能 适当 地 规定 复 正 
态 过 程 , 只 要 它 保 乒 人 性 变换 及 均 方 收 化 下 分 布 正 森 性 不 变 , 那么 对 
复 平 稳 正 态 过 程 的 随机 谱 函 数 也 可 取 为 复 的 正 术 过 程 , 而 上 (Ch) 增 
. 基 的 不 相关 性 就 变 为 独立 性 , 这 样 就 有 下 列 推论 . 

推论 世 一 { 开 人 (， 一 oo<i<ool 为 均 方 连续 平稳 正 杰 过 程 
的 充 要 条 件 是 其 谱 分 解 式 {19) 中 的 504) 可取 为 正 态 独立 增 量 
过 程 ; 

上 面 二 个 定理 都 是 把 平稳 过 程 表示 为 对 正 交 增 量 过 程 的 随机 
积分 , (15), (19)，(30)，{34) 都 称 为 随机 过 程 Xs 的 谱 分 解 , 其 中 
的 5 办 和 和 品 ( 力 ,V4) 也 称 为 过 程 s 的 随机 谱 函 数 . 

谱 分 解 式 (15), (19)，(30)，(34) 就 是 1 例 4, 5 的 推广 ,因为 
对 于 随机 积分 


Xt) -|erae0) 
可 以 用 如 下 的 和 式 来 再 近 
OF = Dere ,0) 2 


而 对 上 述 了 ( 引 , 它 就 是 频率 为 4i 的 具有 随机 振幅 & 411:) 一 EC4)) 
的 随机 简 谐 振动 的 选辑 , 而 由 于 (4) 是 正 交 增 量 过程, 所 以 了 (8) 
中 各 随机 振幅 604;,1) 一 5&4)) 是 互 不 相关 的 , 而 对 4 的 分 割 加 密 ， 
了 ( 引 均 方 收 合 于 下 ( 由 这 一 点 就 表明 对 一 般 的 平稳 过 程 ， 不 能 只 

+ 203+» 


把 它 看 为 公 是 有 限 个 频率 随机 板 动 的 选 加 ， 而 应 该 是 无 限 个 各 种 
不 同 频率 随机 振动 的 选 加 , 随机 积分 就 是 这 种 选 加 的 数学 描述 . 

对 离散 参数 的 平稳 序列 , 频率 变化 范围 是 [一 x, x], 对 连续 参 
数 过 程 频率 可 在 (一 co0, co) 上 变化 , 而 对 实 的 过 程 只 需 考虑 频率 为 
正 的 情况 ， 过 程 《() 在 区 疝 [4, 和) 上 上 的 增 量 E(as) -CU)， 就 是 
频率 在 [11,722) 上 各 随 视 振动 振幅 的 迹 加 , 所 以 

BIECD) —EA) =F FN) 
就 是 频率 在 [2,, 4,) 上 诸 振 动 的 功率 , 而 
EIX(t) l=B(0) ~ |dF (2) 


正 表 明 反 映 变 化 过 程 (1) 的 总 功率 旦 I[X()1? 是 其 各 频率 上 功 
率 号 的 总 和 ， 这 就 是 谱 分 解 定 理 的 物理 解释 ， 正 由 于 平稳 过 
程 的 谱 贰 数 有 这 种 物理 含义 ， 所 以 从 谱 分 解 出 发 来 处 理 平稳 过 程 
各 种 问题 即 频率 域 处 理 方法 就 成 为 一 种 秆 要 的 方法 了 。 
此 外 ， 谱 分 解 式 
xX(D=|e'raz 


是 用 随机 积分 来 规定 的 ， 正 如 随机 积分 不 能 看 作料 本 质数 的 斯 术 
杰 积 分 一 样 , 它 岂 不 能 起 理 解 为 (1) 的 样本 函数 有 同样 的 富 利 过 
展开 , 《15), (19), (30), (34) 只 能 表明 瑟 (1) 是 无 数 简 谐 振动 的 “ 均 
方 " 选 加 , 而 对 天 (所 本 身 的 样本 函数 可 以 是 不 具备 这 种 分 解 的 , 因 
为 对 区 (中 本 身 来 说 , 它 的 样本 函数 如 下 积分 | ”15) ds 往往 
是 无 限 的 ,所 以 是 难于 建立 它 的 富 利 埃 展 开 式 的 . 

对 于 平稳 过 程 来 说 , 谱 分 解 定理 作为 一 个 基本 定理 , 它 的 重要 
性 不 仅 在 于 它 的 物理 含义 ， 而 且 它 也 为 我 们 提供 了 分 析 平 稳 过 和 
的 一 个 数学 工具 ， 因 为 在 谱 分 解 定理 的 证 明 中 , 我 们 在 za 到 


HH 建立 了 如 下 的 映 招 于 
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L(t ei x Wen 
对 一 般 的 pEL,ta), 小 礁 看 出 


fq) -| CN dE (39) 


而 在 了 之 下 工 (9 本 的 象 全 体 就 是 下 中 : 苹 (2), EET1} 线 性 组 合 及 其 
去 方 极限 的 金 体 , 车 以 吾 z ( 辽 ) 几 示 这 个 集合 ， 那么 站 就 是 Lt4F) 
到 吾 z( 芒 )} 上 的 映照, 且 保 持 内 积 不 变 , 即 
【了 (0) FB) = (FP, Hp) Locar) : C40) 

所 以 这 个 映照 也 必 症 一 一 的 (不 计 随 机 变量 以 概 来 1 相等 的 差 
别 )， 这 个 映照 的 逆 映 脱 广 ' 就 把 中 r (XX) 照 到 工 , (4F)， 由 寸 保 持 
内 积 不 变 ， 所 以 五 rz(E) 于 基于 工 z 的 许多 分 析 问 题 ， 可 以 在 阔 数 
空间 Li(dF) 上 米 进行 , 这 种 利用 还 国 分 析 或 富 利 埃 分 析 中 的 一 些 
方法 和 结论 ， 就 可 以 及 (4F) 中 来 带 助 和 解决 五 >() 中 的 概率 统 
计 局 题 , 当 热 从 概率 统计 欧 直 观测 发 解决 五 (X) 中 某 些 概率 统计 
问题 ,也 会 同时 获得 T (dR) 中 相应 移 结 村 所 以 谱 分 解 及 随 之 而 
确立 的 Lz(dF) 与 吾 z (XX) 间 的 映照 成 为 研究 平稳 过 程 的 一 种 重要 
方法 . 

f 例 7] 霸 {XX(n) ,8 一 0, 土 1;…} 为 例 1 中 的 登 均 值 互 不 相关 
序列 , 只 实数 列 {e,} 满足 


Soh<o 


此 去 一品 


接 $ 1 例 2, 名 规定 平稳 过 程 


T (= > CX(n—E) C41) 


因为 {了 Cn)} 是 平稳 过 程 , 若 它 的 谱 分 解 为 
X(m) =—| evader() 
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下 


Elér CA) tr (4) 


这 时 利用 Lo(d 本 ) 与 日 ( 苹 ) 的 一 一 对 应 , 又 由 (4 站 在 于 r (他) 中 均 
方 收 伊 ， 所 以 
Hn) ee "4 


CNR ee 


了 (9 一 CX 全 一 阅 < 


基 一 < 下 三 一 


— Ei"a( > Cre '*) = 
Br i 


这 样 , 由 (39) 可 得 


Yn) -fei SD ee 't’)) 


-ea 
= eae 
因此 了 (m) 的 随机 谱 扼 数 可 取 为 
Ez (0 -CE oeryatatp) 
而 了 (n) 的 证 函 数 也 不 难 由 此 推出 为 





二 和 
> Rd da 


见 了 (9) 是 存在 如 下 谱 密 座 
1 -如 | 三 ce 


出 $1 知道 ,平稳 过 程 x 一 {X(),， 一 之 4060} 次 均 力 可 
* ZE » 


徽 的 充 要 条 件 是 相关 二 数 Bir) 在 t=0 时 27 次 可 微 , 类 似 于 特定 
图 数 牙 微 性 与 分 布 国 数 存在 抱 之 各 的 关系 ， 又 可 推出 Xr 为 了 次 
姆 方 可 佑 的 充 要 条 件 是 





| ?ap <co (42) 
著 X; 为 次 均 方 可 微 , 则 当 gp 时 ,由 (1. 16) 及 (42) 式 成 立 
EXMXVS) 一 (一 切合 5 有 (一 3) 
=| hereeroaF 0 (43) 


所 以 1 友人 的 一 扣 < 天 io 也 是 一 个 均 方 连 续 平稳 过 程 ， 若 它 的 
庶 邯 数 为 天 (出 由 (43) 


Fs (A) 一 Ps) 一 | ja (44) 
若 闵 (1), XO( 和 ) 有 如 下 语 分 解 
CD = | err 0) 
X00) =| ede) 
则 不 准 说 明 
ea) 6 | NDAD 


$3， 线性 系统 中 的 平稳 过 程 


一 、 线 性 时 不 变 系统 
在 工业 生产 和 科学 实验 中 遇 到 的 各 类 随机 过 程 问 题 中 ， 往 和 柱 
大 与 “系统 " 相 联 系 的 ， 所 调 系统 就 是 能 对 各 种 “输入 * 按 一 定 的 规 
则 产生 “输出 ”而 研究 系统 的 各 种 特性 就 是 讨论 输入 ,输出 间 的 联 
系 及 其 各 种 指标 问 的 相互 关系 ， 例 如 各 种 自动 控制 装置 都 是 系 
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统 , 进 人 人 这些 装置 的 信号 都 是 输入 , 而 由 这 些 装 置 随 之 而 产生 的 控 
制 信和 号 或 动作 就 是 输 思 ,在 研究 大 气 淇 流 对 飞机 的 影响 时 , 飞机 本 
身 就 是 一 个 系统 ， 油 洲 的 作用 是 输入 ， 飞 机 各 部 分 的 扰动 就 是 输 
出 .在 电路 分 析 中 ， 思 路 本 身 是 一 个 系统 ， 电 路 申 的 电子 热 送 
动 一 一 热 噪声 就 是 输入 ， 而 电路 输出 疾 的 出 压 或 叫 流 疲 动 就 是 
输出 . 

为 了 研究 输入 、 输 出 间 的 数量 关系 , 必须 从 数量 上 来 描述 输入 
X(1) 与 输出 六 旨 间 的 依 精 关系 ， 常 用 的 可 以 是 用 微分 或 积分 关 
系 式 ; 例如 


Le 3 
Doyen) 
了 二 站 


Sl bs (4) €1) 
王 垃 应 
或 者 
y(t) =| az， §)w{s) ds (2) 


在 实际 遇 到 的 各 类 系统 中 ， 较 为 简单 而 驻 量 要 的 一 类 是 线性 
时 不 变 系统 , 所 谓 线 性 时 不 变 系统 就 是 指 它 满足 选 基 原理 , 并 且 输 
出 对 输入 的 依赖 关系 不 随时 间 推 移 而 改变 的 ， 即 当 对 应 mi(t， 
zi( 切 的 输出 分 别 为 8 全 ， 轨 (有 时 ， 则 对 任意 常数 w， 甩 对 启 
Ci 1 十 有 2 站 的 输 败 为 & 生 十 28gs(t， 对 应 辐 企 十 可 的 输出 
为 加 (十 7)， 营 输出 ,输入 用 如 下 关系 式 央 示 

y(t)=LLz(t)] 
则 线性 时 不 变 系统 就 是 请 足下 列 条 件 的 系统 
Lor(t)+Br( Et) —=aL[a(t)] + ALLrAt)] (3) 
Lir{tt+i+r)] y(t tr) (C4) 

对 线性 时 不 变 系统 有 下 列 引 理 . 

引 理 1 对 线性 时 不 变 系统 瑟 若 其 输入 z(1) 二 e'"'， 则 其 输 
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H(t) = 人 PD) ee "! (5) 
[让 明 1] 矢 
[e'*!}=¥(!) 
由 C4) 
rel? ?=y(t tr) 
园 汐 ee re 和 由 (3) 
Tlei'*reiio | =—ei "yt 
所 | 
y(t tr) =e' yt) (6) 
记 
8O 一 了 Le ”| 一 中 (o) 
则 在 (86) 中 令 2 二 0 有 
， 其 (划一 四 Co)e 7 
引 理 证 毕 ， 
上 述 引 理 表 明 ， 对 线性 时 不 变 系 统 ， 者 输入 是 e*!， 则 输出 
仍 为 同一 频率 的 冰 数 ， 但 据 幅 和 相位 有 一 修正 ， 所 以 (5) 中 的 
(9) 称 为 系统 的 频率 响应 或 频率 特性 它 一 般 古 一 个 复数 ， 可 
表 为 
Dm) A eo) 
其 中 4 四) 一 1@(o)i 称 为 系统 的 振 糖 特性 ， ga) 称 为 系统 的 相位 
特性 ， 所 以 对 复 正弦 波 e?* 输入 ， 它 的 输出 的 振幅 衰减 了 一 个 因 
子 4tw), 相位 相差 了 9{@)， 
当 输 入 z (有 为 一 个 平方 可 积 冰 数 时 


| | 全 (| 


则 从 富 利 埃 积分 理论 可 知 , xf 有 可 表 为 窗 利 埃 积 分 
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z(t)=3 | x (we'' "do 《7 ) 

共 中 
X (60) -| zeedt (8) 
及 称 汶 #0 的 频谱 ， 对 二 (7)， 我 们 也 可 认为 #( 相 是 下 列 形 式 
Xt2) 的 棋 限 
(有一 本 三 ToDAore 
而 加 (是 e 的 线性 组 合 ， 由 (3), (5) 
yntt) = =L[e,(t) = SX 0) Aw; LLe'®] 
J 


= 让 > XON A Do ee "i 
营 工 还 保持 连续 性 , 当 Zz,(4) 收 化 于 x( 人 ) 轩 如 ( 引 的 极限 也 收 化 于 


x{t) 的 输出 y (1), 则 
y(t) =LLz(t)]= Lime,(!)] 


一 io 人 ] 


一 limf 引 7 > (wD AD (oy) ee "i} 


oz (9) 
当然 对 yl 丰 亦 有 类 似 于 (7) 的 富 利 埃 积分 表示 式 
yD) | To)eraa (10) 
比较 (9), (10) 就 可 得 y(t#) 的 频谱 了 (wm) 为 
YT(@)=$ (0)X (0) (11) 


因为 对 (9) 和 了 (2) 分 判 完 爹 表征 了 xz( 科 和 8(D, 所 以 由 中 (ww) 就 
于 全 确定 系统 的 输入 输出 同 的 关系 ， 屿 线性 时 不 变 系统 可 以 由 
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它 的 频率 特征 完全 宵 定 ， 当 我 们 从 频率 特征 出 发 来 研究 系统 的 种 
种 特性 时 又 称 为 系统 的 频 域 分 本, 
当然 从 (11) 出 溉 也 可 直接 求 #0 旨 , y( 引 的 依赖 关系 , 若 中 (0 
本 身 是 平方 可 积 的 
ie |?do < co 


而 亡 (#) 满 足下 麟 关系 式 ， 
M5)=3{ Blo)e'do (12) 
(0) -| Wt)e edt (13) 


则 由 < 利用 富 利 埃 变 换 对 函数 着 积 的 公式 就 有 
g(t)=F 了 (oj e'i*do 


一 去 |_® (OX) ee "ma 


=| hE—r)v(r)dr (14) 


公式 (人 习 就 是 从 时 间 域 上 联系 输入 xCt) 和 输出 民 纪 的 关系 式 , 当 
我 们 形式 地 把 表示 脉 证 的 5(7)} 作 为 输入 代 估 (1 时, 就 有 
y(t)=| hr)6(r)dr 
=—h(t) 
所 以 太 二 就 是 输入 尖 脉 溃 时 系 统 的 输出 , 它 暴 称 为 系统 的 脉冲 响 
应 ， 由 (12), (13) 可 见 , 系统 的 频率 刚 应 和 脉 神 凋 应 是 互 为 定 利 瞩 
变 柳 是 相 互 单 秆 确定 的 , (I1), (1 人 表明 它们 都 能 完全 确定 系统 输 
入 输出 则 的 依 乾 关系 ， 在 不 同 的 问题 中 ， 可 依据 回 题 移 条 件 和 不 
回 要 求 , 分 别 采 用 (1 或 14 来 解决 问题. 
例如 洲 对 输入 x(t) 进 行 微 分 的 装置 天 则 输出 
y(t)= Lat) =2 (t+) 
ss 2211+ 


不 准 验证 , 它 也 满足 (3), (4] 是 线性 时 不 变 的 , 由 十 

Pm) 一 天 [ | 
所 以 它 的 频率 啊 应 为 iw， 这 时 由 于 昌 (@0) 一 io 不 是 平方 可 积 的 ， 
在 普通 函数 中 找 不 到 使 (14) 成立 的 风 相 ， 所 以 在 这 个 例子 中 频 战 
分 析 有 它 的 方便 之 处 ， 类 似 的 , 当 系 统 工 前 输入 世纪 与 输出 关门 
以 下 式 相 联 系 时 ， 


Dy P= bx" ot) 
于 下 EE- 


则 在 下 列 初 始 条 件 之 下 ， 
中 人 一 站 < 一 让 


工 世 是 一 个 线性 时 不 变 系 统 , 而 它 的 频 素 蜀 应 容易 验证 是 
DD) -5 (io Das(io)’ {15) 


对 于 输入 为 有 时间 序列 x, 的 系统 ， 出 可 规定 其 线性 时 不 变性 ， 

以 及 系统 的 频 闪 响应 BC@) 和 脉冲 隙 应 各， 并 且 可 以 辐 样 证 明 有 
如 下 的 类 位 于 (11) 一 一 届 桥 的 公式 

Pm} 一 S- he ne C16) 


n=-m 


Yo)= 人 BRE), AAOET {17Y 


yn ,hueTy (18) 


其 中 | 
RO = >) Ten” 


和 三 一 六 


称 为 {7,} 的 频 讲 , 类 似 的 ,了 (wm) 为 {8,} 的 频谱 . 

二 、 随 机 辅 和 人 

当 我 们 讨论 系统 的 各 种 问题 上 是， 往往 会 遇 到 随机 过 程 作为 输 
人 后 的 种 种 问题 , 例如 满 流 作用 之 下 机 费 的 振动 问题 , 热 噪声 对 电 
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路 输出 的 影响 问题 等 等 ， 这 时 , 对 线性 时 不 变 系 统 中 的 平稳 过 在 ， 
我 们 也 可 以 从 频率 域 上 来 分 析 这 些 千 题 . 
由 于 平稳 过 程 的 庶 分解 定 理 , 对 平稳 过 程 叉 () 可 看 为 下 式 的 
随机 捧 动 和 站.( 和 的 极 畏 
Kt EN) (A) en 


其 申 (人 为 天 的 的 随机 详 哆 数 ， 因 洲 革 (是 随机 振 往 能 简 谐 
振动 e 7 之 线性 克 而 , 出 (3) 
Yt) = XCE)] 
= (C4 D(A LL e's] 


= PAD ED EA ) en 


因此 了 .( 引 是 一 个 平稳 过 程 , 而 当 (+t) 均 方 收效 于 基 (t) 时 , 洪 工 
又 保持 对 均 方 收 语 的 连续 性 , 就 可 得 出 对 应 随机 输入 闫 (41) 的 输出 
YD 为 
Fet) = XO] = inX,(Ct)] 
=—limt[X,.C1) 1 
lim PAD (Eh) EN ) 


-| giatp (NAA) 


显然 区 她 也 是 一 个 平稳 过 程 , 利用 说 分 解 的 唯一 性 , 可 以 取 了 (1) 
的 随机 谱 国 数 为 


EW) Be) (19) 
而 了 (2) 的 讲 函 数 下/( 少 与 X(1) 的 诺 函 数 Ps Ci) 问 必 清 足 
FW=| lp ap(p) to (20) 


转 咽 当 下) 存在 谱 密 度 fr( 办 时 , 则 了 (也 必 有 如 下 庶 密 府 


+ 2134 


f(D=10 0 1 (2 
当 输 入 尺 (t) 为 平稳 正 态 过 程 时 ， 则 其 随机 诸 函 数 (力也 必 症 正 
态 过 程 ， 所 以 南 (19)，T( 归 也 必 是 一 个 亚 态 过 程 ， 这 样 就 有 下 列 
定理 . 
定理 1 者 中 (和 对 平稳 过 程 Xo 的 庶 函 数 Pz( 力 满足 
| ec dF < 


又 了 是 以 外 (作为 频率 啊 应 的 线性 时 不 变 系统 , 且 关 于 输入 的 均 方 
收 人 证 为 连续 ， 则 

(i) 当 输 入 了 (为 平稳 过 程 时 ， 输 出 了 (C(t) 也 是 平稳 过 程 , 目 
它们 的 谱 隧 数 以 (20) 相 联系 , 而 当 了 (1) 存在 庶 密 度 时 , Y( 了 ) 也 在 


在 谱 密 度 , 目 以 (21) 相 联系 ; 
Qt) 当 输 入 玉 (t) 为 平稳 正 坊 过程 时 ， 输 出 了 (i#) 册 是 平稳 下 
赤 过 程 . 


对 输入 输出 为 时 间 序 列 的 线性 时 不 变 系统 来 说 ， 类 似 的 结论 
也 是 成 立 的 , 我 们 不 天 重复 了 . 

[ 例 1] 考虑 图 1 中 的 系统 ， | 
若 以 z( 间 和 3 分 别 表示 输入 上 | 
和 输出 的 电压 ， 则 它们 可 用 如 下 
线性 微分 方程 相 联系 图 1 

EU) agy(t) ar(t) 


RE 


这 里 & 二 -二 ;、 所 以 它 是 一 个 线性 时 不 变 系 统 ， 而 且 按 (15), 它 的 


RO’ 
频率 啊 谋 为 


， 000A 


我 们 考虑 输入 为 平稳 过 程 (和 ) 的 情况 ,车臣 (和) 的 协 方 差 否 数 
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oO- 


Br{r) = Ope Fl 1 有 0 
则 按 (2. 6) 可 得 它 的 谱 密度 为 


所 以 由 定理 1 输出 了 () 为 平稳 过 程 , 其 谱 密 认为 
fr CW) = 1B) | fh) 
_ 2 op 
x CA (+A) 


进而 可 算出 了 {四 的 协 方差 了 荡 数 为 
B, (r) =- 二 | CD cos rAd 


2 cosTta 
| tr TR 


(me "—pe "), rt 





2 
特别 DT) = Br (0) 一 po zo Oo 
所 以 利用 (21) 可 以 估计 输出 信号 的 统计 特征 . 当 这 (人 为 正 态 过 
程 时 , 我 们 更 可 由 此 定 出 了 (的 有 限 维 分 布 ; 也 可 计算 出 了 (在 
一 定 范 围 内 到 值 的 概率 ， 
[ 讽 2 在 利用 数字 计算 酌 对 波形 信号 进行 外 理 时 ， 既 贞 要 
进行 如 下 的 运算 


y=— Day + Dbz(n—) (22) 
41=1 7 
其 中 {zn)} 为 被 处 理 的 信号 ，{y(n)} 表 示 处 理 以 后 的 信号 ， 共 中 
cj 8 为 已 知 的 常数 ， 通 常 可 保证 4(z) 二 sr 十 qjzr-! 的 零点 金 
y=1 


在 贺 内 ， 这 就 是 所 谓 递归 滤波 ， 由 于 计算 机 存放 每 个 数据 的 字 长 
有 限 ,所 以 往往 对 输入 及 中 邮 运 算 结果 进行 合 人 ， 只 保留 育 限 位 ， 
» 215。 


这 样 实际 上 的 输 绸 是 
Y= — San 
+ Nbr(n—)) -etn) 

共 由 ef 是 由 于 对 输入 和 中 则 运算 结 时 进行 合 人 人 面 5 起 的 误 凑 
把 过 与 122) 式 四 成 ， 可 得 输 岗 识 美 节 (00 会 #411) 一 y¥ (8) 足 

杀人 一 一 Sag (1 一 办 十 e(n) 《23) 

1=1 

共 为 定点 运算 ， 那 么 可 认 汶 {8 (wn)} 是 相互 独立 同 分 布 的 随 械 变量 
序列 , 目 ea) 都 是 二 一 C2 5 2 上 均 名 分布 的 ， 革 中 5 表 定 点 
运算 的 字 长 ,0 为 茶 常 数 卫 ,为 了 考 虚 输出 误差 的 统计 特性 , 可 考虑 
23) 的 稳 术 情况 , 这 时 位 (8)} 就 是 以 {fe (m7)} 作为 平稳 输入 时 的 平 
稳 输 出 , 而 这 一 系统 的 频率 特征 由 (23) 就 是 


DN) -一 
1 十 交 ， Hje i 
由 于 {人 0)} 为 白 嘻 声 
D(a(n)) ~ 2 


所 以 由 (21), 了 Cm) 的 庶 密 度 是 





f(D) = 2 
2z |1+ Dae ti) 
j= 
输出 逮 差 全 (%)} 的 方 莲 就 是 


吕 参 区 LL. R. Rabiner, B. Gold, “Theory aod Applicalion of Disgital 
Signal -Procesaing (10875), 
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-二 -， -一 一 -一 


Dj) = 22 人 员 
2 2 
1 一 之 


这 恕 是 在 依 号 a 数字 处 理 中 并 上 归 滤 波 信 订 碍 限 字 : 长 效应 的 一 种 最 向 
半 的 模型 和 做 法 ， 

三 ，、 平 稳 相 关 过 程 与 互 谱 函 数 

装 我 们 讨论 系统 的 随机 输入 输出 时 ， 淖 及 的 已 不 仅 是 一 个 平 
稳 过 程 , 而 是 输入 屯 ( 如 和 给 出 了 (41)， 对 于 两 个 或 多 个 随机 过 如， 
除了 各 别 研究 这 些 过 程 外 , 还 需 研 究 它 们 的 相互 关系 , 这 时 平稳 性 
的 概念 除了 要 求 每 个 过 程 本 身 是 平稳 的 以 外 ， 还 去 求 它们 之 间 的 
统计 联系 是 六 稳 的 , 

定义 “平稳 过 程 Xr= {X(b， 一 co<t<col 和 平稳 过 程 了 r= 
{zft 一 00< 之 co) 称 为 平稳 相关 的 , 若 对 任何 的 六 成 立 等 式 

E{X(+A) Fls th)}=B(X (1) FCs)} 

由 (23) 我 们 可 以 如 于 规定 工 : 和 了 Ys 的 互 协 方 整 画 数 : 

再 rr (1) =E{(X(t Ts) — EX se (FT(8) —EY{s))} (24) 
并 县 不 难 推 出 








Br tt) =Bri{—t) 
若 1, Pr 是 平稳 相关 的 ， 那么 对 任何 常数 0, 对 (tO0F (和 
也 是 平稳 过 程 , 且 它 的 协 方 差 消 数 Bx ,cy ( 引 福 中 
Brior(t)}=Br(t) + CBzr (t) 
FOBri (~—t) -| 10?Br(t) (25) 
利用 (25) 可 以 推 时 六 。 了。 的 互 坟 为 基 国 数 .CD 也 有 说 分 贡 
式 , 这 只 要 让 (25) 中 的 鼠 取 十 二 一 1 十 训 一 妆 立 即 可 推出 


Brr (t} 一 FLBr: r(t)—PBr_r(t) 


+ iBzrurtt)— iBr-irtt)] a 
» 217 。 


若 以 亚 :,or( 改 表 过 程 KE) 十 CY(Ct) 的 谱 国 数 , 又 令 
Fr (为 = 7 [Frsr Cd) Fx.r() 


ji ra 一 区 让 ri 
出 对 BxzCf) 有 如 下 庶 分 解 式 


Brs(t)=| eiidF ,rr(1) C26) 
特别 当 Pry (为 为 绝对 连续 时 , 更 可 表 为 四 
Bir (有 -| eitafrr (CA)ad 


其 中 Brr (人 ,Fey ( 力 叉 分 别称 为 和 Ys 的 互 谱 函 数 和 互 谱 密度 ， 
当 热 fxr ( 不 一 定 是 非 负 的 , 而 已 xzr( 和 只 是 有 界 变 差 的 ， 不 一 定 
是 单调 不 碱 的 ， 利 用 (25) 式 及 上 面 的 方法 也 可 以 说 明 Fxr (人 亦 
由 Bxzr(t) 唯 一 确定 (不 计 常 数 之 差 )， 

对 时 不 变 系统 , 若 六 为 输入 的 零 均值 平稳 过 程 ， 而 Fr 为 对 
应 于 Xr 的 输出 , 则 由 (19)， 


Brx(t)= EY GF KO}=| eB dF) 
所 以 Yz, Xs 的 互 谱 函 数 Prx( 力 可 取 为 
Frx(W=) @(oOdFz(p) 


特别 当 瑟 z 存在 谱 密 讼 fx ( 放 时 , 则 了 zw, 生 r 也 有 互 谱 密度 

frr(td) = 人 DN fA) (27) 
《27) 和 (21) 同 样 是 线性 时 不 变 系统 中 的 一 个 置 要 公式 ， (421 帮助 
我 们 分 析 输 入 输出 的 统计 特征 ， 而 27) 可 以 从 输入 功率 谎 和 输出 
输入 互 谱 中 来 求 得 系统 的 频率 特征 , 作为 分 析 疏 进 系 统 的 依据 . 在 
船舶 的 适 航 性 研究 中 ， 就 可 从 海浪 波 高 (输入 ) 和 相应 的 船 筒 摇摆 
(输出 ) 的 记 荣 中 获得 船舶 (系统) 的 频率 特 福 ， 在 汽车 振动 的 研究 
和 飞机 受 涡流 影响 的 研究 中 也 类似 的 演 况 ， 这 种 试验 可 以 是 试 
tis 





航 中 的 实际 记录 ， 也 可 以 是 用 模型 在 水 池 ，, - 风 洞 等 实验 设备 中 进 
行 ， 当 然 得 到 了 实测 记录 启 首 先 要 册 实 测 记录 估计 出 输入 信号 的 
功率 谱 和 输出 入 的 互 谱 ， 这 一 点 我 们 将 在 下 一 章 中 介绍 ， 而 有 了 了 
fz(4) 和 所 x (4) 的 估计 后 ，(27) 就 是 由 此 求 得 系统 频 闪 特性 
中 (的 依据 了 . 

四 、 均 方 遍 历 定理 

在 概率 论 基 础 中 , 我 们 已 经 接触 过 大 数 法 则 , 即 对 独立 则 分布 
随机 变量 序列 {XX(n), 8 实 1}, 若 存 在 均值 了 (wn) =1m, 则 

z limP()E SIX —ml>s) =0 (28) 


n=l 


用 这 一 篇 的 概念 来 看 , {Xn),n 之 1) 也 是 一 个 随机 过 程 , 村 7 (nm) 
世 王 1 


是 对 随机 过 程 的 样本 按时 间 取 平均 , 它 随 不 同样 本 取 不 同 数值 , 也 
是 一 个 随机 变量 , 而 mrw=EX(n) 是 随机 过 程 的 均值 , 即 在 某 一 时 刻 
随机 过 程 的 现实 取 值 的 统计 平均 tr 二 如 XCn), 所 以 (28) 表明 随 着 时 
闻 的 增长 ， 随 机 过 程 样本 按时 间 的 平均 值 以 越 来 越 大 的 概率 无 限 
接近 于 随机 过 程 的 统计 平均 ， 也 就 是 说 , 对 于 这 个 随机 过 程 , 只 要 
我 们 进行 观察 的 时 间 足 够 长 ， 它 每 个 样本 都 能 “遍历 "各 种 可 能 的 
状态 ， 因 而 一 个 样本 按时 河 的 平均 就 可 以 近似 也 代替 它 在 固定 时 
刻 取 情 的 统计 和 平均， 随机 过 程 的 这 个 性 质 也 称 为 渍 历 性 , 当然 , 这 
只 有 在 不 同时 刻 的 统计 平均 是 可 等 的 这 一 前 提 下 才 有 可 能 ， 所 以 
我 们 对 平稳 过 程 来 考虑 它 的 遍历 往 .。 

定理 2 其 六 r={XCf), 一 <t< 之 00} 为 均 方 连 综 平稳 过 程 ， 
EX(t)—m, 则 


1 Tr 四 
limE | 吉 | X(tm 二 站 {29) 


的 充 要 条 件 是 Xr 的 谱 国 数 卫 ( 力 在 4 一 0 连续 或 者 等 价 地 ，Xr 的 
。 219 ， 


沙 方差 函数 BCE) 江 足下 列 条 件 
| lim | B(i)adt=0 (30) 
[证 明 ] 不 妨 假 设 w=0, 否则 令 YCt) 一 了 X(t) 一 m 改 为 考 克 
Y(t) 即 可 ， 由 于 Xr 均 方 连续 , 所 以 有 谱 分 解 式 
XxX()=| e' "de (A) 
而 且 对 X(t 进行 均 方 积分 时 内定 理 ? 2.16 有 
1 fr | 和 
款 | ， xCai=| i el] (4 
(aE 


其 中 


GinTA 
ce] TA 
1, 由 一 站 





4 和 0 


出 (2. 40} 可 得 
下 过 | 9242= 全 2 AAFCA) 
国 党 
| 
0， 40 
1, 4=0 
所 以 利用 四。 (的 有 界 收 乱 性 可 得 


lim n 玉 | 亏 | ， Xtal? 


lim@r(N)= -| 


-tim| PIAF ON) 


=F{0+) 一 下 (0) 


因此 人 《297 成立 的 充 要 条 件 是 下 (人 在 4=0 巡 续 ， 另 外 ， 利 用 协 方 
“22D 。 


差 国 数 的 庶 分 解 式 可 得 


误 | ,Dat 


-| ( 喜 | ,eat AF 
~] 


Pr [DG CA) 


1 
limg| Bed 


=lin| Pr AAF A) 


= 下 (0 十 ) 一 下 (0) 
即 () 在 4=0 连续 与 (30) 是 等 价 的 , 定理 证 毕 。 
在 实用 中 ， 可 以 用 地 | X(t)4t 代替 (29) 中 的 -元 天 | XD ds, 
定理 的 结论 不 变 ， 此 外 对 离散 少数 的 平稳 序列 ， 也 有 类 似 的 
对 于 实 的 平稳 正 坊 过 程 来 说， 由 于 它 的 有 限 维 分 布 对 时 间 推 
称 是 不 变 的 ,所 以 {Xf)， 一 cto0}， {X(T)X(E), 
一 co<t<eo} 都 是 平稳 过 程 ， 车 令 
Y(t)=X:(t)— Bx(0) 
珊 (| EFY({)=0 | 
Br 全 可 页 人 T(E) =2P2(7) 
若 记 三 (为 为 左 r 的 庶子 数 , 则 


1 im 
语 | Br tr}adr 


= 去 | [fewer Var Ye 


s 亲生 


-|| DA aPCAF CY 


共 中 
p01 (7 全 
1 ， 2 一 上 H 
所 以 
im 式 】 Bs*{(r)dr 


tin| 1pr -war artn) 


= > AP(AD) 
下 


其 中 {4 为 了 的 跳 区 点 全 体 ，AF (47) 表示 了 在 4 的 路 度 ， 所 以 由 _ 
定理 2, 了 (E) 均 方 遍历 的 充 要 条 件 是 下 7 的 谱 函 数 和 连续。 当 了 连续 
时 ， 车 样 可 以 征明 
Yat)—A(EINtTT) — Br) 
也 是 均 方 遍历 的 ,所 局 我 们 可 以 通过 
二 | “ XOXG tea (| xa) 

来 估计 Bx(r)， 这 将 是 第 五 章 中 讨论 平稳 过 程 各 种 参数 估计 向 题 
的 出 发 点 

一 、 胖 稳 过 程 的 采样 定理 

在 运用 计算 机 对 随时 间 连 续 变 化 的 信号 zt) 进行 处 理 时 , 首 
先 必 须 对 信和 上 号 进行 离散 的 “采样 "(注意 这 里 使 用 了 “采样 ”这 个 词 ， 
它 与 统计 中 的 随机 取样 不 是 同一 个 概念 ), 一 般 是 在 每 隔 定 长 的 时 
间 扣 后 对 沁 切 进行 疯 宫 , 获 香 x( 门 在 1 二 kA 时 的 数值 ( 见 图 2) 

r= (KA) 





几 2 


这 个 过 程 可 由 专用 的 设备 来 完成 ， 但 相 障 多 长 的 时 间 A 进行 采样 
昵 ,这 是 一 个 值得 讨论 的 问题 ,过 密 的 采样 会 加 重 采 样 设备 的 负担 ， 
也 增加 处 理 运算 的 工作 量 , 但 过 稀 采 样 将 使 采样 值 无 法 复原 , 例如 
在 图 3 上 不 同 频 率 的 正 菠 波 有 相同 的 采样 值 ， 和 这 样 从 获得 的 采样 
值 就 无 法 辨认 它 是 哪 一 个 波形 的 采样 值 , 对 它 的 处 班 也 不 会 合理 ， 


， 围 3 

”处 理 的 结果 也 难于 局 复 成 正确 的 连续 波形 ， 对 于 非 随 机 的 决定 
性 的 信号 ,采样 定理 回答 了 这 一 问题 , 即 当 波形 频谱 中 最 高 频率 小 
于 B 了 时 , 那么 A< 计时 ， 在 理论 上 可 以 由 采样 值 {r(bA)) 完 全 准 


确 地 恢复 z(t)， 对 于 平稳 过 程 , 也 有 类 似 的 结果 . 
定理 3 车 了 Xs 一 {X(t)， 一 吕 <<t<9) 的 均 方 疾 续 平稳 随机 
过 程 , 又 Xz 的 谱 函 数 玉 ( 放 满足 


dF(N) =0 | 《31) 


上 | 产品 而 


则 到 
* 223 。 


1 
AC— py (32) 
恒 有 


sin A f -一 下 由 3 
人 (1 一 < XkAY. _ (33) 
一 所 (一 人 A) 
圭 述 级 数 对 每 个 1 按 均 方 章 交 下 是 收效 的 . 
[证 明 ] 由 于 (C1), 于 (的 谱 分 稻 可 写 为 
xt)=| ed¢ A) 
对 固定 徇 {, 在 [一 24B, 2 了 1 上 我 们 考 利 员 ce 营 将 et 展 为 
如 下 富 利 埃 级 数 





2 
eH 位、 Qe "2F (34) 
则 





四 gin Rt 一 nA) 


有 (GaN) 
册子 eu 是 4 的 连续 函数 ， 且 在 [一 2xB，2xB8] 上 有 界 变 差 , 则 由 
富 利 埃 级 数理 论 可 以 知道 了, (3 中 筑 数 的 部 分 和 -至 有 界 , 且 在 
{一 2xB,2xB) 上 收 评 于 6 所 以 有 
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下 eit 二 | 
lim| ae "站 dF (1) -0 


Dera 全 二 一 加 
利用 $2 中 提 到 五 (3 与 L989 丁 的 对 应, 侧 有 
limE IX(E)— = GX ( 才 )! -0 
所 以 在 均 方 收 丝 的 意义 下 ， 有 (t) 可 表 为 


XH) = 之, > a ex() 


~ sinX(t—nA) 
SA) 
之 大 人 一 MA) 


这 就 是 定 更 的 结论 ， 
上 述 定 理 也 称 为 平稳 过 程 的 采样 定理 ， 实用 让 党 角 到 的 构 况 
基 友 rz 有 谱 密 度 f(1D 的 情 襄 , 这 时 相应 于 C31) 的 对 Xz 的 要 求 是 


(及 一 0，1 让 [六 这 C35) 


采样 定理 表明 ，(31) 或 (35) 成 立时 ，X(t) 可 由 它 的 采样 值 了 (kA》 
按 (33) 计 算出 来 , 但 在 实用 中 ， 只 能 获得 节 (£A) 的 有 限 个 采样 值 , 
车 用 它们 来 代表 X(t) 的 波形 时 , 所 使 用 的 采样 率 就 应 比 (32) 所 规 
定 的 要 高 . 

利用 了 采样 定理 的 结果 , 对 时 间 为 连续 的 信号 , 不 论 是 决定 性 
或 是 随机 的 ， 都 可 根据 其 谱 的 性 质 在 一 定 采 样 率 之 下 进行 采样 取 
值 , 这 样 做 并 不 损失 信号 的 任何 信息 , 而 且 也 只 有 取 其 采样 值 才 能 
在 数字 计算 机 上 处 理 与 运算 . 对 于 平稳 过 程 了 n= {X(t), 一 so<# 
过 0} 来 说 ， 它 的 采样 值 卫 = {XX(nA), #5 二 0, 土 1 …} 就 是 一 个 平 
稳 时 间 序 列 . 

六 、 白 嗓 丙 
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最 后 , 我 们 来 介绍 在 电路 系统 分 析 , 自动 控制 和 测量 中 经 常 遇 
到 的 一 类 随机 干扰 一 一 “和 白 噪 声 *， 因 为 在 电路 系统 中 ， 由 于 分 子 
的 热 运 动 ， 使 电路 各 处 的 电流 或 电压 受到 随机 干扰 ， 在 系统 分 析 
中 , 也 把 随机 干扰 称 为 噪声 , 因为 当 这 种 电压 或 电流 的 变化 可 反映 
为 声波 的 变化 时 ， 就 是 一 种 人 们 不 爱 听 的 电 断 下 时 的 噪声 ， 从 效 
学 上 看 , 这 就 是 随机 过 程 。 当 外 界 条 件 基本 不 变 时 , 及 可 认为 系统 
中 或 测量 中 过 到 的 噪声 的 主要 统计 特性 是 不 随时 间 推 锣 而 改变 
的 , 所 以 它 还 是 平稳 过 程 ， 从 功率 谱 角 度 来 看 , 这 种 噪声 对 不 同 频 
率 的 输入 都 能 进行 干扰 ， 序 蓉 它 的 谱 在 各 个 频率 分 量 上 都 广泛 地 
让 在 着， 一 种 用 的 抽 和 是 这 各 吧 声 全 为 在 和 个 类 六 是 上 
都 有 同样 的 功率 . OO 我 


了 把 这 类 只 声效 为 自 县 声 ，) ， 所 以 站 归 声 是 功率 湾 定 底 为 常数 的 
区 均值 平稳 过 程 、 


人 若 rz 二 {X48), n 二 0,， 土 1,…}》 为 白 品 
声 ， 其 功率 谱 密 度 
f= 于 


则 
EX(n) =0 
BE{X() TO} =| err" dA 
J 包 一 用 
四 lo ?下 糙 

所 | 六 为 具有 相同 方差 且 互 不 相关 的 随机 变量 序列 这 是 在 离 
- 散 时 了 间 序 列 分 析 中 搞 述 随机 干扰 经 常 采用 的 一 种 模型 ， 也 是 较为 
简单 的 一 种 , 特别 当 Xs 述 是 正 态 过 程 时 ， 它 就 是 相互 独立 同 分 布 
正 态 随机 变量 序列 . 

在 参数 为 过 续 的 情况 下 ， 阁 羡 7 二 {XC ， 一 0o<# 必 00} 的 功 
。226 。 


率 庶 密 讶 f(4) = 由 于 
ElX(t)|*=B(0) 


-| fdA=+o 
所 以 荧 v 已 不 是 通常 意义 下 的 平稳 过 程 ,因为 它 不 存在 方差 , 这 时 
圭 面 规定 的 白 暗 声 就 是 一 种 数学 上 的 抽象 ， 它 可 以 看 为 现实 噪声 
的 一 种 理想 化 ， 例 如 考虑 平 稿 进程 症 8) 它 的 诺 密度 了,(42) 和 协 方 
差 国 数 后 ,(r) 分 唱 是 


-GT 
六 (元 于 CU 0 
B= p00 ,pO0 (37) 


则 当 p->co 时 XY ?的 极限 状态 下 就 设想 它 是 一 个 白 噪声 ， 从 
(36) 看 , f,( 罗 的 极限 是 常数 ， 从 (37) 看 ，B,(7) 的 极 跟 是 一 个 6 


立 数 (不 计 沉 数 因子 差别 ), 即 下 的 方差 是 无 限 的 , 而 对 (1 入 (1") 
当 tf 和 六 时 是 互 不 相关 的 ， 如 果 我 们 形式 的 写 出 白 曲 声 的 谱 分 解 


式 z 划一 | ed) 
并 对 X(t) 积 分 , 令 
7(1)=| XCar 
=[ 0) (38) 
只 要 上 (是 满足 
Bi1E0) 一 EC 1 一 和 | 


的 正 交 增 量 过 程 , (38) 右 端的 随机 积分 是 有 完全 确定 意义 的 , 且 由 
富 利 埃 积分 的 巴塞 伐 尔 等 式 , 可 以 得 到 


人 Bil pi ei pi 
一 -一 - 。 二 A 
em i — ii 





中 227 * 


-2 LD 
这 样 就 有 


P| dD). | ee 





=0°| XX at (39) 


其 中 X(t) 是 集 4 的 示 性 联 数 ， 所 以 当 (，t12)，(ts, {0 互 不 相 
交 时 ， 
下 Da Xai 一 

因此 了 r= {Y(t), 一 cot 之 oo} 是 .一 个 正 交 增 量 过 程 ， 且 由 (39) 
可 知 

EIY(t)|l:=—o:t (40) 
这 样 , 白 噪声 Xs 还 可 形式 地 理解 为 满足 (40) 的 正 交 增 量 过程 Fz 
的 均 方 导数 , 即 

X(N—Y'(t) 

当 互 * 还 是 正 态 过程， 了 zs 就 是 满足 (40) 的 独立 增 景 过 程 ， 即 维 纳 
过 程 或 布朗 运动 , 这 时 Xz 就 是 布朗 运动 的 形式 上 的 导数 ， 


§4， 自 癌 归 滑动 和 过 程 


在 这 一 节 里 ， 我 们 将 考虑 福 足 下 列 方程 的 随机 过 程 站 r 一 
{ 开 (9 站 一 D 士 1 
ER) tmnt aX (np) 
=bE (mn) + osm b ng) (1) 
其 中 鞍 (2) ,二 0 土 1, 为 白 噪 声 或 其 它 随 机 过 程 ， 这 是 在 自动 
控制 等 方面 经 常 明 到 的 一 类 过 程 ， 我 们 要 对 它 进行 讨论 是 出 于 以 
+ 228 = 


下 一 些 原 办: 

首先 在 近代 控制 理论 中 引入 了 “状态 ”的 概念 ， 从 而 系统 的 变 
化 发 展 都 可 由 它 在 某 个 时 刻 的 “状态 "和 它 的 运动 方程 来 描述 ， 岗 
如 匀速 运动 的 飞机 就 可 把 它 的 位 置 坐 标 z(t)，K( 二 ，z(#t) 和 巡 座 
荆 t), 座 t) 2 作为 状 悉 , 而 它 的 运动 方程 就 是 ; 
C1) 000100 (£9) 
ytt) O00010 |iyi) 
了 | act) O00001 z(t) 
dil act) 1 i(t) 
2) y(t) 
| a(t) z(t) 
系统 的 状态 在 一 般 情 点 下 是 一 个 多 维 向 量 元 引 ,假若 系统 又 有 随 
机 的 干扰 或 输 人 ， 的 是 下 列 形式 的 方 和 


Y(t) = DENT HY) + nt) (2) 


其 中 cb) 为 _ 短 陈 Nt) 代 表 随 机 输入 或 干扰 , 这 了 时 了 (#) 就 是 一 
个 随机 过 程 , 它 的 离散 形式 是 
FY(nt1)= F(R)Y{n) + (nr) (3) 
了 (wn) 是 一 个 随机 向 量 , 般若 考虑 它 的 某 个 分 量 了 ,(n), 那么 以 后 将 
证 胃 它 与 (1) 中 的 随机 过 程 有 密切 的 联系 . 
其 次 , 假若 我 们 考虑 如 下 线性 时 不 变 系 统 
y(n) toy no—1) 二 oy (nO—p) 
—bor(n) th ztno— lt +b-g) (4) 
鞭 中 zt 表示 输入 ,3 的 表示 输出 ， 那 么 (规定 的 下 wn 可 看 罚 上 
述 系 统 在 输入 为 &z 时 的 输出 ， 而 形 为 (4)? 的 系统 又 是 最 常见 的 一 
种 离散 的 线性 时 不 变 系统 , 所 以 (1 中 的 瑟 r 也 是 经 党 遇见 的 ， 
此 外 , 在 上 两 节 可 以 看 到 , 一 个 平 税 过 程 可 以 用 它 的 协 方差 函 
数 或 者 等 价 地 用 一 个 庶 照 数 来 谢 划 它 的 主要 统计 特征 ， 但 是 协 方 
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差 函 数 或 谱 都 要 由 无 限 个 数值 来 描述 .所 以 在 给 出 一 个 平稳 过 程 
或 由 实际 资料 统计 出 平稳 过 程 的 主要 统计 特征 上 都 还 感到 不 方 
恒 . 其 与 是 白 噪 声 , 则 对 于 满 是 (1) 的 平稳 过 程 类 , 往往 只 需要 有 
限 个 参数 gj, 5, 等 就 可 定 出 它 的 谱 或 协 方 其 函数 , 而 由 协 方 差 消 数 
或 谱 在 有 限 个 点 上 的 数 介 ,一般 也 可 定 出 (1) 中 的 6;，5;， 从 而 规 
定 出 Xx 满足 的 方程 式 (1)， 所 以 满足 (1) 的 平稳 过 程 是 一 种 有 限 
参数 模型 ， 并 卫 由 于 它 满足 (1)， 在 用 二 预测 时 有 不 少 好 处 , 在 数 
学 处 理 上 也 较为 方便 , 所 以 (1) 就 成 为 平稳 过 程 的 一 种 重要 的 有 限 
参数 模型 作为 我 们 近似 描述 一 般 平稳 过 程 的 工具 . 
对 于 (1) 中 的 平稳 过 程 , 当 ?=0 时 ,Xe 可 表 为 
KX(n) =boE(n) Tb En— 1 +t b(n— g) (5) 
这 时 我 们 称 Xr 是 f5 的 滑动 和 , 或 称 县; 满足 滑动 和 模型 , 用 MA 
表示 .。 有 时 为 了 强调 (5) 的 右 端 是 有 限 项 之 和 ， 又 称 (5) 为 有 限 滑 
动 和 , (5) 中 的 8 又 称 为 滑动 和 的 阶 . 
- 潜在 (1) 中 ,9==0, 则 入 (9 可 表 为 
A(R)TaTR 1) Tap =n) 6) 
或 
到) = 1) 7) psn) (7) 
在 (7) 中 四 () 表 为 其 自身 以 前 的 值 下 (% 一 1),…, 天 (wn 一 中 的 线性 
回归 .所 以 满足 (6), 《7) 的 政 (n) 又 称 为 自 回归 过 程 或 Xr 满足 自 
阿 归 模 型 , 或 用 AR 表示 , 而 (6) 中 的 又 称 为 自 回归 的 阶 . 
一 般 地 , (1) 中 的 Xr 就 称 为 自 回 好 滑动 和 过 程 ,或 称 和 满足 
自 回 归 滑 动 和 混合 模型 , 以 ARMA 表示 。 在 这 一 节 里 , 我 们 将 从 
数学 上 求 讨 论 ARMA 过 程 的 性 质 , 为 了 叙述 方便 , 在 这 一 节 里 都 
假定 所 考虑 的 过 程 均 值 为 零 ， 在 以 后 的 讨论 中 ， 我 们 还 要 用 到 只 
有 二 阶 矩 的 随机 变量 希 尔 伯 胶 室 间 吾 的 如 下 子 窑 间 ， 
Hr (CX); 由 {XCt), teET} 张 成 的 子 空间 
* 2 < 


中 , (了 ): 由 【人 (fs 张 成 的 子 空间 
所 以 如 rz (XX) 就 是 由 X(t)，tETP 的 有 限 线 性 组 合 及 其 南方 极限 全 
体 构 成 的 此外， 对 随机 变 景 羡 提 到 它 的 内 积 和 范 数 时 都 古 指 匡 


中 的 内 积 和 范 数 , 即 (X, 了 ) BXY, X= (EIX|?)4. 
引 理 1 孝 随 机 过 程 症 (nn), W(n) 满 是 如 十 方程 


SiayX(n- Hn), w=1 (8) 
#0 
则 必 存 在 常数 c 和 5j(n, 尼 ,使 四 (8) 可 表 为 


是 了 
X= cMWm— D+ TB 他 天 全 一 站 及 C9) 


| 1=1 
转 别 当 
~ 
Sodr*i=0 (10) 
j= 
的 根 的 模 全 小 于 1, 生 
EX lH, ElWn)}|’SENH (11) 
出 及 (n) 可 表 为 
Xn) =- 市 下) (12) 
目 查看 : 
且 立 ， [| < oo, 


三 个 


[证 胃 ]】 为 了 证 明 (9), 只 要 对 运用 数学 归纳 法 即 可 . 此 外 ， 
利用 线性 差分 方程 的 知识 0 或 母 函数 方法 ,可 以 得 到 若 卫 (x) 满足 
《8), 则 它 的 解 必 可 写 为 (9), 且 当 (10) 无 重 根 时 , 其 中 的 645iCn,) 
必 有 形式 z 

> 





他” 大 见 福 臣 武 准 , 差分 方程 , 穆 宏 基 译 , 上海 笠 技 出 版 社 1952. 
自 2 


上 
bj (mb Dhan) A 
及 = 


其 中 4,1 委 s 丢 器 为 (10) 的 根 , 名, Bis(a) 为 常数 , 所 以 站 


[A 1，1<8<z 太 


就 有 
lmB Cn ky 0 
sc <on 
王家 
因此 由 (11) 可 得 


pp | 
|> "BR tn—k—D|< 5 [15 Cm, EY) [+1 
1=1 f= 


西 二 了 


和 十 三 
(Semen |< Be 
所 以 由 (13), (14)， 
a . 
X(N) =lim2_,cW (n—D) 
Terry 


pp 
十 lim ,b(n, ET(n—E— 7 
Et yl 


— Siow(n1) 


:0 


《13) 


{14) 


(15) 


由 (15), 上 述 级 数 是 均 方 收 雍 的 , 这 是 当 (10) 无 重 根 的 情形 , 当 (10) 


有 重 根 时 , 证 明 也 可 辣 样 的 进行 . 
现在 我 们 米 讨 论 有 限 清 动 和 过 程 的 一 些 性 质 . 


定理 1 车 义 r 二 {及 (,n 一 0, 土 I, …} 为 平稳 随机 序列 ， 则 


下 列 三 个 条 件 等 价 : 
《Ga) 及 (R88) 可 表 为 如 下 的 4 了 阶 消 动 和 


Xn) 一 全 和 (一 大) - 
业 这 日 _ . 
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{16) 


其 中 全 人 让 沟 自 曲 声 ; 
(zt) Sr 的 协 方 差 晴 数 BCn) 满 中 下列 条 件 
BC) 一 六 lnl>g {17) 
(ce) Xs 存在 如 下 形式 的 说 密 座 (4)， 


Ca pe | 
f(1) = ee {18) 
上 = 





县 当 Xz 满足 上 述 条 件 时 , 则 天 (8) 必 可 表 为 
X(OD = SB, En—b) 
共 中 低 (%)} 为 自 噪声 ,而 


当 
S02 上 一 0 


的 根 的 模 都 不 超过 1, 并 且 
E(n) EH,(X) / (19) 
[证 明 ] (ao)-(5)。 直接 利用 (16) 计算 KGn) 的 协 方差 函数 
B(n) 即 可 得 (17). 
(8) 一 (e); 由 (17) 可 知 Xz 存在 如 下 的 谱 密 度 
fa EB)e 


Te 


A(s)=3 SD) BE) 2 


Ts 


A* (2) = 2 Bz 
上 上 = -下 
由 因为 了 ( 力 是 实 的 ,了 (2) 一 元 历 ， . 
aceo 10 -J Ae 4( 坟 ) 


这 


所 以 利用 解析 函数 的 唯一 性 定理 可 得 

A{z) =4*(,) 
因此 , 4(z) 的 报 必 关于 加 成 对 共 轿 地 出 现 ， 即 车 有 ,为 4(3) 的 根 ， 
必 有 可 也 是 它 的 根 , 则 可 取 4(z) 在 1|<1 的 根 为 {8 1<i<g)， 
并 把 4(z) 表 为 


AtZ) -eTT (#— 8.) TT(- 动 


一 全 (#—B;) IT (#1—8)) 
1=1 





=! 
这 时 
f(2)= Ate™) 
时 和 
~e [Ce*~8) I Ce :8,) 
¥=1 j=1 
= |IT(e*—p)| 
14=} 
车 记 
V 2 ep) 
于 
一 全 er 一 gfei3 
= 由 : 
则 


9(2) = >, Biz» 
的 根 的 摸 都 不 超过 1, 而 
f= gen) | 


:2 


or 


a 


# 3 
5 ™ 5 
| 一 


上 = 盟 


1 * | 
~ | (20) 








即 (0) 成 立 . 
Co] 一 (@), 若 (e) 成 立 , 则 和 由 上 面 的 证 明 可 知 (20) 成立, 我 们 只 
对 9(4) 的 报 的 模 神 小 于 1 时 来 推出 (a)， 攻 下 r 有 如 下 谱 表 示 ， 
Xm =—| er ex 
则 因为 gC2) 的 根 在 圆 内 , 所 以 9Ce*) 半 0, 令 
E(w)=[ 2 EE 
则 不 难 验证 加 = 公 (n), n=0, 二 “为 和 和 过 各 日 其 谱 函 数 为 


F(A) = | f(a 





ge yyE 
= tn) 
所 以 条 是 一 个 白 噪 声 ,车 和 有 庶 分 多 
ED=| eecr(0) 
则 容易 推出 
Xn-—| elgler)e-'n lar) 
-六 ee was) 
> En—E) 
即 (o) 成 立 ， 且 由 引 理 1, 当 9g(#) 的 根 在 加 内 时 ， 
En) = 一 DER CD 
fe 


| 


22370 


所 以 {四 成 立 , 当 8fs) 的 根 在 圆 属 上 时 ,定理 的 结论 也 同样 成 立 倍 . 
在 一 般 的 清 动 和 表示 (1167 中, 瑟 (8)E 五 (是 显 执 的， 而 在 上 
面 的 定理 中 , 指出 了 必 存 在 一 种 表示 ， 使 £(%) EH 站 ) 也 成 立 , 这 
样 就 有 
HD,(X¥) = H.,(5) 
这 一 点 在 下 一 童 考 虚 预测 问题 时 是 很 重要 的 . 

上 上面 我们 给 出 了 可 表 为 涓 动 和 过 程 的 协 方差 茹 数 或 说 函数 的 
条 件 ， 下 面 我 们 来 讨论 平稳 进程 可 表 为 一 般 的 ARMA 过 程 的 各 
种 条 件 . 

在 实际 应 用 中 考虑 ARMA 过 程 时 , 尤其 是 在 预测 和 控制 中 ， 
经 常 把 满足 (1) 的 Xs 看 为 以 $7 作为 输入 时 系统 的 输出 ， 面 且 可 
以 认为 芋 ( 罗 只 依赖 干 坑 在 和 过 去 的 #7, 即 

Xm EH (E) 
这 时 将 来 的 (与 现存 的 芋 (n?) 是 不 相关 的 , 即 
(十 二 | {XR), Kn) 


或 者 写 为 
ECn) LH (XY) (21) 
若 记 (1) 的 有 端 为 
n(n) 人 A >,bt(n—)) 
j= 
划 
aT) =n(n) (22) 
j= 
而 由 (21) 可 得 
n(n) LH (KX) (23) 


反之 , 当 和 rz7 满 书 (22)， (23) 了 时, 因为 


DD ”参阅 郑 绍 涨 靠 校 幸 “ 希 汞 伯 虽 空间 平稳 序列 ", 上 诲 科技 出 版 社 (1962)。 
* 和 





n(n gE) 一 ,In hf) 
于 = 


这 样 ,利用 (23), 对 nr 的 砂 方 差 鸭 数 B,Cn) 有 


五 (09 十 下 =E{n n(n — gk)} 
一 洛 ， E>>0 
即 yz 满足 定理 1 的 条 任 , 所 以 由 定理 工 它 可 表 汶 
了 (2) -之 bE(n—)) 


其 中 如 为 自 噪 声 . 因此 满足 (32 , (23) 的 玉 r 必 可 表 为 (1)， 且 能 
使 其 志 端 的 5 满足 


B(z) ba 
j=0 


的 根 全 在 |3| 和 1 上， 下面 我 们 将 讨论 请 是 (32)，《〈23) 的 ARMA 
过 程 . 

定理 2 零 均 秆 平稳 时 间 序 列 下 y 满足 (22)，(23) 的 充 必 条 什 
是 其 协 方 莽 冰 数 BCn) 满 足 


SaBm =0, ng 十 1 (24) 
一作 
[证 明 ] 必要 锋 ， 由 (22), (23) 

Dax —)) LH,_r(X) 
ji 

所 以 当 n 一 g 一 1 之 0 时 

人 p 
E 下 人 一 帮 IReDYt = 

(Te (一 及 Jxeo 

SB 一 出 ng+1 


= 


充分 性 .到 
CR) = Pex- 2) 
寻 {m(m)} 拱 是 平稳 过 程 , 且 


也 
ECG) Xml SaB{X(n— X(tm)} 


4 三 习 
PT 
= > mBn—m— 人 ND 
二 = 站 


所 以 当 % 一 m 之 9 二 1 时, 台 {(%)XXCm)} 二 0, 牙 
nn) | H,-e..(X) 


妈 (23) 成 立 ， 
系 零 均 值 平稳 时 间 序 列 苹 rz 可 表 为 了 阶 自 回归 
Sox 人 一 太一 二 人) (25) 
县 ED 有 CD 
的 充 要 条 件 是 
SaBln—N)=0, n>1 (26) 
+=0 


方程 (24)，(26) 在 时 间 序列 分 析 中 也 称 尤 尔 -瓦尔 克 (Yule- 
Walker) 方 程 ， 它 在 ARMA 模型 的 参数 a; 的 估计 中 是 十 分 有 用 
的 . 

定理 3 若 零 均值 平稳 时 间 序 列 Xs 存在 谱 密 度 了 ( 力 ， 则 存 
在 白 噪声 扣 一 {(n),n 一 0， 土 ，…} 使 Xz 可 表 为 ARMA 过 程 
(1) 的 充 要 条 件 是 了 Ci) 可 表 为 











办 





f (4) = 


- i 


jn 


《27) 


= . 


[证 骨 ] 必要 性 ， 车 开 (8), SEC) 的 谦 分 解 为 : 
(RR) 一 | ee) 


E00 =| ea 09 


则 
.4 {(n — 人 7) 
j=0 


至 卫 
= 之 ae 0 


> bE (nh -| "(> bje- de el 


又 由 (1), 对 任 剖 的 率 , 


La -Dds 2 - 


将 (28)， (29) 代入 上 式 就 有 


本 
| at 
一 十 
bb 4 
-| 。 [9 


由 无 的 任意 性 , 可 得 到 


| 


Dae 
-ijal odd 
| 


j=0 











, [S| 


1 一 赤 - ae 


= 


即 (27) 成 也 。 


(28) 


(29) 


bb 


充分 性 ， 若 (27) 成 立 , 令 
n(n) =— SlaxX(n—)) 
1 = 


出 To) 为 平稳 时 间 序 列 ， 且 容易 求 得 jCn) 存在 如 下 庶 密 度 
fA): 
PCD= = ae | f0%) 


[ee S i 

EL i 

zr | bse 
j= 


由 定理 1, 存在 白 喧 声 i8(9)}, 使 909 可 表 为 








nn) = bt) 
所 以 对 文 (m0) 成 立 
> qn 一 办 二 Dbl) : 
有 及 5 为 ARMA 过 各 


系 灌 零 均值 平稳 时 间 序 列 Xs 存在 谱 密 度 了 ( 力 ， 则 ;可 
表 为 了 阶 自 间 归 (25) 的 充 要 条 件 是 f(4) 可 表 为 如 下 形式 


FDI 1 (30) 





具有 形 为 (27)}，{30 的 谱 密 度 又 称 为 有 理 谢 密 度 。 上 面 的 两 
个 定理 告诉 我 们 , 平稳 时 间 序 列 闻 7 可 表 为 满 是 (21) 的 ARMA 过 
程 时 其 协 方差 函数 的 表征 性 条 件 一 一 满足 万 尔 - 巨 尔 克 方 程 和 在 
在 谱 密 度 时 谱 窗 度 的 表征 性 条 件 一 一 具有 有 理 谱 。 下 面 我 们 进 一 
步 说 明 满足 (21) 的 ARMA 过 程 其 自 回 归 部 分 的 参数 &; 亦 不 是 
尾 斋 的 , 
=。 AD 。 





定理 4 车 存在 零 均 值 平稳 时 间 序 列 Xyr 可 表 为 满足 (21) 的 
ARMA 过 程 ， 则 


» 
Ata)A DS gar 
i 
在 |z| 拟 1 至 少 有 3 一 9 个 零点 , 且 它 在 1z| 安 1 上 的 零点 必 是 
B() A Sbar 
5 


和 
B* (A D6 
= 
的 零 戌 . 
[证 明 ] 车 至 (人 为 瑟 z 的 谱 函 数 , 则 因为 和 可 表 为 (1)， 便 
训 


| 14(e [aF OND 
-| 
六 


2， IB(e™) 142 


车 记 F,( 力 为 下 ( 力 的 绝对 途 续 部 分 , 且 了 (4) 一 玉 C))， 风 
[ iany RW BD 





3 e | dF (A) 


be | 9 gd 
2 





[aCey har)=0 (31) 
由 上 的 任意 性 , 必 有 
14(e Yl (N= = | BCe™) Msp sme Ble De 


- Zi 


由 于 了 (办 的 可 积 性 ， 所 以 4(#) 在 1s1==1] 上 的 零点 必 是 B(z) 或 
B*(z) 的 零点 ， 为 般 述 简单 起 网 ,假定 4{2) 在 |z| 一 1 上 无 零点 (再 
则 对 证 明 稍 加 悠 改 即 可 ) 且 可 认为 B{z) 的 零点 全 在 1z[ 所 1 上 
(省 则 对 Btz),B*(z) 的 零 后 配置 稍 加 侯 改 肛 可 )， 则 B”(#2 的 根 
全 在 |z| 实 1 上 , 且 

10) = 


0 Ble’)B*(en) ls- 
B27 Ae A er) 








共 中 
4 (2 会 Tae 
又 因为 Xs 满足 (22); (23)， 由 定理 2 其 协 方差 函数 满足 下 到 条 件 
iB(n- =0, 2 二 1 
利用 (31), 当 n>g+1 时 可 得 
-| err-mia(en) fd 


+ ere-mACe) dP —F, 0)) 


一 (人 et-oadreny 且 (ef 再 "ef or 
ed 
一 a-e~tB(2) B+ (2) 

oT2 上 Ar 可 2 


J#i=] 


所 以 由 复 变 函 数 的 知识 可 以 知道 , 2. 人 在 圆 内 解析 , 又 因为 
B* (2 的 根 全 在 |s|221 土 , 所 以 A*(z) 在 加 内 的 办 点 必 是 B(z) 在 
* 242 4 








圆 内 的 零点 , 即 至 多 只 能 有 9 个， 车 2 是 4(2) 一 0 的 根 , 峙 54 这 
是 4*(2) 一 0 根 ， 其 逆 亦 真 ，、 所 以 4( 人 在 国外 至 多 只 能 有 ? 个 零 
点 , 而 且 这 些 零点 必 是 吾 *(2) 的 霍 点 , 又 由 于 A(z) 是 次 多 项 式 ， 
所 以 A(2) 在 贺 内 还 至 少 有 2p 一 9 个 零点 ， 定 理 证 毕 ， 

系 ” 零 均值 平稳 时 间 序 列 XYz 可 表 为 了 阶 自 回归 (25), 则 它 油 


是 &(8) | 五 (ZX) 的 充 要 条 件 是 4( 罗 全 之 a;z7"!1 的 零点 全 在 
f=D 


1z| 志 1 上 , 特别 当 百 |# (8)|? 生 0 时, 则 4(z) 在 零点 爹 在 |#| 之 1 上 ， 

从 上 面 的 定理 中 可 以 知道 ， 假 车 我 们 是 关心 的 是 满足 (21) 的 
ARMA 过 程 , 那么 可 以 认为 4() 的 零点 在 |z| 志 1 上 , 因为 谱 密 庶 
中 对 应 于 A(z) 在 圆 外 的 零点 的 那 一 部 分 是 可 以 与 分 子 BCz)B*(z) 
相约 的 ， 这 也 者 味 着 和 是 一 个 阶 数 更 低 的 ARMA 过 程 ， 所 以 
讨论 ARMA 过 程 时 ,不论 是 由 (1) 欠 出 或 由 满 是 (24) 的 协 方 闭 汪 
数 或 有 理 庶 给 出 , 都 可 认为 是 4(3) 的 栅 的 在 |z| 扎 1 上 ， 允 因为 从 
谱 或 协 方差 本 身 是 无 法 对 吾 ( 裤 零点 位 置 加 以 限制 的 , 但 由 于 在 解 
决 预测 问题 时 运用 引 理 了 的 需要 , 今后 我 们 也 常 假定 B(z) 的 零点 
在 1z| 委 1 上 ， 这 一 假定 并 没 对 互 r 的 协 方差 Bn) 和 谐 蜜 度 了 
有 任意 附加 的 限制 ， 有 时 , 为 了 避免 4(z)，, B(z} 零 点 在 1z|=1 上 
这 一 退化 的 情况 , 在 考虑 ARMA 过 程 时 更 要 求 4(z)，B(z) 的 专 
点 多 在 国内, 这 时 便 有 如 下 结果 . 

定理 5 若 平 稳 时 间 序 列 下; 是 可 表 为 (1) 的 ARMA 过 程 ， 
则 (让 当 {gy} 满足 下 到 条件 时 ， 


4 aiorri 的 零点 都 在 121<1 内 (82) 
于 于 . 
便 有 
XW) = Ses(n—)) EH, 33) 


se 243 « 


其 中 之 ,1cj| 天 co : 
Gi) 当地 让 满足 下 列 条 件 时 ， 
(3 全 biaz-f 在 加 外 |z| 1 无 替 点 (34) 
加 ， = 
便 有 
Em = Sd Xn) EH,CX) 
# = 
其 中 之 || 二 0 
= 
”iD 当 (32), (3 分 同时 成 立时 , H, (8) 一 晴 ,(X)， 
[证 明 ] 
人 -车 记 
(Dax (nj) 
革 二 和 0 
SHE) (35) 
则 当 (32) 成 立时 , 由 引 理 1,X(n 一 力 = 了 J5m(n 一 人 )， 且 0151 


之 oo， 再 将 90) 一 6,5(n 一 办 代 人 上 式 9(n) 即 得 (33)， 同 梯 
= 


可 证 (il). 

《iii) 因为 由 (33) . 

XEIEH,(S), En 
所 以 日 (2)CH.(5)， 又 因 (3 成 立 , 日 ,2)CC,(), 所 纪 
Hn.(8)=H,(X), 

最 后 , 我 们 来 说 明 ARMA 过 程 的 另 一 个 重要 性 质 . 

现在 我 们 引 人 了 维 平稳 时 间 序 列 了 zr 一 {7Y(n),n=0, 土 1,*…)， 
» 244 。 


Y,{n) 
ro-| : | 为 卫 维 随机 变量 , 满足 下 列 条 住 ; 


F(t) . 
Ym) =FY(n eo1)+n( mn) : (36) 
份 (%)} 为 了 维 白 皮 声 序列 , 即 
En(m) = 人 0 
B{n(n) nm)') G0 .37) 


其中 广 (m)' 表 3(o) 的 共 示 转 置 , 则 yr 为 2 维 的 一 阶 汉 回归 过 程 
定理 6 平稳 时 间 序 列 了 ,可 表示 为 满足 (32) 的 ARMA 过 
程 (1)， 且 g<p 一 1 的 这 要 条 件 是 {X (x)} 是 满足 (36) 一 (37) 的 
了 维 平稳 时 间 序列 的 一 个 分 量 , 且 玉 的 特征 根 的 模 全 小 于 1. 
[证 明 ] 充分 性 ， 在 证 明 充分 性 时 ， 我 们 要 利用 线性 代数 中 
下 列 事实 ( 凯 莱 -哈密 上 (Caylay-Hamilton) 定 理 ) 对 px 矩阵 
F, 若 


del(F— uD)— Tap (C38) 
了 一 站 -” : 
| 
YaiFr1=0 | (C39) 
1=0 
更 由 (36) 
Yn—p+1)=Frn—p)+nm—p+1) 
Y(n—p+2)=FY (nD) +nn mp 二 2 十 下 7 一 及 十 二 
Yo) = np) + Pn) 
咒 此 , 利用 (39) 可 得 


和 站 


> Ym 一 办 

ee 
-5 (> oP'i tn—i) Bn(n—iy | 

i=0 “j=0 i=0 


兴 中 B.A Sap 着 不 (n) 可 表 为 了 (m) 的 第 三 个 分 量 ， 那 么 以 
BIEB, 的 ! 行 时 , 就 可 得 到 
Si ax (mn) = Si pom 


#4=D 


车 记 (WD 会 全 B40n(n 一 让 则 不 礁 验 证 人 (nm)) 为 一 维 平 稳 时 闻 
序列 , 且 利 用 (0) = 了 B40n(% 一 0) 上 万 ,so( 办 容易 证 明 
亲王 而 
E{E (mn Em = 0, |n—m|>p . 
因此 由 定理 1， 存在 一 维 自 染 F" 人 Cn) 使 (mn) 可 表 为 
(na) 一 Sb 办 
即 z 为 ARMA 过 程 日 可 甫 为 
an—)= 6En—) 
了 一 了 音 王 让 
又 因为 下 的 特征 根 就 是 (38) 中 访 .ayp? :会 4(1) 的 魏 点 , 所 以 (32) 
J 应 


成 立 . 
必要 性 , 车 也 2 满足 (32), 则 由 定理 5 及 (33) 式 ， 


Elm) LAO) = Dc (nC—)), kl1 (40) 
时 二 身 


今 以 Po 表 二 阶 矩 随机 变量 希 尔 伯 脱 空间 中 到 子 空间 G 的 投影 算 
"246 * 


子 , 则 (40) 表示 
Poms (tntk) =0, kD0 C41) 
令 Xn) 
《二 了 
Tn) 会 | 天 ptr) 下 ( 和 十 2 


五 5 有 (十 和 一 1 
则 不 难 验 证 {了 (0, n= 二 0, 土 1,…} 为 了 维 的 平稳 序列 ， 若 以 HY) 
表 4 了 (EF), 上 所 Rn} 诸 分 量 的 任意 线性 组 合 及 其 均 方 极限 张 成 的 子 空 
辣 ， 则 吾 :{ 玉 = 二 卫 ,( 耻 ， 令 户 一 Paiin 一 Patry， 因 为 H.(X)C 
at), 所 PPs+i= PP;, H. 

在 【各 


P,X 1 
(n= 1 


PX(n—p—1) 
(RR 十 1) 


Pr 
Y (n+ 1)= "ri et 


局 十 到 


车 以 Ti 和 表 了 (的 第 工人 个 分 县, 我 们 来 考 千 PT (ae 十 1)， 
PY ntl) =PX (nt 1) =Y,(n) 
PFalnt+1)=P,Psr X(t+2) = P(t 2) 一 Ts(n) 


PY olRt1) =PrPart (ni+p) = PX (nt 1) (42) 
=P,(— Dax pt bj (ntp—)) 
j= 1 #0 


岂 时 
=— SoPXmio—)=— Sqr, (n) 
有 三 1 中 一 也 


。247 。 


在 上 面 的 推导 中 , 我 们 依据 8<s2 一 1 及 (40) 而 利用 了 
Pp.(> bt (np )=0 


j= 
由 (42 
有 了 (和 十 二 一 天 下 
其 中 五 为 
| 0 i 0 D 
| 0 0 1 “a 总 
0 Q 0 ‘a 1 
[La a a 
车 记 
了 (n+ 1) =FY (nN) 十 人 (全 十 二 {431 
那么 不 难 验 证 {n(x)} 是 维 平稳 序列 , 而 且 依 据 投影 定理 
n(ni1) .LH (Y) (44) 


又 由 (43)17(m) EH (CT), 这样 就 有 

中 (全 十 二 有 全》 用 (各 一 
所 以 妇 Go) 还 是 一 个 五 维 白 噪声 ， 而 下 的 特征 方程 就 是 4 
一 全 ojir-ifes=1), 由 (32) 保 证 的 下 特征 根 的 模 人 多 小 于 1， 定 理 


证 毕 . 
在 定理 6 中 对 证 z 家 为 (1) 时 要 求 9 所 2p 一 1 不 是 一 个 本 质 性 

的 限制 ， 因为 当 g 尘 P 峙 ， 我 们 总 可 以 令 gp41 一 812 二 "二 Gy 三 0 
把 苹 z 表 为 旭 下 , 其 有 了 守 9 十 1 的 形式 

ZaiX (nH)= b(n)) 

十 二 日 站 一 站 
擅 以 只 要 43 的 敌 点 在 加 内 ，ARMA 过 程 就 是 多 维 一 阶 自如 归 
过 程 的 分 量 ， 
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从 上 而 的 定 更 证 明 中 可 以 看 出 , Fr 为 正 恋 时 , 蔬 z 也 必定 是 正 
坊 的 ,而 站 r 为 正 态 时 ，Tr 也 可 取 为 是 正 态 的 , 而 当 Yr 是 正 态 过 
程 有 时 , 允 因 为 它 满 足 444), 可 以 像 一 维 情 形 一 样 证 明 ' 它 述 是 一 个 马 
尔 可 去 过 程 , 所 以 一 个 正 术 ARMA 过 程 当 A(z) 的 霍 占 在 贺 内 时 
它 述 必定 是 一 个 多 维 马尔 可 夫 过 程 的 分 量 ， 

至 此 我 们 较为 详细 地 讨论 了 ARMA 过 程 的 性 质 ， 当 过 程 的 
参数 是 连续 变化 时 ， 也 可 类 但 地 用 微分 方程 式 代 赴 益 分 万 程 来 规 
定 和 RMA 过 程 , 但 要 涉及 到 过 续 参 数 昌 曲 声 的 导数 , 相应 的 寺 论 
就 要 划 杂 一 些 中 ， 


习 题 


J]， 若 427(6), 一 cc 必 t 过 00} 为 蕉 均值 的 正 交 增 二 过 程 ,可 | 30 一 中 
= 一 二 一 在 ， 试 证 
XI) nt 1) 
为 平稳 过 程 , 并 求 和 出 它 的 天 方 莽 国 数 和 谐 函 数 . 
2， 车 {( 人 1， 让 是 平稳 帮 关 的 平稳 过程 , 且 甘 均值 国 数 , 协 方 差 国 
数 Br(r), Br(z) 和 瑟 协 方 莽 畏 数 Brrr) 注 足 : 
EiX(t)} =0D, EiF(t)=0 
Brir)= Br(r), Brrr)}=—Brr(—r) 
试 证 本 (2 二 天 (toos oot 十 了 (t)ginool 由 是 平稳 过 程 ， 丸 若 让， 了 的 详 认 
度 存 在 则 分 也 存在 谱 窗 许 ， 试 用 碟 , 了 的 庶 帘 诬 与 交 百 谱 密 诬 表 出 Wt) 
的 谱 密 诬 ， 
3 音义 (t) 为 平稳 正 态 过 程 , {X(t 站 =0，BLr) 为 其 协 方 关 国 数 ， 又 
上 上 1, 当 人 (CY0 
F(t)=sgoL X(N = 当 £0 
试 证 了 (1) 是 平稳 过 程 , 有 其 标 礁 相关 函数 为 


BY) 





Ryr{s) = Zarcsin( 
A 


OD 者 见 竣 绍 漆 等 编校 " 希 东 人 折 脱 空间 中 的 平稳 序 剂 "， 上 上海 科技 出 磺 社 (1953 
年 ), 第 三 篇 文章 ， i 
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4， 若 {让 (#)， 一 ce<t 必 oo 为 均 方 连续 平稳 过 程 ， 其 有 谱 密 度 六 4). 
试 证 对 抄 个 生 > 虽 于 全 一 人 (Am 一 0 士 上 小 为 平稳 序列 ,并 用 f(A) 表 


过 出 于 避 的 谱 密 度 ， 
5， 培 飞 到 产 4) 为 弟 稳 序列 1 人 (6 nm 一 由 十 1 的 谱 密 度 , 蛤 还 相应 
的 BONY 为 二 (和 一 站 士 ] 的 协 诺 善 序列 : 


(GD f= 去 [TEA + 这 一 ret， 
Bn)=r" Cong 
《ii F100 = [bi fol 1 1 < 
2 
1 ml 一 3 下 | 


a asl (1—lol ad) 《一 [as 人 1 一 5 了 








El 地 中 
有 人) 一 人 gmt]+ lol?+[b :— 4Re(ab) + |al:ibl’) 
(1—1al?)* 
Iw an) Ca- boa" ! 一 0 = 
十 {1— als)’ 和 人 全 3 站 


并 写 出 上 左 ( 和 }5 为 零 时 , 对 应 的 六 和 和 Bin). 
6， 若 下 列 (4) 为 于 稳 过 程 {入 (1), 一 2 之 1 之 oo} 欧 谱 密谋 ,验证 相 湾 

的 BCfF) 为 {X{t), 一 9 之 t 之 co0} 的 胁 方 差 国 数 

alAs+ {att Be*)] 





0) /Do TT Tt 一 
BCt)=—e-°r cog pt | 
， 上 4 一 5 . _ 
(ii} FCAY:= pr Er , Reg <0, Req,<<0, 
1 | 所 让 [at 十 和 ec 《Ba 一 再 ) (a, +h) esd ] 
2(q4— 5:) Rea (a 十 到 Rea faz + a.) " 
Blt)= tl 过 全 
ec 可 | 2 十 |D17.- 21ma: Ime _ 了 人 一 (ab) (oth) | 4 | | 
. Reay: {Resm}? 


井 写 出 了 或 有 4.5 为 零 时 , 对 应 的 商科 和 BCEY, 
7。 试 证 若 平 稳 过 程 号 的 谱 密 度 折 ( 放 可 表 为 


7 0 2 Ci 3 


+ olor a 
的 充 要 条 件 是 FA) 可 虚 为 
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[| 


_ [eh|: . 
1(1) = [er lal <1, 181 <1, |8| < Teal 


这 时 也 必 存 在 自 噪 声 序 列 千 (3 和 马 泉 可 天 序列 4 (下 使 是 (和 5m) 十 
0 (4) 有 相同 的 协 上 方差 户 数 ， 
8， 若 平稳 过 程 X(t) 的 谱 陋 数 卫 (4) 对 某 个 4 满足 


amar < 


呵 二 (1 任 者 次 均 方 可 微 . 

9， 荐 平稳 过 程 X(t), 一 局 一 <col 的 谱 函 数 森 是 一 不 其 舍 有 限 个 且 
路 点 的 纯 号 上 牙 国 效 ， 则 对 任 章 的 日 玉 和 有 4， 由 起 方差 消 数 下 二 构成 
的 矩阵 

{Bl bi) ) ves, sen 

是 正定 的 . 

10。 若 实 平稳 过 程 为 狐 带 情 导 , 即 它 存 在 讲 密 并 且 满 十 

74 一 [让 宇 加 


试 证 其 协 方 兰 函 数 当 | 之 3 和 -时 满足 
B(r)B(O) oo8( Ar) 

11. 若 X(t) 为 平稳 过 程 , 旦 存在 均 方 显 数 三 1 试验 证 下 章 了 Y(t) 也 
是 平稳 过 程 , 并 用 nr 的 谱 陪 数 表 出 了 的 谱 通 数 . 

人 YO)=| ep (Cds 

(ii) F(CD 一 ee SNOUT 3) y(n dy, 

一 到 本 了 

12， 若 417(#), 一品 之 1 之 0} 是 零 均值 的 正 交 增 量 过 程 , 加 | 站 人 一 好 [7 

= 试 证 


Bit 


Ef) = 7 -一 TD ~ cot 


也 是 零 均 值 正 交 卉 量 过 程 , 且 
E| Sf) — {Et) | = | 一 下 | 


一 让 


Ib) a) rd) 


13。 若 了 X(t) 为 均 方 迷 续 的 平稳 过 杖 , 且 满 足 
FOTBYAITOT)= E(t) 
“251*» 


试用 (17) 的 谱 应 数 来 表示 了 (1) 的 谱 郑 数 ， 
14， 设 4 天 7 为 尘 稳 序列 , 令 


8 (ii) = 7 Doan j) 


了 一 主 
车 
Eletn) Kn— N=0, 1Ej<p 
试 证 (mn) 工 吾 。-:{ 互 ) 的 充 要 条 体 是 4e Cw}} 为 白 障 声 序 列 ， 
15， 考 平 稳 过 程 瑟 r 的 谱 密 庶 为 了 4 斌 证 


Bl oat ls2r supf nF I has 


16， 若 平稳 过 程 六 vy 一 4 革 () ,二 0, 士 11 尺 } 具有 谎 窗 座 了 (CA), Ef4) 六 
互 ; 的 随机 庶 函 数 ， 了 叉 囊 ol 苹 ) 表 {CR 寺 中 张 成 的 二 的 子 空间 ， 当 f (2) 
< 对 时 ， 


HE DAD pW Pee, Blond <ool 


| 和 要 要 一 后 


， ， 
eel cnermi 人 lee 


HC pads oN = 二 oem Dlo,l:<ool 


HR) = 站 . pA a CA) PA) = > enein,, > lc, | :of 





第 五 章 “时 间 序 烈 分 析 


在 这 一 章 里 ， 我 们 主要 对 参数 集 为 离散 的 二 阶 矩 过 程 互 r= 
{ 瑟 (0，8 一 0 士 1 … 沾 进 行 讨论 ， 因 为 在 利用 数字 计算 机 进行 处 
理财 , 往往 需要 对 参数 为 连续 变化 的 随机 过 程 进行 采样 , 把 它 变 换 
为 一 个 参数 为 离散 的 随机 序列 。 所 以 对 离散 参数 的 随机 序列 进行 
讨论 是 十 分 重要 的 ， 敲 散 参数 随机 序列 使 用 的 许多 统计 方法 也 就 
是 计算 机 上 分 析 连 续 参 数 随 机 过 程 的 方法 ， 而 且 在 处 理 连续 参数 
随机 过 程 中 在 随机 过 程 积分 等 方面 过 匀 的 一 些 教学 上 的 困难 ， 在 
离散 参数 随机 序列 的 处 理 中 都 可 避免 。 所 以 我 们 在 这 一 音 中 主要 
讨论 参数 集 为 整数 的 情形 , 即 考虑 的 是 随机 序列 . 

由 于 科学 技术 的 需要 和 计算 机 技术 的 发 展 ， 本 章 介绍 的 时 间 
序列 统计 分 析 方 法 在 实用 中 有 很 多 用 处 , 而 县 也 不 局 限 用 于 很 “下 
规 的 随机 过 程 的 统计 之 中 , 例如 语音 声波 分 析 , 地 震 恋 分 析 , 振动 
分 析 等 , 在 那 星 于 处理 的 时 间 序 列 刀 人)，41 一 人 1 2 …} 未 必 有 吏 看 
作为 我 们 以 前 介绍 的 随机 过 程 ， 但 是 本 章 中 将 要 介绍 的 一 些 适用 
于 随机 过 程 的 统计 分 析 方 法 , 在 这 些 领域 中 仍 被 广泛 的 使 用 , 而 且 
获得 很 大 的 成 功 ， 所 以 我 们 采用 “时 间 序 列 " 这 一 名 词 ， 它 可 以 包 
括 随 机 过 程 ( 主 村 基 参 数 为 整数 的 随机 时 间 序 列 )， 也 再 以 包括 其 
它 访 形 的 数据 ， 不 过 因为 对 时 得 序列 所 使 用 的 一 些 行 之 有 效 的 统 
计 方 法 ， 大 多 还 只 能 从 随机 过 程 的 统计 分 析 中 找到 合理 的 理论 基 
融 ， 所 以 我 们 虽然 采用 含义 广泛 的 名 词 “ 时 间 序 列 "， 但 在 这 里 只 
是 对 随机 时 间 序 列 来 讨论 它 的 预测 ， 滤 波 和 其 它 统计 分 析 问 题 ， 
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8$ 1， 时 间 序 列 的 预测 和 滤波 


一 、 问 题 的 提出 

在 研究 随机 现象 时 , 由 于 不 同 随机 变量 之 局 的 统计 联系 , 往往 
希望 利用 这 种 联系 的 统计 规律 性 ， 由 一 些 随机 变量 的 观察 值 去 估 
计 或 预报 另 一 些 卫 机 变量 的 取 值 气象 巴 报 中 的 统计 预报 就 是 -- 
例 ， 在 上 一 篇 数理 统计 中 的 回归 分 析 中 就 兽 介 绍 过 这 类 问题 的 处 
理 方法 ， 对 于 随机 过 如 中 也 有 类 似 的 情况 , 因为 对 随机 过 程 来 说 ， 
它 是 一 族 和 随时 间 而 变化 的 随机 变量 , 而 且 一 般 来 说 , 对 应 不 同时 间 
的 随机 变量 之 间 是 存在 着 统计 联系 的， 因此 我 们 可 以 利 由 对 应 不 
同时 间 的 湖 机 变 最 之 间 的 统计 联系 ， 由 “过 去 "的 观察 慎 来 估 寺 或 
预报 “现在 ”或 “未 来 " 的 取 值 .这 类 问题 在 实用 中 是 经 常会 遇 到 
的 .例如 在 火炮 控制 或 制导 系统 中 ， 为 了 有 效 地 控制 武器 系统 向 
目标 攻击 ， 就 需要 在 每 个 时 刻 根据 目标 运动 的 历史 知识 来 预报 出 
下 一 个 时 刻 的 状态 (包括 位 置 ,速度 等 ), 以 便 指挥 武器 系统 谁 确 地 
指向 这 一 目标 ， 虽 然 目 标的 运动 是 满足 一 定 运 动 方 程 的 ， 但 不 可 
避免 前 有 随机 因素 存在 , 更 重要 的 由 于 对 有 目标 观察 存在 噪声 , 所 以 
”我 们 所 能 获得 的 目标 状态 就 应 该 用 一 个 随机 过 程 来 描述 ”而 能 否 
准确 地 预报 这 一 随机 过 程 的 取 值 ， 就 直接 影响 到 控制 系统 的 命中 
率 ， 

又 如 在 工业 生产 过 程 的 控制 问题 中 ， 为 了 使 我 们 关心 的 质量 
或 数量 指标 达到 预定 的 目标 ， 利 用 系统 状态 的 观察 来 预报 二 一 村 
刻 的 状态 , 并 依据 这 一 点 来 确定 控制 方案 ， 这 种 做 法 也 是 常用 的 
采 于 系统 本 身 的 随机 干扰 和 观测 噪声 的 存在 ， 在 这 类 问题 中 所 处 
理 的 也 是 一 个 随机 过 程 . 

从 上 面 的 实际 向 题 中 , 我 们 可 以 把 问题 归结 如 下 : 
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车 Xy = {XKt),EEY} 是 我 们 关心 的 随机 过 程 ， 一 般 地 它 表示 
一 个 系统 的 状态 , (1) 本 身 可 以 是 一 维 的 , 也 可 以 是 多 维 的 , 但 由 
于 实际 观测 条 件 的 限制 只 能 观察 到 X(t) 的 分 量 或 其 组 合 , 所 以 我 
们 可 以 歼 得 的 观察 值 是 

ZL) = HCIRCEY TV) (1) 

其 中 六 (t) 是 观测 的 嗓 声 ， 当 匡 (t) 为 W 维 向 曼 时 , 总 ( 引 便 是 一 个 
m xX 轨 矩阵 , 是 表示 我 们 可 以 观测 到 的 王 (t) 的 基 些 分 量 或 其 线性 
组 合 ，(1) 又 称 为 观测 方程 ， 我 们 的 问题 是 如 何 利 用 Z(t) 在 EE， 
2] 的 观测 值 来 估计 出 在 时 刻 芋 一 如 财 瑟 (fo 的 取 值 ， 而 观测 区 间 
(#1 $9) 可 以 是 有 限 的 , 也 可 以 是 无 限 的 、 一 般 地 ， 

当 一 讶 时 ,对 X (10) 的 估计 间 题 又 称 为 滤波 ; 

当 加 > 时 , 又 称 为 预测 或 外 推 ; 

当 二 过 机 寺村 时 , 又 称 为 内 插 . 
这 三 类 问题 统称 为 估计 问题 ， 当 然 ， 这 里 的 估计 是 和 数理 统计 中 
的 参数 估计 是 含义 不 同 的 , 参数 估计 是 对 求知 参数 的 估计 , 而 这 里 
是 对 未 知 随机 变量 的 估计 . 

在 土 述 合计 问题 中 , 允许 利用 的 是 {2(t)，f 志 1 志 t4}。 所 以 
我 们 为 了 对 下 (ito) 进行 舍 计 ,就 必须 作出 名 (Ci)， 志 1 过 5 的 某 个 
图 数 了 (Z(t), 和 t 筷 12), 用 它 来 估计 下 (to)。 但 是 在 提出 估计 问 
题 的 许多 实际 问题 中 , 所 处 理 的 随机 过 程 除非 是 正 态 过 程 , 硝 则 大 
多 是 无 法 确切 了 解 其 全 部 分 布 函 数 的 知识 的 , 而 要求 了 解 其 均值 ， 
协 方差 函数 等 二 内 结构 是 可 能 的 , 所 以 用 ZF01), 硬 过 1 安 f; 的 任 章 
函数 作为 估计 量 时 , 其 好 十 就 很 礁 讨 论 ， 而 只 能 对 用 2 (2), 4, <<! 


“交友 的 有 限 线性 组 合 Ye,Z(s,) 及 其 均 方 极限 来 作为 估计 量 时 ， 


讨论 其 统计 性 质 ， 这 种 估计 也 称 为 线性 估计 ， 在 了 (to) 的 不 同 线 
性 估计 蛙 (to) 中 ， 我 们 希望 录 求 的 是 使 下 列 均 方 偏差 为 最 小 的 估 
5 


计 , 即 要 求 
吾 | 总 (一 素 人 人 | 一 min (2) 
对 上 述 估 计 我 们 也 借用 最 小 方 林 估计 的 名 称 ， 
综 上 所 述 , 我 们 的 问题 便 是 求 : 


半 () EH (CZ) {ei 名 (s) 及 其 均 方 极限 ， 


c, 任意 数 , 鹿 二 5; 扩 fz] (3) 


使 
RIE(t0) — X00) | 一 mi 


在 求解 上 述 问题 时 , 我 们 总 认为 过 程 了 s 和 多 s 的 二 阶 统计 特性 是 
已 知 的 , 即 下 烈 函 数 是 已 知 的 ， 

Bix(s, t) =B{(X(s) —EX()) (XC(E) EEX} (4) 

Brz(s, t) =B{(X(8)— EX(8)) (L(t) EDD} (5) 

Bzs (8,t) =B{(Z(8) — EZ(a) ZE) BEC} 《6) 
当然 ， 在 实际 应 用 上 使 用 均 方 偏差 最 小 的 线性 估计 来 解决 估计 癌 
题 也 是 方便 而 合用 的 ， 和 进一步 的 分 析 膛 表明 , 当 革 (16) 和 Zz 是 联 
合 焉 态 过 程 时 ， 在 下 (tf)， 瑟 委 1 相 的 一 切 (可 测 ) 函数 中 考虑 
X(t0) 的 俩 计时, 必 有 线性 估计 达到 最 小 均 方 偏差 。 所 以 对 正 态 
过 程 来 说 , 虽然 从 二 阶 统 计 特征 可 以 了 解 它 的 全 部 分 布 的 知识 , 有 
可 能 考虑 下 (和 站 更 为 一 般 的 估计 , 但 若 从 均 方 偏差 最 小 耐 论 , 线性 
估计 已 关中 够 了 

、 投 彩 定 理 及 其 应 用 

在 线性 估计 | 问题 中 ， 我 们 涉及 的 是 一 阶 矩 过 程 Kx 和 2 允 


许 使 用 的 估计 县 是 吾 ( 马 ) 一 Se,2(ai) 及 其 均 方 极限 }， 它 是 


HH 会 全， 加 i?<o9} 的 一 个 子 空间 ， 而 估计 量 为 最 佳 的 准则 又 是 


QD 参见 中 国 科学 这 数学 研究 所 答 著 “高 赦 时间 系 加 波 的 数学 方法 ",1975. 
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《22 车 在 吾 中 , 记 


(有 DD = HED, EN PIE &,nEH (7) 
那么 (2]) 就 是 找 六 (0)E 厂 (2) 使 
XC — 有 a =mint X(to) —n) (8) 


所 以 用 豆 中 的 术语 来 说 ， 线 性 估计 问题 (3》 就 是 要 在 豆 的 子 空间 
肿 (2) 中 找 一 元 素 在 (io 使 卫 (#0) 和 字 (10) 有 最 短 虐 离 ， 为 了 解 
决 这 一 问题 , 希 尔 伯 脱 空间 中 的 投影 定理 是 有 用 的 ， 

定理 1 (投影 定理 ) 壤 号 , 是 希 尔 伯 脱 空间 吾 的 子 空间 ， 
对 任 一 如 ,存在 座 一 的 元 素 EH 满足 


Lf-&l=mings— (9) 
点 一 志 : 十 二 2， SEH,, ss LH; (10) 


我 们 可 从 图 1 姥 一 下 它 的 几 
何 意义 ， 若 1 一 四 表示 向 量 反 到 
吾 ， 中 向 量 的 距离 ， 则 投影 定 
理 表 了 明 五 | 中 的 专 与 点 有 最 短 距 
离 ， 且 外 = 二 一 所 与 五 正 交 ， 所 
以 与 就 是 扣 在 百 | 上 的 投影 ， 如 图 1 
是 扣 到 妞 | 上 上 的 垂 线 ， 
令 后 , 我 们 常 把 互 空 间 中 的 元 素 扣 在 其 子 空间 了 上 的 找 影 生 
记 为 Pr < 车 不 会 引起 混淆 时 也 简写 为 P&E， 对 于 投影 运算 ， 我 
们 列举 下 面 两 个 常用 的 性 时 . 
性 质 1 Ps, 是 线性 运算 ， 即 对 任 章 复数 % 有 收 互 中 充 素 所 





1 
Pr 《aeE + An) —QPr s+ BPr (11) 

竹 质 2 省 右 ;是 及, 的 子 空间 , 则 对 任 一 5E 袁 有 
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PrPrs—Prs =Pa Pe,é 《12) 
利用 投影 定理 立即 可 推出 下 询 定 理 , 
定理 2 若 XX; 二 {X(t), tET} 和 Zr 一 {2Z(1)， 相 之 ft 所} 为 
二 阶 和 矩 过 程 , 则 (3) 中 的 Zr 对 环 (10) 的 最 小 方差 估计 发 (to) 为 
z 发 (io) =Pacsy X(to) (13) 
其 中 五 (2) 亦 由 (3) 规定 。 或 者 等 价 地 及 (tf,) 是 满足 下 列 条 件 的 
玉 {Z) 中 的 元 素 
EF{X(t) ZC} BEX) BON, btext (14) 
[证 明 ] 定理 的 前 一 半 就 是 投影 定理 前 结论 ， 至 于 (14)， 我 
们 可 以 这 样 来 看 , 当 (13) 成 立时 , 则 由 (10) 
X(t0)— RE LHCZ) 《15) 
所 以 
和 (it) 一 总 (1 20t， tit (16) 
妇 (14) 成 立 ， 反 之 , 当 (14) 成 立时 , 则 | 
(KE0)— RE ZANDT0 < 
故 当 


n= Sc, Zta), ft 
站 一 


(XC) —a), 0) =0 
进而 对 一 名 neEH{2), 

(CH) 有 (0); oD) =0 
同时 (VER), 所 以 由 正 交 分 解 的 唯一 性 , 必 有 

发 (fo) =Pyesy X(t) 
(14) 是 最 小 方差 知 计 所 油 足 的 一 个 方程 式 ， 为 了 由 它 求 得 

症 (#0) 还 必须 根据 过 程 Zz 和 成 (to) 协 方差 的 具体 形式 , 由 (14) 推 
出 更 明 确 的 表示 式 ， 用 来 求解 在 {to)。 下 面 我 们 考 虐 有 限 点 观 涡 
值 的 简 革 情形 。 
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[ 例 1] 车 已 知 允 一 十 ) 1 声 ?Y 和 Rj}， 要 求 革 to) 的 最 小 
方差 估计 ， 在 这 个 问题 中 , 因为 参数 集 有 限 , 所 以 


有 (2 ) 一 {了 ei2(41), ,为 生意 复数 } a7) 


因此 壮 (4,) 可 表 为 轩 (10) 一 了 eZ(ti)， 为 了 求 出 6; 可 以 利用 
(14)。 在 目前 的 情况 下 , (14) 可 写 为 





Bf ZIBHI 一 再 { 大 (to BL))} 
即 
eat 1 一 站 raffo Ej (18) 
二 本 





其 中 了 了) —B{i2tt,)2(t;)} 
Trelto fy)=B{X(F) Zt)} - 
方程 (18) 就 成 为 我 们 求解 c; 的 方程 式 ， 特 别 当 {2044), 1 所 18} 
线性 无 关 时 ， 
四 GdettT z(t,, 1))} 0 ~ (1%) 
那么 由 (19) 可 解 出 唯一 的 一 组 cj 1 所 7 才 s, 并 且 不 淮 由 此 推出 
0 Tralto t1) 。 四 rstio, ft,) 
Si oti, ts 
| em 
Zs) ae) 1 alba ts) 
同时 可 求 得 估计 误差 为 : 
ElIX(t0)— 人 (l=B{X(U) (0) C0))} 
EB{XCEO XIEo)} Trotto ti) on retto, t,) 
1 IT axtt, to) 1'sz Cn 了 





(21) 


gartlt,, to) 1 ol(t,,t 1) ~ 1 sttn, ta) 
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所 以 对 有 限 点 观测 值 的 情形 ， 利 用 (Id4) 是 很 容易 求 得 估计 问题 的 
和 解 的 ， 半 进行 观 谢 的 拷 间 + 是 无 限 集 时 . 问题 就 要 复杂 得 多 , 因为 
这 时 吾 ( 多 ) 中 的 元 素 就 不 象 (17) 中 规定 和 的 那样 简单 ， 而 (14) 的 求 
解 更 困难 ， 例 如 已 知 2; 二 120),9 伟 1 所 58), 这 了 时 即使 我 们 假定 最 
佳 估 二 有 如 下 形式 
(0 =| hs) ds 

让 1) 是 一 未 知 的 限 数 , 那 双 由 (14? 可 得 求解 中 (的 如 下 积分 方程 

f Molt, eh(s)ds— ,y(t, #0) (22) 


除非 站 (1, 8) 有 一 些 特殊 性 质 可 利用 (例如 它 是 对 应 于 蘑 个 微分 
子 算 子 的 格林 函数 ) 或 直接 进行 数值 解 , 否则 一 般 地 求解 (22) 将 是 
十 分 困难 的 ， 下 面 我 们 将 对 较为 特殊 的 时 间 序 列 来 讨论 其 预测 和 
滤波 问题 . 

三 ， 扰 喉 声 观测 平稳 序列 的 预测 

现在 我 们 考虑 对 平稳 时 间 序 列 呈 = { 和 (ma，2 一 0 土 1 …} 的 
顶 测 问题 , 在 这 里 假定 获得 的 观测 是 无 噪声 的 , 即 

Zn) Xn), n=0, +l, 
假若 已 获得 的 观测 慎 是 
让 (), 所 

而 要 求 预测 的 是 在 (po),nox0, 标准 仍然 是 均 方 误差 最 小 

为 简单 计 , 我 们 假定 EX(n) 一 0. 

1.， 有 所 点 观测 值 已 知 的 预测 

者 已 知 的 观察 值 为 

下 【一 下 十 IT) 到 一 如 十 2 “一 (DO 


用 它 来 对 四 (m0) 进行 预 铀 ， 若 硕 测 值 竹 (46) 一 仿 "o X( 一 有 ,那么 
Pe - 


在 这 一 情况 下 方程 (18) 就 可 写 为 
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1 一] 
SoBOi = Bti), Oisn—1 (23) 


其 中 五 (为 Xz 的 协 方差 函数 ， 方 程 (38) 的 系数 矩阵 为 

BV) Bl} w+ Bi—n1) 

B(1) B(0) » B(—n+2) 

Bln—1)}B(n—2) : BO) 
它 是 一 个 非 负 定 矩阵 ， 且 与 主 对 角 线 平行 的 各 位 置 上 诸 元 素 都 相 
出 , 它 又 称 为 托 布 里 兹 (Foeplitz) 瞪 阵 , 利 用 托 布 里 兹 矩阵 的 特性 ， 
可 使 (23) 的 求解 有 较 快 的 递 推算 车 D， 按 (21) 也 不 难 写 出 预测 误 
其 为 

Ga; 人 BIR(0) 一 总 (ho) | 





人 
Gn) 
其 中 GR) =det(B(Gi— A))? ,1 
B(O0) Bn) B{lno—n+1) 


Ode 
Bi—no+n—1) Bn—i1): B(O) 
斯 以 对 有 限 点 已 知 的 琐 测 疝 题 是 完全 可 以 解决 的 . 

下 面 我 们 来 考虑 了 (wn)，% 志 0 都 已 知 的 预测 问题 。 考虑 这 种 
向 题 的 一 个 原因 是 因为 它 可 以 作为 已 知 资料 足够 多 的 情形 的 一 种 
近似 . - 

2， 自 回归 模型 
”车 平 稳 序列 Xz= {X(n)，n 一 0, 土 ，…} 可 表 为 如 下 自 回 归 
形式 . 


”外 参见 GE P. Box, G.M. Jenkins, Time Series Anajysis, 1972 
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XR)) —é£(n), Go 一 1 (24) 
共 中 & (nm) 为 拍 噪 声 , 并 且 假定 4; 满足 


ad i=0 {25) 
的 根 金 在 单位 团 14| <1 之 内 .这 时 由 定理 4. 4.5， 
HA(X)= HH.(s) 
{nt LL HC), k>>0 
又 由 引 理 4.4.1, 取 =n 一 1, 并 利用 四 (rn) 的 平稳 性 可 得 


kR—1 时 
(Rm) = > ct (nm ld) + BTN 
T 二 站 =1 


所 以 利用 { 汉 (),0} 对 四 (m0) 的 最 佳 线性 预测 辫 (n ) 为 
站 (po) =Pycr (me) 


Wa— 1 


=— tiPrnt (no—{) 
f= 
EF 
十 全 .55Pa tr 人 1 一 办 
321 . 


一 之 0 一方 (26) 
=1 


在 此 我 们 利用 了 投影 算 子 的 线性 性 ,E(m 一 下 荆 吾 (FE) 和 开 (1 一 力 
EHo(X)， 特 别 当 m6 二 1 时 , 有 
(1)=Pp co X(1) 


=Pyin(— DB ax) #1) 
一 


一 一 人 aiX(I 一 用 0027) 


(26) 洁 诉 我 们 对 洲 足 (25) 的 自 回 归 过 程 (24)， 关 于 邓 G6 ) 的 预测 
只 依赖 "最 近 的 ”Pp 个 观察 值 臣 (0), 下 (一 1), … 大 (一 四 十 1)， 历史 
* 252 .4 


资料 的 补充 不 能 减 小 预测 的 误差 . 当然 《26) 中 的 系数 5 和 蔬 测 
误差 一 般 还 要 通过 形 为 (23) 的 方程 来 求解 .而 当知 = 工 即 阿 前 一 
步 进 行 预测 有 时, (27) 就 直接 给 出 了 和 预测 供 , 而 预测 误 益 
oIABIA(1)— (I . 
EIX()+ Tox(1—)) 1 


= 了 ET) (28) 
车 or 人 B18(1)|5, 则 of=05 
3。 沸 动 和 模型 
若 平 稳 序列 也 r= {XD), R=0, 土 1,"…} 可 下 为 如 下 有 限 洲 动 
和 和 形式 


X= Tb)) (29) 
= | 
其 中 人 (mn)} 为 白 噪声 ,并且 假 定 下 满足 
644110 的 根 全 在 单位 加 12|<1 内 (30) 


这 时 由 定理 4.4. 5， 
HX)=H,(8) 
ER+tE) LHLX), kD 
所 以 利用 { 玉 (8), 0} 对 蔬 (m0) 的 最 佳 线性 预测 总 (no) 为 
(m0) =Pry cn Xm) 


= PbsPaewb (mi) 


én, mg (31) 


0, Ro 
而 预 沁 误差 为 


”2 。 


0 会 吾 | 瑟 (mo) — 必 (N01! 
0 TY Bl? (32) 
其 中 o2 一 玉 15(C0)12 所 以 对 于 和 阶 汪 动 和 过 程 , 由 于 它 的 协 方差 
鲍 数 xf 请 由 
Br(n)=0, ] 21 二 4 

因此 进行 8 步 以 上 的 预测 时 , 历史 资料 不 能 担 供 任何 信息 , 预测 时 
用 不 用 历史 资料 是 一 个 样 ，(31) 和 (32) 提 供 了 预测 值 和 预测 误 莽 
的 公式 .但 当 ao<g 时 , 要 用 { 玉 (m), % 才 0} 直接 表 出 总 (ao) 还 必须 
求 出 E86) 用 {下 (n) ,jE6} 的 表示 式 ,并 和 代 和 人 (3) 之 中 ， 引 理 4.4.1 
表明 这 种 表示 是 存在 的 ， 但 一 般 说 来 总 (no) 必须 表示 为 过 去 无 
限 项 (一 ”) 之 和 ， 这 些 系数 将 通过 展开 某 个 有 理 函 数 米 获 得 ( 参 
见 下 一 段 对 ARMA 过 程 预 测 问 题 的 讨论 ) 

4，ARMA 模型 

潜 平 稳 序列 rs 二 {了 (8), 二 0, 土 1，…} 视 足 如 下 ARMA 模 
型 .| . 


D2 esX (nD) = Db) (33) 
共 中 {4(n)] 为 自 只 声 ,并 且 绰 定 {9j)}, {5;) 满足 


P 
Dad 一 0 
了 站 


511- (34) 
的 根 金 在 单位 回 |4| 二 1 内 ， 这 时 由 定理 4. 5.5 
HtX) = 五 ,人 人 3 
Etntk) LH(CX), E>0 (35) 


并 且 
二 264 只 


i . . 


和 00 = Fle El —h) (36) 
上 上 二 全 


这 样 ,利用 {下 (8),K 和 0} 对 四 (10) 的 最 佳 线性 预测 六 (no) 为 
这 (ro) Pi Sot (nh) 
此 一 自 


一 etPa ens (920 一 并 
此 一 性 


[ 


— > ct(no—k) (C37) 


预测 误 赣 
02 会 F|X(no) 一 总 (yto) | 


pp| > on—b)— Deln—h) ls 
HE : (38) 


其 中 0 会 玉 ]E(0) |*，(37), (38) 内 是 形式 上 给 出 了 预测 问题 的 解 ， 
因为 对 cj 及 去 (9) 还 未 给 出 它 的 明星 公式 ， 为 了 给 出 更 明确 一 点 
的 回答 , 在 频率 域 上 进行 相应 的 讨论 是 有 用 的 . 

车 二 (nn) 有 如 下 谱 分 解 


ED 一 | edge 


则 由 (33) 
XW =) eevee dn) 《39) 
鞭 中 
_ 六 Be 
ce-= 一 一 -一 《40) 
人 0 


二 2563, 


比较 436) 各 (39) 可 得 


ei} Doe 
所 以 ,就 是 C 《51) 展 为 项 级 数 时 < 的 系数 , 即 


Cu 一 站 jC) 


当然 在 实用 中 我 们 也 可 利用 辟 woar ;一 0 的 根 全 在 加 内 这 亲人 让 
把 (40) 分 解 为 部 分 分 式 而 求 得 ck。 车 表 
iT “Ole "jo. = 0, eCne” yA 


在 二 村 日 


则 由 (37), (39)， 
(n= (Foe acs) 


声 工 同志 


[et Ce- Le ote it] 
-| are De dir) (41) 


其 中 2x( 力 为 囊 r 的 随机 谱 函 数 . 车 记 
[eina0te- yl. 
PN em 


那么 全 (no) 一 |” 到 CNdEx()， 在 某 些 工程 技术 上 ， 只 要 能 给 出 


宙 ( 四 ,就 可 设计 专门 的 线性 系统 , 它 可 近 位 地 实现 如 下 运算 ， 当 输 
入 为 了 (nm) 时 , 其 输出 便 是 发 (so ,所 以 对 某 些 应 用 来 说 (41) 给 出 
了 预测 问题 解 . 
， 5. 一 般 平 稳 序 列 的 预测 向 是 
”从 对 ARMA 过 程 预 测 问 题 的 讨论 中 可 以 看 出 ， 把 平稳 序列 
芋 (n) 表 为 满足 (35) 的 形 为 (36) 的 单 边 宰 动 和 在 解决 预测 问题 中 
是 本 质 的 。 因 为 上 只 要 (35), (36) 成 立 , 那么 (37), (38) 也 就 成 立 , 至 
三 立春 时 由 


少 在 形式 上 是 得 到 了 预测 问题 的 解 . 所 以 对 一 般 平稳 时 间 序 列 , 解 
决 它 的 预测 问题 的 一 个 途径 就 是 寻求 满足 (35) 的 表示 式 (36)， 并 
设法 由 协 方差 函数 求 出 cj 对 平稳 过 程 的 进一步 研究 指出 @, 若 平 
稳 有 时 间 序 列 的 谎 函 数 为 交 (1)， 玉 (表示 瑟 () 绝对 连续 部 分 导 
数 , 则 当下 列 条 件 成 立时 ， 

| leg 下 (404= 一 oo 


必 有 对 任 一 "入 (Rn)EHol 半 ), 即 用 {XD) ,0 预测 X(tn)，n 之 0 
时 是 无 误差 的 , 而 当 Xx 存在 谱 密 度 了 (4), 并 满足 


| . logf (Vai>— oo 


则 下 zs 必 可 表 为 形 为 (36) 的 单 边 滑动 和 , 县 可 由 了 (4) 求 出 满 吓 
(35) 的 cei。 但 是 这 些 求 ce 的 公式 在 实用 上 要 运用 仍然 是 困难 的 ， 
而 且 也 没有 像 自 回归 模型 一 样 的 从 久 (n)，n 志 0 计算 至 (no 的 有 
效 算 法 ， 

四 、 有 噪声 观测 平稳 序列 的 估计 

1、 首 先 我 们 考虑 平稳 序列 的 如 下 估计 问题 ， 车 平稳 序列 
站 {8),， 2 (RR),， (请 足下 列 条 件 

ZR)— Rn) Fn (42) 

其 中 六 (n) 与 了 (n) 是 互 不 相关 的 观测 噪声 。， 我 们 要 利用 {2 Cn)} 
的 全 部 观测 来 对 习 (no) 进行 估计 , 因为 Zz 为 平稳 序列 , 若 了 zs (4)， 
Zz( 力 分 别 表示 它 的 谱 函 数 和 随机 谱 函 数 , 则 Zz 有 如 下 谱 分 解 


2 (四 一 | edcsl) 
又 忱 (no) 表 名 sz 对 下 (no0) 的 最 小 方差 生计 ， 则 因为 人 (no)EH(CZ)， 
而 由 (4.2. 39) 可 知 , 必 有 vw (人 DELi(GFz) 使 
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生 0) 一 | paz) 
这 时 表征 下 (no) 为 最 住 线性 估计 的 (14) 可 写 为 


| pe mas) 
一 吾 { 症 (ra ) Zin):=B{Y (no) Z (n)} 


.| (43) 
其 中 恩 :z( 和 ) 汶 于 rn, Zr 的 交互 谱 隙 数 ,特别 当 革 -，Vy 分 别 存在 谱 
密 庶 了 zx《 习 和 扣 y (D 时 , 且 因 它们 又 互 不 粗 美 ， 则 由 《2)}，Zr 也 
有 诺 密 度 fz(4), 且 
zz (四 一 fx 和 十 方 7 


Prs C=) frr(p)ap 





这 了 时 由 (43) 便 可 推出 
— ef rr(a) 
9 (9 frxr tt) + frr ta) (44) 
¢ = ” 1 frx(d4y 
二 (m0) | Pr pr (45) 


而 侍 计 误差 为 
0*=E|X(no) — 时 (mn) |? 
|(n0)}? 一 羽 ] 证 (0) |? 
站 0) 
-| Dd pT 


-| df a 
Jrr (NT frr Ch 


(45) 表明 为 了 由 2 获得 对 玉 (no) 的 信 计 ， 可 以 设计 一 个 线性 又 
统 , 它 的 频率 特性 是 
二 


frrtah) 
人 放 会 天 用 十 天 万 (46) 


这 时 把 Zr 输入 这 一 系统 时 , 便 可 履 得 多 ; 对 下 的 估计 ， 对 于 (46) 
我 们 可 以 队 一 个 特殊 情况 来 理解 它 ， 若 
fri (=0, gah 
frr) =0,， 4<6 或 A>8 
这 时 按 (46) 
0, 4g 或-b 
VN) = a (47) 
这 就 表明 当 信 号 Xr 的 谱 集 中 在 4<<4<<5， 而 噪声 Vs 的 谱 集 中 在 
1<a 或 4>b, 者 互 不 相 重 , 这 了 时 就 可 设计 以 (47) 中 的 到 (办 为 频 
率 特征 的 线性 系统 , 它 让 谱 集 中 在 [a, 5] 的 信和 号 金 部 通过 ， 耐 把 庶 
集中 在 4<a 或 425 的 噪声 多 部 有 压制 掉 ， 这 与 直观 想 法 是 完全 一 
狐 的 ， | 
在 这 里 我 们 是 运用 了 Zz 的 全 部 资料 来 对 年 Cn) 进 行 估计 ， 这 
种 佑 计 是 无 法 实时 进行 的 , 只 能 在 观测 结束 后 进行 估计 .下面 我 们 
介绍 具有 有 理 诸 的 平稳 序列 的 滤波 问题 ， 
- 2. 具有 有 理 说 平稳 序列 的 滤波 和 外 推 
我 们 用 一 个 简 半 的 例子 来 说 明 具 有 有 更 谱 密度 的 平稳 凡 询 的 
滤波 和 外 推 问题 的 频 堪 处 理 方 法 .着 疯 济 到 的 平稳 序列 Zn) 可 
者 为 
Zin) 一 是 48 十 下 (5) 
其 中 { 瑟 (aa 和 {FCn)} 是 互 不 相关 的 平稳 序列 ， 它 们 的 谱 密 度 
zx 和 i fpv (4) 分 别 为 


frx lA) C 


ea 


2 
fr (0 = 





[el| 到 1 《48) 


1 


由 此 , 外 (n) 亦 为 平稳 序列 , 屿 它 的 谱 密 麻 为 
fo -Tart (49) 
此 时 必 可 取 适 当 的 C 和 15| 过 1 (参见 第 4 章 习题 )， 使 fzs() 表 
为 
=-CLe el lal <1, 181<1 (50) 
且 国 为 Xx, Vs 互 不 相关 ， 扬 以 Xx 和 Zz 的 交互 诺 密 度 fzz 必 满 
是 / 
fiz C0) =frx (1) (51) 
我 们 考虑 用 {多 Cm),n 志 0} 对 三 (no), tw 之 0 进行 信 计 的 问题 ， 出 于 
Zr 以 (49) 为 谱 密 度 , 所 以 豆 o(Z) 中 的 元 素 可 以 表 为 (参见 习题 ) 


Ho(Z) = 小 人 【6 一 ene i™, 
_ | 


Slol<o0! 
其 中 (0) 为 多; 的 随机 谱 函 数 ， 若 工 (n) 的 最 小 方差 线 竹 估计 
为 站 (m0)， 旭 
(nw0) =| ved as 
其 中 


Pe)= Hee mulli<0 (52) 
如 一 上 


又 因 关 (m0) 是 蔬 (80) 的 最 佳 线性 信 计 ,由 (17), 当 na<0 时 ， 
: {pede-mfos (Wah 
=E{X(no) Zn)}=E {X(n0) 2 Cn)} 
“270. 


-| ein (OA 


由 (51), 即 可 推 划 国 
[tete dss 0 ers (Dle mdA=0, 
nD (53) 
所 以 对 
be) ape fz emfrs()) (54) 


由 于 fzs 和 产 x 都 是 e+ 的 有 理 轩 数 ,我 们 不 妨 人 愉 。* 的 有 理 消 数 
类 中 去 找 交 和 ,由 (53) 可 考虑 


pe ae 
j=1 


若 特 (48), (5 站 代入 (54) 可 得 
和 人 fei | et 一 下 | 人 eax 加 让 
iT 
利用 解析 延 托 唯一 性 ， 可 得 对 一 切 = 成 立 
Co(z) (sb) (1—20) 
. 4 
= Cis" (so) (1—za) (55) 


由 mo 之 0 及 节 (2) 是 在 1z| 二 1 上 可 积 的 有 理疗 数 ， 上 汇 右 端 在 |z| 
委 1 上 是 和 解 祈 的 , 所 以 


Fils 


在 1z| 所 1 上 是 解析 的 、 另 一 方面 , 由 (53), wp1(2) 在 13| 汪 1 上 地 是 
解析 的 ， 所 坟 


)AP G2). 


_ 
人 2) Eb, 9 ( 纹 一 1 一 orT 


为 求 出 常数 志 取 z 一 5 代 人 (55), 避 得 
ws 277 。 


Ca 
E=m (ry 一 一 
Pr) Ga 
所 以 
Co™ .Ll 
Cl—ad) (be ') 
Ea 人 A 
让 【和 0 ) = 和 “1 . 
Coe) | ca se 
Core < 
一 -一 
(1 一 Cb)320 





及 (ef 一 








ds z (4) 





而 千 计 误差 为 
c ,=ITC(R0) — 半 (no) | 
=—EIX(n0) | 一 至 [下 (pn) | 


=| (fr)— lp fzz Wd 


上 而 对 满足 (48) 一 一 (50) 的 平稳 序列 ， 介 绍 了 它 的 预测 和 江 
波 门 题 , 虽然 这 个 例子 是 一 个 简单 的 情况 , 但 是 这 里 介绍 的 寻求 估 
计量 频率 特征 p (e9) 的 方法 ， 对 解决 一 般 的 在 理 谱 密 谋 清 况 下 已 
知 {Z(a) ,ms0} 估 计 碟 (ao) 的 问题 时 , 同样 是 适用 的 ， 而 卫 也 订 送 
用 于 mo<0 时 内 播 的 情况 了. 

次 、 线 性 估计 的 递 推 公式 -卡尔 曼 滤波 公式 

土 面 我 们 虽然 用 投影 定理 来 说 明了 线性 估计 问题 的 一 般 解 
法 ， 但 只 是 对 具有 有 理 庶 密 底 的 平稳 序列 具体 地 讨论 了 它 的 线性 

估计 问题 ， 并 求 出 了 它 的 线性 知 计 指 频率 特征 ， 随 着 近代 控制 理 

” 论 的 发 展 ， 为 了 淮 确 地 控制 某 一 系统 进入 最 佳 状态 ， 必 须 对 系统 
的 状态 进行 估计 ， 这 时 由 于 系统 本 身 是 随时 间 变 化 的 ， 或 者 由 于 
于 扰 本 身 是 时 变 的 ， 所 以 把 描写 系统 的 状态 作为 平稳 过 程 来 处 理 
就 是 不 够 的 了 ， 另 外 在 这 些 系统 中 ， 要 求 估计 的 状态 还 是 一 个 多 
、 @ 者 见 A.M. 家 格 龙 "平稳 随机 耳 数 导论 "数学 进展, 第 二 洛 , 3 一 156C1950)， 
# 272 二 


维 的 随机 过 程 ， 押 以 必须 要 对 原来 考虑 的 模型 加 以 推广 ， 例 如 在 
武器 控制 系统 中 , 为 了 有 效 邮 进行 控制 , 首先 必须 对 打击 目标 的 状 
态 进 行 估计 ， 但 是 描述 空间 一 个 飞行 目标 的 位 置 至 少 需要 三 个 变 
量 , 假若 还 要 考虑 它 的 速度 , 那 就 要 六 个 变量 ， 因 而 用 一 维 随 机 过 
各 来 处 理 是 不 够 的 , 此 外 ,由 于 飞行 自 标 本 身 的 机 动 性 ， 把 飞行 自 
标的 轨迹 作为 平稳 过 程 来 处 理 也 是 不 妥当 的 ， 所 以 必须 考虑 更 为 
一 般 的 模型 , 

另 一 方面 , 上面 我 们 介绍 的 线性 估计 间 题 的 各 种 解法 中 , 它 都 
只 能 从 时 间 域 或 从 频 府 域 上 求 出 一 个 最 终 表 达 式 ， 借 助 这 个 表达 
却 ， 可 由 整个 已 知 的 观测 量 来 计算 出 估计 量 . 随 着 计算 技术 的 发 
展 和 运用 计算 技术 进行 实 内 控制 的 需要 ， 必 须 在 观测 过 程 中 不 断 
对 系统 状态 进行 估计 ， 并 随 着 新 的 观测 资料 的 获得 又 不 断 修正 这 
种 估计 ， 要 是 在 每 次 需要 进行 估计 的 时 候 都 利用 已 获得 的 全 部 观 
测 值 计算 一 次 估计 值 , 那么 既 要 存放 大 量 过 去 的 观测 数据 , 又 要 化 
费 大 量 的 计算 时 间 ， 所 以 必须 有 适合 实时 控制 需要 的 线性 估计 的 
递 推算 法 ， 这 什 是 六 十 年 代 中 发 展 起 来 的 卡尔 螺 滤 恋 理 论 ， 

在 卡尔 曼 滤 波 理 论 中 , 所 考虑 的 模型 是 一 对 随机 过 程 { 瑟 (pn)} 


和 { (9)} 车 
Kn) =A RT) + n,n0 (56) 
ZR) Hn) +r On), nO0 {57) 


其 中 (56) 又 称 为 系统 的 状态 方程 ， 和 (9 是 表示 系统 状态 的 随机 过 
程 ,下 (ao) 一 般 是 一 个 于 维 的 随机 过 程 , 4(9) 为 px¥ 的 矩阵 , 仿 (n) 
是 表示 系统 本 身 的 噪声 , 而 (57) 又 你 系统 的 观测 方程 或 量 测 方程 ， 
7 (mn) 表示 观测 噪声 , 引 人 如 (wn) 是 由 于 五 (n) 的 分 量 不 是 都 能 直接 
被 观测 , 往往 上 只 能 观测 到 (9) 分 量 的 某 些 线性 组 侣 ，2 (za 一般 拒 
是 一 个 多 维 随机 过 程 , 车 它 的 维 数 为 4 则 五 () 就 是 一 个 gxp 的 
矩阵 . | 

a 了 PS 


对 于 浦 足 (56)，(57) 的 Xs 和 2z， 我 们 还 假定 共 中 {7 (x)}， 
{FY(w)} 的 二 阶 特征 满足 下 列 条 件 
人 
EF (一 下 加 1 人 TY 一 下 (有 mn 
E{W {mV Ce 一 0 
EF{XOF =FR{XCOW 人 7 中 一 站 (59) 
(58) 表 上 明 { 玉 (x)}，{V Co))} 都 是 不 相关 的 噪声 序列 ， 目 互 不 相关 ， 
(59) 珍 明 { 玉 Cn)}{F (mn)} 与 了 (0) 也 是 不 相关 的 ， 我 们 的 目的 是 要 
由 {名 (0), 名 (1),…, Zn)} 作 出 下 (nw) 的 最 佳 线 性 估计 于 (x)， 即 要 
使 z 


《58) 


EIX(n)— 人 (nl:=min (680) 


因为 (20) 已 给 出 了 昼 (m) 的 一 般 解 ,所 以 在 这 里 要 介绍 的 是 苹 (n) 
递 推算 法 , 为 了 求 得 全 (n) 及 其 递 推 公式 , 我 们 仍 将 使 用 投影 定理 . 
若 以 5, 合 记 {由 多 (0)，2(1),*…，Z (mn) 的 分 最 张 成 的 五 的 子 空间 } 
则 由 定理 2 : 
Ps,¥, (n) 
人 (n) =Ps Xn)A 








Ps rtn) 
以 后 我 们 还 将 多 次 用 到 多 维 随机 变量 在 58, 上 的 投影 , 都 是 指 按 每 
个 分 量 进行 投影 ， 宪 解决 无 噪声 平稳 序列 的 外 推 何 题 时 ， 洪 足 
(35) 的 佐 (n)} 是 起 了 重要 作用 的 ， 实 际 上 在 那里 {E58})，%<<n} 是 
右 ,( 苹 ) 中 的 一 个 正 交 基 , 它 使 Pr,(X) 有 方便 的 形式 ， 现 在 ， 我 们 
仍 将 采用 这 一 想法 , 在 推导 有 关 结 论 之 前 , 先 引 人 下 列 记号 
且 (n) =Po,X(n), Fln—D) -Ps Xm) (6 
六 人) = 下 (1) 一 至 (n)， 诺 (Rn|n 一 1) = 玉 (n) 一 症 (n|n 一 1) (62) 
P(rn) =E{E(n) XT (n)'} 
» 274# 


Plnln—1) =B{(n|n—1) Fnln— 1)"} (63) 

这 里 着 (%) 为 对 蔗 (n) 的 滤波 值 , 著 (n1n 一 1) 为 对 久 (n) 的 向 前 一 步 

预测 值 , 苹 (n), 基 (n 1% 一 1) 分 别 为 滤波 和 预测 误差, 都 是 Px 1 的 向 

晤 ，P(#), P(r|n 一 1) 分 别 为 滤波 和 预测 的 误差 矩 降 , 而 记号 B' 总 
表示 矩阵 或 向 量 的 共 轿 转 置 . 

定理 3 基 {X(D ,R07, {Zn), nn 守 0}) 满 是 (56) 一 一 {59), 令 


En) =Z(n) — Ps Zn) (64) 
由 {ECn)} 满 足下 列 条 体 
S.=—S, /DH(E(W)) =BD THE)) (65) 


其 中 吾 (&(9)) 表 示 由 把 全 的 分 量 张 成 的 五 的 子 空间 , 而 符号 由 表 
示 相 互 正 交 的 希 尔 伯 脱 空 间 3， 和 及 (ECn)) 的 线性 和 ， 并 且 


B{ECR)ECm)') 
=#.mn(H (nn)Pn|n— DHF) RR)) (C66) 
E{X(n)é(n)} =Pnin— DE) 《67) 
[证 明 3] 由 564) 及 投影 定理 
s(n) | 总。 


即 5t9) 的 每 个 分 量 与 态 ,-1 直 交 , 所 以 
H(E(W)) | 8,.1 
又 由 (64),E(e)ESo( 指 每 个 分 量 都 成 立 ), 所 以 
HED TH, (68) 
反之 , 按 (64) 
Zn) —éE(n) Ps, Zn) 
所 以 ZK) 的 每 个 分 量 都 属于 鼠 (E(n)) 由 SS ， 而 是 由 他 ,及 
罗 (n) 的 分 量 所 张 成 的 吾 舶 子 空间 , 所 以 
S, CH(E CN DI 《69) 
联合 (68),〔(69) 即 得 (65)。、 当 # 盖 癌 时 
* ZF + 


pa 


ECmM)ES, 1 Stn) |S, -1 


所 以 (70) 
EIEN Etm)') =0, n> 训 
及 由 (58), (59) 不 难 推出 
Wi{n)y LS,., Vm) | S, -1 
E{XIR)V (Cm)'} =0 
利用 这 一 点 及 (56), (57), 可 推 得 
E(n) =2(n)— Ps ZS(n) 
—2Z(n)—Ps,., HC(n)Y(n) V(r)) 
—HRXn) TY) HF 1) 
=H( Rn—m1) +V (ny) (71) 
因为 用 (n|# 一 1)ES8 Fa 5, 所 以 (rn) 短 (n14 一 1)， 即 
BE{Rnln—IVO)}=0 : - + (72) 
又 VCn) 上 LCR), 所 以 VCn) 福 (n1n 一 了, 即 
E{Fn|n— lV(n)}=0 (73) 
所 以 


{En) (mn) "} 
HR{X(n|ln— 1} nln 1 H: Cn EV COV{R) } 


—H(nP(nin—1)H(n)'+ Rn) (74) 
联 台 (70), (74) 色 得 (66), 又 困 
六 (0) 二 巧 (4 一 1 十 首 (njn 一 1) (75) 
由 {71), (75) 及 (72)，(73) 可 得 
而 { 买 (人 7 二 (ma) 


和 EF{(|n—1) Rn DH ny 
+E{X(n|n— DV (n)")} 
+E{ 人 Eln—D) Rn "Hn)" 
‘+B{(n|n— DV(n)} 
276e ~ 


=b{Xmin— Xn Hn) 
=P(n|a— DH)" 
(67) 成 新, 定理 证 毕 . 
事实 上 , 8。 是 观测 进行 到 呈 为 目 , 我 们 可 能 用 以 对 茸 (0) 进 行 
短 计 的 随机 变量 全 体 , 是 代表 到 一 为 止 观测 到 的 信息 ,让 着 #* 的 增 
大 , 已 知 的 信息 也 越 多 , 即 8,S。,。， 而 (64) 及 《GD .8,1 表明 
£9) 是 代表 在 财 刻 3% 所 履 得 的 新 信息 ， 所 以 适 常 取 称 侍 (10)} 为 
i128)} 所 对 应 的 新 息 序 烈 ， 若 直到 时 肇 % 一 1 为止， 我 们 用 了 
-4 中 知识 对 于 (wn) 进 行 了 最 佳 合 计 , 那么 到 时 姑 志 我 们 只 需 用 
新 息 £(n) 来 修正 这 一 估计 就 可 得 到 对 下 Cn) 的 最 佳 估计 ， 这 就 
是 获得 线性 全 计 递 推算 法 的 基本 出 发 点 ， 严 格 地 岳 述 这 一 结论 的 
是 下 列 定 理 . 
定理 4 匠 { 和 (om01，{2(o)，z 人 > 中 满足 (56) 一 (59)， 
且 羡 (z) 沪 满 秩 阵 ， 风 下 {(0)， 红 开 , :2 对 互 Co) 的 德 波 慎 
六 (满足 下 列 递 推 关系 
(n= An— ln) EE) 
=4(x 一 1) 玩 (x 一 1) 
十 天 全) (2 Bn)An— 1 1)) (76) 





共 中 (nm) 由 (64) 规 定 ， . 
Kn) =P(nln— DH Ha Pla DH)'+ Rn 
一 天 fm HRn)! 《77) 


而 (0) 和 PCr|x 一 了 ) 又 满 吓 上 下列 递 推 其 系 式 
Plnln—i)=AG— DP DAtR—I) HOTD (78) 
PR)=tl—E Hn IP neo) (TK(n) Hn)) 
二 ER | 
—(T—EOH(n) Pln ml} 
Paln—1) HR) RR) Hn))! (79) 
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在 最 后 一 个 式 子 中 还 假定 一 切 (Rn) 是 满 秩 的 ， 
LL 证 去] 由 (65) 
着 [mn) 一 下 8 Xn) =— Ps, entmnnitn) 
=Ps Cn) Pon (2) 
=—Ps (An—1) XH) + Wn —1)) + k(n) én) 
=A(n—1)R(n—1) +k) en) (80) 
而 其 中 KK(%) 由 (66), (67) 及 RCn) 为 满 秩 的 ， 可 得 
Eln)=E{X(R)ECn)}} (EB{é(n) ER) })! 
=P(lrnln—l)H(n) (HP nln—1)H(n)' + RA))! 
={Plnln— 1 +H Rn Hn HR) RR) 
(81) 
二 式 最 后 一 步 当 @(Cne) 为 非 柯 异 时 可 用 右 乘 
HPIn—1) Hn)'+R(n) 
直接 验证 , 又 由 (71) 
ER) =2 (tn) — Ps H(AX() 
2 — Ps (HAm— DI) HW—1)) 
=Z{(n)— Hn)Atn—1) nm1) 
所 以 76) 成立 ， 由 于 
芋 (n ln 一 1) 一 Pe XX(n) 
=Ps, (A(n—1)X(R—1)+T(n—1)) 
一 A(n 一 1) 半 (n 一 1) 
所 以 按 (62) 有 
入 (nls 一 1) 二 A4(n 一 1) 定 (n 一 1 十 WCn 一 1) 
利用 研 (n 一 站 与 玉 (w 一 1) 和 沪 , 1 的 正 交 性 , 可 以 得 到 
Plal#—1)=E{E(n|n—1) 久 (nln—1)") 
=Aln—DPn—1)Atn—1)'+Q(n—1) 
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即 (78) 成 立 ， 所 以 当 @(5 一 1 满 秩 时 , Ps 一 1 也 非 副 异 ， 推导 
(81) 的 运算 是 合理 的 ， 另 一 方面 , 由 (80) 
着 (pn) 一 总 (| 一 1 十 加 (ECP)》 
所 以 由 (53) 及 (71) 可 推出 
(ra) =n nl EH Xn 1) + Vn)) 
=(IT— KH A 1) — KF Cn) 
由 (81)， 
I—KGOHG)=(P|n—1) +HO)'R) Hn))! 
(Pln|n—1) HO Rn) HO — H(tn) Ra) Hn)) 
(Pnln—DiHm) RR) HR)) Pn |n m1)-! 
(82) 
所 以 由 上 式 及 (81)， 
Pln)=B{X(n) 至 (中 
一 (一 五 (各 ) 再 《到 (| 于 一 1 一 其 (8) 下 (各 ) 入 
En)Rn)K (nN) 
=(P(n|ln—1) +Hn)' Rn) HR))"! 
SI HR HO Kn)) 
= (Pn|ln—1) + Hn) Bn) HR))-! (33) 
将 此 式 代 人 (81) 即 得 (77), 耐 又 由 人 82) 及 于 式 
I—E(nH(n) =P(n) Pln—1)-! 
所 以 
P(n)=(I—K(n)H(n)) Pls—1) (84) 
由 (83), (84) 即 得 (79), 定理 证 毕 
《76) 一 一 (79) 就 是 计算 谍 波 值 的 递 推 公 式 ， 又 称 为 卡尔 名 
波 公式 ， 在 实际 运用 这 些 公式 时 ， 首 先 要 确定 使 用 这 些 递 推 公式 
的 初 塌 , 即 求 出 又 (0) 和 已 (0), 然后 按 下 列 次 序 随 着 观 油 和 资料 的 增 
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长 逐步 递 推 虹 计 算 闷 (Ce): 
Pi0) -> Pl) > K(1) 一 > ed 


| P(2) > K(2) -> 2 








Co 





一 一 ”| 


-一 一 一 -一 一” 一 一 一 


{7H) CFH) 77) A 
[aw a, P{n) -SS KCn) LS (ny 


21n) 


假若 注意 到 (77) 一 一 (79) 的 下 (n)} 和 P(r) 与 观测 值 Z(e) 是 无 其 
的 , 那么 为 了 在 实时 处 理 中 加 快 计算 速度 , 也 可 以 事先 或 由 其 它 计 
算 机 把 各 个 五 (x) 和 (mn) 都 算 好 , 这 时 落得 新 的 观 油 2 时， 就 
可 立即 由 (?6) 算 出 蔗 (n) 的 估计 值 莹 (1), 这 出 是 一 种 计算 下 (3%) 的 
办 法 .对 于 滤波 值 的 递 推 公式 , 我 们 可 以 这 样 来 解释 它 , 为 方便 起 
见 订 认为 卫 (n), 名 (%) 是 一 维 的 ， 因 汶 首 (sn 一 1) 是 到 有 一 1 为 止 
对 芷 (ng 一 ]) 的 最 竺 估计， 由 于 全 (mn) 本 身 的 北 推 甘 系 (56)}， 所 以 
这 (5 1n 一 1 二 45 一 1) 证 (n 一 1), 但 到 时 刻 % 获得 了 新 的 观测 ZCx)， 
它 为 我 们 提供 了 新 扎 &C%), 这 时 我 们 有 可 能 利用 它 来 修正 对 三 (%) 
的 估计 . 这 一 修正 就 在 405 一 Xn 一 了 之 外 如 上 一 项 KK(n) tn)， 
下 (n) 表 示 加 权 因 子 , 当 5(n) 一 ZCw) 一 用 (nln 一 1) 较 大 时 ， 即 原来 
估计 鞋 (n1s 一 儿 与 新 获得 的 对 (n) 的 观测 Z(%) 相 其 较 大 ， 修 下 
要 大 一 些 , 若 &(%) =0, 可 不 必修 正 ， 另 一 方面 , 从 下 {n) 的 表示 式 
(77) 可 看 出 , 若 观 测 噪声 方差 RGn) 较 小 , 则 五 (ma) 要 大 一 些 ， 这 是 
因为 此 时 多 (oo) 代表 三 (0) 较 好 ， 台 0] 二 症 (4s1% 一 1) 能 较 好 地 反映 
玉 (3) 一 站 (njas 一 1) 间 的 偏差 , 因而 修正 的 权 天 (9) 可 大 一 些 ,， 而 由 
《78), (79) 可 见 , 当 8(n) 增 大 时 ,下 (nm) 亦 随 之 增 大 , 这 是 因为 QCn) 
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的 增 大 表示 X(o) 对 4AC(n<_1)X(# 一 1) 的 变化 较 大 ， 所 以 孚 (mn) 对 
4(n 一 1)X(n 一 1) 的 修正 蛮 宜 加 大 , 这 样 ， 滤 波 的 递 推 公式 从 直观 
上 胀 看 也 人 是 合理 的 . 
利用 滤波 值 苷 (x), 不 难 求 出 预测 值 如 下 
Poe XR+m) = AC(RT mam} ACn +- 1)A(n) (Cn) 
景 后 , 我 们 来 说 明 滤波 递 推 算法 的 一 个 重要 性 质 : 
定理 5 壤 {XX(n),n 之 0} 和 {ZZ(n), Rn 宇 们 满足 (56) 一 一 (59)， 
且 五 (w) 三 1, E28) 和 着 (1) 分 别 由 (64)， (76) 给 出， 若 对 入 (0) 的 初 
始 证 波 值 发 (0) 满 足 等 式 
Et 有 (0)} =B{X(0))} (85) 
则 对 一 切 % 成 立 等 式 
EB{(m))} =B{ 革 (nin—1)} 
=E{X(n)} 6) 
E{é(n)} =0 (87) 
EF 证 骨 ] 我 们 对 +* 用 妇 纳 法 证 明 (86), 由 (56), (57) 
E{X(1)} =A(OE{X(O))} 
E{2(1)} =B{X(1)}=ACO) RXCO)) 
所 以 由 (76)， 
盏 { 发 (1)} = A(CO)R{ 和 (0)} 
+E(CCEZON) — ACON EERO 
= A(ONE{X(O)} 
KCCACOBXON) ~ ACOEIXCO)) 
= A(OB{X(O}=E{X(1)} 
又 由 茸 (%j8 一 1) 一 A(w 一 ]) 闪 (nx 一 ,所 以 
E{¥¥(1|0)}=A(OR{R(O)) 
=A(OB{X(O)} 
EX(I)} 


人 


若 对 为 = (86) 成 立 , 则 当 = 十 1 时 ， 由 {56), (58579,. 
EB{X(T1)) =A(DEIXC} 
EZ}=EXUt1)} 

由 (76) 

BE{K(L+D}=A(CDE{S(D} 
FECES — ACDE(XCD}Y 
—A(DE{XCD)} 
=—BE{Xtt+1)} 

又 因 用 (十 11D) 一 A401) 好 (), 所 以 

E{ROU+1D} AC EL))} 
=ArIB{X)} 
=E{(1)} 

因而 (86) 成 立 。 义 由 (71)， 

E(n) 一 号 (8) — 有 (nln—1) 
所 以 | 
Ei{#{(n)} =B{Z(n))} 一 如 [站 (an 一 人》 
—E{X(n)} —E{X(n)]} 
一 门 
《85) 也 成 立 , 即 定理 为 真 . 


.通常 还 把 洪 足 (86) 的 滤波 和 了 预测 称 为 无 丹 的 ， 所 以 只 要 初始 
估计 计 是 无 篇 性 条 件 (85)， 即 双 按 卡尔 曼 训 波 公式 获得 的 估计 还 


是 无 偏 的 . 


§ 2， 线 性 模型 的 均值 估计 
一 ， 模 型 与 例 


在 上 一 节 , 我 们 介绍 了 时 间 序 列 的 预 调和 滤波 问题 ， 在 那里 ， 
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都 是 假定 时 间 序 列 的 某 些 统计 特征 (例如 均值 ， 协 方丈 ) 为 已 知 的 
前 提 下 米 讨 论 问 题 的 ， 对 于 如 何 由 时 间 序 列 观 测 到 的 样本 米 推断 
它 的 某 些 统计 特征 ， 这 是 本 节 和 以 后 几 节 要 解决 的 问题 ， 我 们 并 
不 在 最 一 般 的 情况 下 来 讨论 这 一 问题 ， 因 为 随机 过 程 的 统计 问题 
远 比 随机 变量 分 布 的 统计 问题 困难 得 多 ， 至 今 也 只 对 某 些 有 用 的 
特殊 情况 有 一 些 可 行 的 币 著 ， 在 这 一 节 里 ， 我 们 假定 被 观测 的 时 
间 序 列 Ze 有 如 下 的 形式 
(和 一 各) 十 天 《着 | 
E{Rtn})}=0,B{X(n)A(Mm)} =B nm) 

其 中 mm(z) 为 非 随 机 的 序列 , 为 Z(n) 的 均值 部 分 ，() 是 均值 为 
零 的 平稳 时 间 序 列 , 是 Km) 的 随机 变化 部 分 , 又 称 为 祭 楚 . 

这 是 一 全 十 分 有 用 的 模型 , 因为 在 很 多 测量 或 观测 中 , 所 得 到 
的 时 间 序列 它 一 方面 月 某 种 决定 性 的 变化 趋向 ， 例 如 化 学 反应 中 
的 温度 、 压力 ,浓度 等 等 的 决定 性 的 变化 ， 气 象 .水 文 资料 中 温度 、 
气压 .水 位 的 周期 变化 , 地 震 记录 中 的 地 震波 等 等 , 上 述 mw(n) 就 表 
示 这 一 决定 性 变化 的 ， 另 一 方面 , 在 测量 或 观测 的 记录 中 , 又 不 可 
避免 地 混 有 随机 干扰 ， 包 括 记 录 误 差 , 系统 噪声 和 其 它 种 种 干扰 , 
上 述 飞 (a) 就 表示 这 种 干扰 ， 这 里 把 互 (假定 为 零 均值 的 平稳 时 
亲 序 列 也 能 满足 大 部 分 实际 需要 , 它 当然 包括 了 瑟 { 吧 为 白 嗓 声 这 
一 重要 特例 , 有 时 , 我 们 感 兴趣 的 就 是 某 个 平稳 时 间 序 列 的 统计 性 
质 , 它 不 一 定 是 干扰 或 噪声 , 例如 在 海浪 波 高 分 析 时 ， 海 浪 波 高 本 
身 可 假定 为 平稳 过 程 , 它 的 统计 特征 是 我 们 感 兴趣 的 对 象 , 这 种 情 
帝 也 可 包括 在 上 述 模 型 之 内 ， 只 需 令 mm 人 (ti) 二 壤 表 东平 均 波 高 ， 
工 ( 中 表示 波 高 相对 于 平均 波 高 的 变化 ,2Z(a) 就 是 我 们 能 观测 到 的 
波 高 变化 . 

为 了 便于 统计 分 析 , 模型 (1) 中 的 mm( 轨 也 不 是 任意 形式 的 ,我 
们 想 定 它 是 具有 下 列 形式 的 ; 


C1) 
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m(n) 一 Sap.,(n) (2) 


其 中 9,(4) 可 表 为 
了 ,人 一 Btrcns, 臣 
RrrainAit 融 re (3) 
我 们 规定 s(n) 具 有 这 种 形式 是 因为 它 可 以 包括 话 多 实际 需要 的 
情况 ,而 且 又 人 恒 于 对 它 进行 统计 分 析 ， 因 为 在 (3} 中 ， 若 取 率 ,二 0 
PR) 二 cosna, 或 sinni, 就 可 表示 均值 的 周期 变化 ， 它 适用 于 气 
象 , 水 文 , 天 文中 很 多 情况 , 当 4X4, 二 0，qp,(n) = 二 n*' 则 可 表示 均值 其 
有 不 同 增长 速度 的 趋势 变化 ， 所 以 我 们 以 它 为 讨论 的 对 象 就 可 迁 
应 多 种 需要 , 而 这 里 所 用 的 方法 也 可 帮助 我 们 处 理 更 一 般 的 模型 ， 
对 于 形 为 (1), (3) 的 模型 , 在 第 二 部 分 第 四 章 的 线性 估计 理论 
中 也 和 兽 遇 到 过 ， 不 过 那里 的 且 (%) 到 为 白 噪 声 序列 ， 现 在 我 们 称 
(TSY< 为 回归 变量 ,&%, 又 称 汶 回归 系数 ， 而 模型 (1), (2) 
就 称 为 具有 平稳 余 差 的 线性 回归 模型 , 简称 线性 模型 。 
二 、 回 归 系 数 的 估计 问题 
当 t2) 中 的 名 ,为 已 知 时 , 问 归 变量 9,(%) 不 含 未 知 套 数 , 这 
时 依据 2( 了 ,…, 多 (入) 对 回归 系数 &, 的 估计 问题 在 第 二 部 分 第 
四 章 中 曾 介 绍 用 最 小 二 采 洁 来 求解 , 即 令 


z 520m — Tap. min (4) 
来 求解 xc 1 委 ? 委 1 《4) 又 可 妥 为 下 列 w, 的 线性 方程 组 ， 
Sn)- pao CB 
i=1 = n=1 


这 样 求 得 的 &&, 1 所 v1 又 称 为 &,, 1 魏 " 扫 ! 的 最 小 二 乘 方 估计 , 管 
写 为 LS 估计 . 
在 处 理 这 类 问题 时 ， 包 用 年 阵 表 示 是 方便 的 ， 苛 记 
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of [PC 和 eeC | 
| : | 中 一 | ee 
， [CR) mi ) 
则 
史 盖 另 w 十 号 
(4) 及 可 写 为 
{2 — De (mPa) =min 
其 中 B" 家 和 给 阵 B 的 其 饮 转 置 阵 , 前 (5 可 写 为 
DPDaeQm DP'Z {6) 
所 以 当 外! 呈 满 秩 时 (相当 于 [个 回归 变量 9, (0 TS 和 > 委 是 线性 
无 闫 的 )&% 的 LS 估计 站 可 表 为 
Grs= (BD) DZ (7) 
这 是 在 线性 估计 理论 中 已 介绍 的 做 法 ,那里 曾 假 定 了 他 为 ( 正 
态 ) 和 白 曲 声 。 现在 苹 为 平稳 余 差 ， 凤 也 (nn) 之 间 有 统计 联系 ， 在 县 
前 的 条 件 下 , LS 合计 的 若 法 仍然 是 可 行 的 ， 和 但 它 的 统计 性 质 又 怎 
样 呢 , 下 面 我 们 来 讨论 这 一 问题 . 
定理 1 疝 s 是 台 的 线性 无 偏 估计 . 
[证 骨 ] 由 (6),&Ls 是 各 分 量 的 线性 函数 ， 至 于 无 偏 性 , 因为 
blaLs}=P{(DD) PD'2} 
= (BD) DE{ZS} 
— (BD) Ppa 
定理 2 营 BB=(B(i 一 让) 表示 由 天 (3] 的 协 方 差 国教 构成 的 
六 xNW 给 阵 ;, 又 晤 ,了 "B 币 都 福 秩 , 则 fi) 由 
(2Z— BB's — Pa)=min - (28) 
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求 得 的 a 为 
y= BB ID) PB (9) 
(ii) ev 为 g 的 线性 无 篇 逢 计 ; 
(iii) 营 语 亦 为 g 的 线性 匹 偏 估计 ， 瑟 ? 表 甩 的 协 方差 阵 ， 则 
之 ; - 羡 人 为 非 负 定 阵 . 
[让 明 ] “7 记 
Z— Poa= (2— Pas) + (Piay— Pe) 


= 1 ta 
则 
(Z— Pa)'B- (2Z— Pa) 
= 人 BB qiaB qia'B qtoB gy 
耐 


qrB la = (Di — da)B (7— Diy) 
— (Gu —o) DBT PPB DD) -1g'B")D 
=(&y—0) "(PB!— $B)Z=0 
同 理 1'B 1a 二 0, 所 1 以 
(2— $a) BG Bae)=0B- to +qB- ag, 
= (2— DB (ZS— De) + Gu —u) DB DR —) 
因此 当 a 一 &w 时 , (8) 达 到 最 小 信 . 
(ii) 显然 ,au 是 2 分 景 的 线性 函数 ,又 
E{Gy)} =E{(D' BP) -1G' BZ} 
=—(@'B 1G) -0B'B IEIZ} 
一 (四 :有 有) 区 一 
即 & 是 无 偏 的 。 
(iii》 车 
s 2 


8=D'Z 为 a 的 无 偏 估 计 , 则 由 无 偏 性 
区 -= 再 { 月 ) 一 再 {C2 =0' Po 


所 所 
Cp==1I 
而 
B—a=0'F—a 
= Cr= 
所 以 


EIB(B—a) (8 一 gg] 
=E{O'REO =O'BO 
对 到 站 所 羽 
EB'B 1D) BB BB GP BD) 1 
=( 人 PB iD)! {10) 
信和 性 虚 乱 阵 4' 一 0 一 (DB 名 )} 各 出 4'B4 为 非 负 定 阵 , 另 
一 方面 , 利用 0' 史 = 了 可 推 得 
A'BA= (0 — (BP) 1D'B"') 
‘B(O—B DDBP)!) 
=—0'BC— (BB !$)-! 
一 也 人 一 三 3。 
所 以 了 38 一 王 2。 为 非 负 定 的 , 定理 证 毕 . 
由 王 非 负 定 抢 阵 的 对 角 线 元 江都 是 非 负 的 , 而 了 3 一 卫 ? ,的 对 
角 线 元 素 就 是 DB 一 Pau )，D(BD) Dl&y,)，…，D(81) 一 
Diéy,), 所 以 定理 2 告诉 我 们 对 &y 的 每 个 分 量 Cu。 
Eldy,} =%, : 
雪人 


万 { 人 rr] <D{B,} 
即 & 的 每 个 分 量 痢 是 最 小 方差 线性 无 偏 估计 , 作为 工 维 向 量 x 的 
估 让 &@w, 定理 2 开明 它 是 线性 无 偏 估计 中 具有 最 小 方差 阵 的 ， 
当 { 人 (1)} 为 白 唱 声 肝 ， 
五 一 可? 
=o TB) WD'o 1% 
—( 人 BPE) PIs 
所 以 鲍 s 是 立 为 白 品 志 时 的 最 小 方 益 无 偏 信 计 ， 而 在 一 艇 的 相关 
余 差 情况 下 , 由 定理 2 就 有 
DlRs,) ED(ds,), 1l< pI 
所 以 从 全 计量 的 方差 来 看 , &x 比 站 s 好 , 担 是 由 (9) 可 知 , &w 只 有 
当 8B 已 知 的 情况 下 才 可 求 得 ， 即 必须 知道 Xr 的 协 方 差 函 数 才能 
求 得 &s, 而 且 为 了 计算 &y， 必 须要 算出 B"! 识 8-!@， 而 估计 车 
&Ls 却 不 移 要 了 解 Xz 的 协 方差 函数 B, 它 的 计算 也 比较 方便 ， 这 
正 是 名 s 吸引 人 的 地 方 ， 那 么 名 s 和 &y 的 方差 差别 有 多大 昵 ， 能 
否 采 用 鲍 s 而 "基本 上 ”与 & 有 相沿 的 方差 昵 ， 下 面 的 定理 将 加 
答 这 一 问题 . 
定理 3 若 {Z(n)} 浇 足 线性 模型 (1),，(2)， 余 差 { 了 (nw)} 存 在 
详 密 度 (4)， 它 在 筷 ,…, 刀 连续 且 不 为 零 ,又 以 2, 6 如 分 别 表 
” 示 用 2(1),…, ZCN) 作出 的 & 的 LS 合计 和 最 小 方差 线性 无 偏 估 
计 , 则 弛 对, 8 外 "都 是 ( 均 方 ) 一 至 的 , 即 
limD(éss, =limD(é,) =0, sp 《II) 
并 且 
[证 明 ] 我 们 并 不 对 一 般 的 情况 进行 证 明 ， 因 为 需要 进行 较 
多 的 计算 ， 我 们 只 对 11,p(m) 一 ei 且 苹 (wn) 的 谱 密度 (4) 为 
+* 这 加 时 


正 连 续 函 数 的 情况 加 以 证 明 , 以 此 来 说 明证 明 的 思路 
对 [二 1, p(n) 二 e**» 赐 


苹 -1 NV 
-Sen ( | 
拉 二 n=1 


by 
Se XK(n) + 
4 和 二 





利用 六 (的 谱 分 解 式 可 得 
全 于 一 = 二 So Wi rea) 
" 和， 
i ain:— (14— An) 
= dN) 
sin 3 (4 ) 


» 一旦 


其 中 sz) 为 Xr 的 随机 谱 函 数 , 所 以 
Ke = NE|Ialm— cal? 


”ain? 2 $44 } 
a 


| Nsin? (4 一 4 





当 了 (人 在 加 连续 时 , 利用 富 利 埃 分 折 中 的 费 耶 (Fejer) 定 理 可 知 
limND(ztR) = 2xf (Cho) (13) 


所 以 (人 14) 成立. 
另 一 方面 ， 车 一 b(n)g(n) 为 < 的 无 例 什 计 , 则 


名 一 再 fwly 一 -S02 0) 


中 一 般 储 祝 下 的 迹 明 可 矢 见 于 寿司 ，“ 补 于 点 上 随机 场 齐 回 归 系 数 的 洁 计 问 
是 . 数学 学 报 , 第 8 状 ,210 一 一 221 而 (1958). 
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= bp) 0 
入 二 


Doe =1 

而 a = Sm gn) 
-a (Rn) p(n) + bx (n) 
一 Qa 十 Sp x 

斯 以 | 


万 (a] 一 起 |1& 一 wj 一 百 
n=1 

一 加 f (Sow pe 

攻取 (A) = -ee f(A)s 


特 王 
1 
g(4) = 1 一 ， 则 
(去 re ee 


D(a) -fr [ROD aA 














昌 =1 





Sb(ln)e's: | faa 





『 A ga 


a | ~ 和 岂 Fr 1 - n 一 上 全 
ea Me Er de 


a 290 = 


各 
一 会 (pe) 一 1 


m=1 


另 一 方面 由 许 无 兹 不 等 式 
下 DEC <| | ao 1g(Ay |2d4 - 








所 以 | 
DO- 上 area 上 DEC 
| ls la 
! 一 了 有 aR | 
-人 , Sr 痪 | 
一 直 
[5 工人 Sliema- A Ef 站 
jm -| n=1 i 








sin 一 人 
部 (4 一 1 ) 了 4) 


= (有 
4 
特别 对 a 仿 , 上 式 也 应 成 江 , 所 以 有 


”gin? 直 (4 一 
1 PEE) > 4 _( | 
De 名 ) ND(atR) Nsin* 3 (4—h) 1 





(14) 
也 由 费 耶 定理 可 郑 ， 


«aN 
| sin 了 4 一 和) 到 2 8) 





lim 


Rin 


NE A0) 了 fho) 


所 以 由 (13), (15) 可 推出 , 当 广 一 ce 时 , (14) 右 问 也 趋 于 1， 
这 样 就 有 
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lim D1 
* D(a) 
定理 证 毕 . 

上 述 定理 告诉 我 们 , 模型 (1), (2) 中 的 回归 系数 ,1<<1 在 
具有 连续 正 庶 密度 的 平稳 余 益 的 条 件 下 ， 它 的 最 小 二 屠 方 估计 
os 仍 是 一 个 良好 的 情 计 ， 一 方面 它 不 和 要求 了 解 余 藉 的 协 方差 函 
数 , 计算 也 较 方便 , 另 一 方面 , 随 着 观测 时 间 的 增 大 , rs 与 最 小 方 
差 线 性 无 偏 估计 又 是 儿 近 等 效 的 ， 即 二 者 方差 之 比 趋 于 1， 所 以 
它 为 我 们 提供 了 c 的 一 个 切实 可 用 的 估计 . 

对 计 基 小 二 生 方 估计 , 我 们 也 可 以 像 卡尔 曼 恋 波 一 样 , 获得 它 
的 递 推 计 算 公 式 ， 对 此 , 只 需 运 用 了 1 的 结果 即 可 , 因为 对 线性 模 
型 (6) 可 按 卡 尔 曼 滤波 所 考虑 的 模型 写 为 如 下 形式 

w=I% 

ZN) = 人 DR) nn) | 
其 中 为 x1 向 量 表 同 归 系 数 ,Z(m) 为 一 维 序 列 , D(x) = (9.(n)， 
-10)) 为 1x 向 量 , 和 (na) 为 一 维 余 差 ， 在 此 我 们 假定 它 为 白 
噪声 序列 

: E{X(n) Fm))} =6un: 0 
在 模型 (1. 56) 一 一 (1. 59) 中 , 若 取 区 ) 夸 a, WW (Rn) 守 0,7 (mn) = 二 (nn) 
8(n) 皇 0, (nr) 三 o1, 且 不 难 验 证 (16) 也 是 符合 (1. 56) 一 一 (1. 59) 
这 种 形式 的 ， 则 由 定理 1. 5 可 知 , 只 要 对 a 的 初始 估计 (no ) 是 无 
偏 的 , 那么 由 (1. 76) 一 一 (1. 79) 求 得 的 w(n) 也 是 无 售 的 . 若 初始 估 
计 是 最 小 方差 无 偏 的 ， 那 么 由 (1. 76) 一 一 (1. 79) 求 得 的 a(n) 也 是 
最 小 方差 鞠 偏 的 ， 而 它们 的 递 推 鞭 系 由 (1, 76)-- 一 (1. 79) 按 (16) 
可 化 简 为 


on) =0R—l) +E ER) Ba D)) (7) 
| 


16) 


K(n) =—23P(n) D(a) (18) 
.1, J 一 
Pir} = (Pln~ 1) -十 (中 Co ) (19) 


若 记 8(n) 一 PW), 则 (18), (19) 可 化 简 为 


K(n) =S(n) (rn)" (20) 
Sn =n 一 1 二 地 Gn (21) 
《17)，(20)，(21) 就 成 为 计算 & 的 最 小 方差 天 篇 估计 的 过 推 区 系 
式 , 当然 为 了 微 到 这 一 点 , 还 必须 有 一 个 合适 的 初 值 ， 一 般 可 以 在 
积累 了 一 定数 量 的 观测 值 后 (例如 站 22 时 ) 直接 用 (7) 来 估计 a 
得 到 %(n) 的 初 态 , 而 这 时 
Sm= (B20) 一 (Go 


以 此 作为 初 态 ， 由 (17), (20), (21) 就 可 递 推 地 求 得 & 的 最 小 方差 
无 篇 估计 , 这 是 余 差 邓 (%) 为 白 噪声 的 情形 , 当 和 (pn) 为 一 般 的 平稳 
序列 时 ,上 述 做 法 仍然 可 以 进 各 ,但 是 由 定理 2 的 结论 可 知 ， 这 样 
求 得 的 %Cn) 是 的 最 小 二 莱 方 估计 , 而 并 不 是 最 小 方差 无 偏 估计 ， 
不 过 因为 它 不 需要 你 差 协 方差 的 信息 ,上 述 计 算 还 是 可 行 的 , 又 由 
定理 3 的 浙 近 等 效 性 , 所 以 这 种 算法 仍然 是 很 有 实用 价值 的 . 

上 面 讨论 了 a 估计 量 的 二 阶 统 计 特征 问题 ， 关 于 & 估 计量 的 
分 布 问题 , 可 以 这 样 来 考虑 , 车 s 为 正 态 过 程 时 , 则 因为 色 s，&x 
都 是 线性 估计 , 所 以 它们 都 是 正太 分布 的 , 对 一 般 的 平稳 过 程 ， 我 
们 若 不 对 它 的 分 布 附加 特殊 的 要 求 , 当然 很 难得 出 关于 癌 s, &r 分 
布 的 任何 结论 , 但 车 忆 * 本 身 为 “能 相依 ?的 平稳 序列 ， 那 么 利用 慢 
相依 平稳 序列 的 中 心 极限 定理 ， 仍 可 得 到 关于 &s 渐 近 分 布 的 结 
论 ， 例 如 

定理 4 若 2; 一 {2Z (0),n 二 0,1,2,…}) 满足 (1) 一 一 (3)， 又 
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余 差 Xr 有 连续 正 谱 密度 , 且 满 足下 列 条 件 之 一 ; 
(i) 及 (2)= > Ge 一生， S- |arl’:<<00 (22) 


天 二 一同 上 左 三 一 屯 


其 中 全 (2)} 为 相互 独立 同 分 布 随 机 变量 序列 ; 
(iiy 玉 (n) {或 500)) 为 有 限 相 依 的 ， 即 当 %; 一 和 w: 实 入 时 ， 
(是 (RD) ,天 (nD) 囊 (as)) 和 (1 (DJ 相互 独 闻 ， 
则 当 立 趋 于 无 穷 时 2, ao 全 ) 都 蚌 汤 近 正 玉 的 , 畦 别 对 其 每 个 
分 莉 交 下 有 
(WY 1 
nn (D7 9 
[证 明 ] 我 们 就 1 二 1,p (2) = 二 e"”, 邯 一 个 启 归 变量 及 Xr 请 
是 (中 的 情况 下 对 后 s 来 加 以 证 明 ， 以 此 来 境 明 证 朋 这 一 结论 的 一 
种 方法 ， 车 {=1, 则 
SH) = Tm 二 (nm) 
a+ Xe 


四 理 
所 坟 
Ai 一 四 一 x -inks 


Ni 


2 5 EAD L 


rE 一 星 


- 态 王 (Se 


vv 一 人 二 


| 5 br (hE CE) (24) 


jh 


人 ”对 于 这 一 定理 前 征明 及 推广 可 做 委 吾 J Hannen, Mul]tivariate Time 
Series, 1970, 及 B. 开 ， 开 6parEMoB, OD, B. Miaps, "HesayetaMbn 日 《TITEKOHADHO 
CEAIMHEHO. BOTETEEL" ; 1$85, 
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其 中 
1 于 
bu) = 
对 于 这 一 ax (我 们 证 明 下 列 两 点 : 


0) 看 在 js， 使 > [By(h) | < (25) 
[ky 
(1i1) limsup [Bs (Ek) | 一 由， C26} 
因为 由 (24) 


SY br) | =ND(UN) < 


让 = 一 局 


所 以 (257 成 其 . 二 也 利用 许 伐 兹 不 等 式 








bse) | = FH | Don re | 
i 本 一 及 
Va 三 oe") 
< olHOS 
|m ;号 时 | 了 时 


其 中 形 为 任 一 整数 ， 所 以 
limsup| br(k) | ( > la,l’ ,3 


1 赎 | 沪 时 


因为 开 是 任意 的 ， 由 (22)7 在 上 式 中 令 弄 趋 于 无 穷 即 得 (26)， 利 用 
ax (人 1) 的 这 两 点 性 质 , 我 们 可 按 (2 把 身 s 表 为 


VN (YN—0= 5 byth) Ek) 
= SY np (27) 
B= -ipt+t 
其 中 
2 


py (Ck) Ek), [| js 
Moe SY pO ER), hm jy 


El fy 
它 对 不 同 交 是 衫 互 独 立 的 我 们 来 验证 (27) 中 的 和 式 是 注 足 林 
德 伯 格 条 件 的 ， 若 
Bi=D{vVN (a —o)} 


则 出 C13》 
limB =2xf (240) (28) 
若 DECR)} 二 a?, 则 由 (25) 可 得 
1 : jw 2 
本 开 GE (Tt) 
by ,人 避税 | 


NN 。 


此 = 一 Jr+l {Hw 
EE 
nl 


<iy(K +( HD) | 和 gdFeo(z)) 


:Bw 
Spriy tl 


1 /oo iad 2 \ 
< 去 (+ Sw) | wdFecw(2)) 





因此 由 (26) 及 (28) 可 得 
fm 喜 ,三 ， | 0 

所 以 {rms} 是 满足 林 德 伯 格 条 件 的 。 这 样 由 第 二 其 $ 5. 5 的 结果 可 
知 对 妈 强 , (23) 成 立 ， 定 理 证 毕 , 

至 比 我 们 得 到 了 回归 系数 估计 的 新 近 分 布 ， 利 用 它 可 以 在 大 
子 样 情况 下 作出 e 的 渐 近 置信 区 间或 进行 检验 

三 、4. 的 估计 问题 

在 许多 实际 问题 处 理 形 为 (1) 一 一 (3) 的 模型 的 统计 分 析 问 题 
时 ,不 仅 回 归 系 数 a4, 是 米 知 的 , 而 且 回 归 变 量 gp, (Rn) 中 也 含有 某 些 
未 知 参数 。 例 如 在 飞机 ,汽车 发 动机 性 能 分 折 时 , 发 动机 的 振动 数 
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据 就 可 表 为 
: 
FR)= Fa,et, "tn) (29) 


其 中 叉 (n) 为 测量 误差 或 其 它 随机 影响 ，, 表示 发 动机 的 基 一 振 
动 频率 ,14, | 表示 相 应 的 频率 振动 的 振幅 ， 它 们 都 是 需要 由 Zn) 
估计 的 。 了解 发 动机 在 不 同 条 件 下 运转 时 握 动 的 频率 和 不 同 频 率 
振动 的 幅度 和 相位 是 衡量 发 动机 的 重要 标准 ， 电 是 改进 发 动机 的 
依据 ， 在 天 文 .气象 ,水 文 资料 的 分 析 中 也 有 类 似 的 情况 ， 例 如 有 
人 把 逐年 地 球 公转 一 次 时 间 的 数据 用 上 述 模 型 来 描述 在 我 们 日 
常 的 习惯 中 ,公转 周期 是 不 变 欧 , 约 365 二 天 ， 但 精密 的 天 文 测量 
表明 它 是 年 年 不 一 样 的 , 而 掌握 这 种 变化 对 研究 其 他 天 文 .地 球 物 
理 现象 是 有 用 的 )、 因 为 天 文 工 作 者 的 经 验 表明 这 个 Z(n) 人 包含 
了 很 多 隐藏 的 周期 变化 ， 而 且 这 些 周期 变化 还 是 和 其 它 天 文 现象 
的 周期 变化 密切 相关 的 , 所 以 2(n) 也 可 用 (29) 来 次 示 ，o,e*"* 表 
示 不 同属 期 的 变化 项 , 而 也 (w) 则 表示 其 它 一 些 次 要 的 随机 影响 和 
测 显 误差 ， 在 此 4, 也 是 未 知 的 , 对 它 的 估计 也 是 十 分 重要 的 ， 只 
有 了 解 了 4., 才 有 可 能 估计 w, 并 进一步 对 多 (om) 的 变化 进行 预测 。 

为 了 推导 4. 的 估计 , 我 们 考虑 最 简单 的 了 = 1 的 情况 , 记 太 = 
?0 m= 我们 仍 有 秆 阵 表示 


蔚 一 号 十 台 ， 全 一 


不 妨 党 来 看 ho,a 的 最 小 二 乘 方 估计 ， 
(Fa) min 
着 记 总 一 (中 ) 7 人 BO'2Z 为 5 的 最 小 一 涌 为 舍 计 (入 已 知 叶 ), 则 
{2 Da) (ZL — Pu) 
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一 下 (2 一 而 他 十 (中 K mB To D+ Da De) 
一 [多 一 在 他 "2 一 人 十 (0 一 的 'P'P (一 0) 
所 人 以 

min(Z— Du)' (ZC— PD) 


=min(g— Da (SC— 人 D+minG— oD ia) 
=mintg— Ba ts — Ba) 
马 因 为 站 一 (四 "中 ) 一 矶 台所 以 
(ZO— Ba) (EO DR) 
=(2— DDD ONED) D2) 
A A 
x 
由 于 二 ' 吕 = 和 N， 一 > eZ), 所 以 
min(2~— Ba (2 — DR 
=2'2— Mmaxi®' 2 /NN 
= FL— max ($ [Senna) 
BE MN | 二 


车 记 





) 


1 | 2 
Tr = | Se "Zn) 
n=1 





2nN (30) 
则 2 的 最 小 二 莱 方 千 计 就 是 使 [zy(4) =max 的 训 ， 在 时 和 间 序 列 
分 析 中 ， 由 (30) 规 定 的 Tzy(4) 作为 4 的 函数 又 称 为 多 的 周期 图 ， 
因此 加 的 最 小 二 先 方 估计 就 是 使 膨 期 图 达到 最 大 的 4 值 , 所 以 也 
称 为 周期 图 执 大 估计 . 

上 面 我 们 是 从 景 小 二 乘法 来 获得 1 的 估计 量 , 即 辕 期 图 航天 
估计 当 { 开 (os)} 为 正 态 白 噪 声 时 ， 它 就 是 4 的 最 大 似 热 估计 ， 可 
以 期 望 它 有 各 种 最 优 性 质 ， 当 {了 (mn)} 为 一 般 平稳 余 差 时 , 我 们 也 
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可 以 进行 如下 的 娄 略 分 析 ， 由 于 


x 
1 
™、p Zn) 
n=} 


上 
™ 一 上 上 1 和 
= ein) yaw ein A) 


=] m1 


._ 
-| ere ms) C2) 


=C(N) TIO) 
若 {X(n)} 有 连续 诺 密度 所 4), 则 


ELC DI 
-|] > ‘nat | 


9in (py 一 1 
一 一 一 FDIGH 
im 训 (# 一 AY 


简 用 汪 利 次 分 折 中 的 费 革 定理 
lim 六 BC (4 上 一 2 {31) 








所 以 可 以 粕 用 认为 学 寺 101( | 是 有 界 的 ,而 各 C1《 力 是 趋 寺 电 的 ， 
另 -- 力 匣 
CN, A 二 省 





Cir) = id+t in A) 
we -一 一 一- 一- 


; 人才 让 
sin 方 (4 一 加 ) 


所 以 i 
,1 2 
tml CD I io 3 (32) 
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4- 站 | 六 
因此 zf 一 -CI 1CA) + Os {A) | 


= C.D 1 
+2Re(O CV ON + O(N) 人) 
咎 C(31) 及 (32), 近似 地 有 
jy A= A 
limfey() = ， 4 地 加 
所 以 当下 较 大 时 ， ny 4 附近 形成 一 个 窗 起 的 话 值 , 而 4 六 
加 时 ，Fzx( 帮 的 数值 远 较 加 附近 的 数值 为 小 ， 因 此 我 们 利用 使 辕 
期 图 Tax (4) 达到 最 天 值 的 4 作为 4 的 估计 是 十 分 有 利 的 ， 作 为 
上 述 分 析 的 精确 化 是 下 列 定 理 . 
定理 5 ”车 随机 过 程 {Z(e)} 可 表 为 
用 (= 站 Ce 十 ff 
其 中 { 叉 (n)} 为 平稳 正 态 序列 , 其 谱 密 度 74) 在 如 连续 , 刚 
(i) Tszx( 入 必 在 [一 rz 上 某 hw 达到 最 大 值 ; 
(ii) 对 每 个 e 半 0, 成 立 
limP(N lish]>e)=0 


《iij) DimP(N -Chon 0) <r) 
1 3 
= 5) ed 

其 中 0* 一 5 生 f(4o). 

这 个 定理 的 证 明 要 进行 较 长 的 论证 , 我 们 不 在 这 果 介 绍 了 .可 
议 指 出, 它 对 相当 广泛 的 一 类 弱 相 依 平稳 过 程 {XX (wn 站 都 是 成 立 的 ， 
定理 5 的 (i) 表 示 周 期 图 极 大 估计 一 定 存在 ，(i 让 表示 这 个 生计 是 
一 致 性 佑 计 , 即 随 着 交 增 大 , 估计 值 和 oy 总 是 越 来 越 靠近 2， 而 且 
300 = 





这 种 接近 速度 也 比较 快 ， 即 ?os 一 一 o( 二 ) 《ii 更 表明 高 ,还 
是 渐 近 正 态 的 ,所 以 定理 5 表明 加 的 周期 图 极 大 估计 是 一 个 优良 
的 个 证 ， 

当 中 0) 具有 多 个 周 基 回 好 变量 时 , 它 可 表 为 

Sy Se, 十 让 (1) 

这 时 仍 可 进行 类 似 于 上 面 的 分 析 . 对 ，…， 和 的 估计 应 到 为 
Izw (办 的 ?个 最 大 的 相对 极 大 值 ， 当 我 们 事先 具有 美 于 儿 的 基 
个 信息 , 例如 | 一 | 之 5 时, 则 其 估计 记 亦 应 取得 满 是 | 和 .一 让 1 
>>6. 对 于 多 个 回归 变量 的 情况 , 定理 5 仍然 是 成 立 的 , 即 Tzx (4) 
一 定 存在 Z 个 相对 裤 夫 值 〈 共 间 依 > 习 ， 周 期 图 极 大 估计 是 一 臻 
的 , 还 是 渐 近 正 态 的 , 所 以 对 多 个 周期 回归 变量 来 说 ， 周 期 图 极 大 
估计 仍然 是 一 个 优良 的 估计 . 

在 许多 实际 问题 中 , 究竟 有 多 少 个 回归 变量 是 预先 不 知道 的 ， 
在 分 析 发 动机 振动 和 天 文 资料 时 都 是 如 此 ， 我 们 采用 周期 图 极 大 
估计 , 往往 可 以 得 到 很 多 个 相对 极 值 , 究 觉 应 该 取 多 消 个 回归 变量 
才 合适 呢 . 从 原则 上 讲 , 这 个 问题 也 可 用 如 下 的 参数 假设 检验 来 处 
理 : 当 我 们 从 周期 图 极 大 估计 中 获得 了 4 的 估计 后 , ea," 是 不 是 真 
的 Z(%) 所 隐 含 的 周期 分 量 嘱 , 这 一 点 是 用 检验 6*," 所 对 应 的 回归 
系数 &. 是 否 显 著 的 不 为 零 来 实现 , 因为 当 ee,* 是 多 (n) 真 正 隐 含 
的 周期 分 量 , 则 x, 应 不 为 零 , 而 当 我 们 人 为 硬性 加 入 e*," 作 为 回 
月 分 量 时 , 那么 w% 不 龙 显 落地 异 于 零 ， 但 要 确切 地 建立 起 这 个 问 
题 的 检验 法 又 与 {X(n)} 的 功率 谱 畦 性 有 关 ， 而 这 正 是 待 估计 药 。 
所 以 实用 的 方法 述 是 半 经 验 性 的 , 要 建立 严密 的 检验 法 是 困难 的 . 


§ 3， 余 差 的 协 方 闲 和 谱 的 估计 


在 上 一 节 里 , 我 们 对 如 下 的 线性 模型 
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FR) mn) TR) = ap.n) + Cn) (1) 
r=] 


FE{K(n)! =0 
E{X (nm) KX(m)} =B(n—m) 

考虑 了 它 的 均 全 iw(8) 的 估计 问题 , 在 这 一 节 里 ， 我 们 将 针对 异型 
(1) 讨 论 它 的 余 差 平稳 序列 {XCn)} 的 协 方差 函数 和 诺 密 座 的 估计 
问题 ， 对 不 同 的 时 间 序 列 , 由 于 它 的 用 途 不 同 , 在 分 析 它 的 余 凑 时 
也 往往 假定 为 具有 不 同形 式 的 模型 ， 当 我 们 需要 对 时 间 序 列 进 行 
预测 ,控制 时 ， 往 往 定 欢 把 {Xn)} 假定 为 讲 足 自 回归 模型 或 更 一 
般 的 自 回 归 请 动 和 混合 模型 ， 即 假定 它 满 足 某 个 形式 已 知 而 含有 
车 干 个 未 知 参 数 的 模型 ， 这 样 的 时 间 序 列 要 用 于 预测 和 控制 是 较 
为 方便 的 , 而 且 当 观 测 到 资料 不 多 时 也 便于 估计 出 这 些 参数 , 在 这 
种 情况 下 往往 就 要 从 协 方差 函数 估计 早出 发 米 求 出 未 知 参数 的 侍 
计量 ， 但 是 在 另 一 些 用 途中 , 由 于 功率 庶 的 物理 含义 , 我 们 感 兴趣 
的 对 象 就 是 功率 谱 本 身 , 例如 海浪 的 波谱 分 析 , 汽车 本 身 振动 的 波 
谱 分 析 , 这 时 不 论 是 否 先进 行 协 方差 国 数 的 佑 计 , 但 所有 讨论 都 将 
集中 在 功率 庶 上 , 即 在 频率 域 上 进行 分 析 ， 它 们 都 是 对 和 (se) 的 二 
阶 统计 特征 或 与 其 有 美的 参数 进行 估计 ， 所 以 这 一 节 我 们 将 先 介 
绍 基 本 的 协 方差 函数 的 估计 问题 和 功率 谱 密 度 的 估计 问题 ， 侧 在 
下 一 节 再 展开 参数 模型 的 估计 问题 的 讨论 . 

由 于 要 对 (x) 的 协 方差 函 数 或 功率 谱 等 二 阶 特征 进行 估计 ， 
所 以 往往 要 采用 多 (x) 的 二 次 函数 来 构造 人知 计量 ， 而 当 我 们 涉及 
这 一 估计 量 的 方差 时 , 就 自然 会 遇 到 ZKm) 的 四 阶 矩 的 计算 . 这 时 ， 
只 徙 定 余 差 { 卫 (n)} 为 一 般 平稳 时 间 序 列 是 不 移 的 ， 必须 附 加 关 
于 人 K(o 四 阶 矩 的 限制 ,为 简便 起 见 , 在 这 一 节 我 们 都 假定 { 人 cy 
为 实 的 平稳 正 态 时 间 序 列 ， 虽 然 本 节 的 一 些 结果 可 推广 到 更 -. 服 
的 四 阶 平稳 时 间 序 列 上 ， 一 些 具 体 估 计 方 法 也 可 用 于 -一 般 的 平稳 
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时 了 间 座 列 ， 姐 正 态 性 的 假定 可 往 化 计算 ， 便于 我 们 车 提包 用 的 访 
法 ,而 在 应 用 中 又 不 是 杰 大 的 限制 ， 
若 { 芝 (8)}) 为 实 的 零 均值 正太 序列, 那么 利用 转 征 落 数 与 从 的 
关系 ,不 难 推出 下 列 等 式 
. EX(n) XI{no XR) XT (0)} 
=—E{X(n (na) EP{X(R Xm) } 
+E{XC XR) E{T(n) Xn )} 
+EIXRIX(R) ETN) ERs)} (2) 
特别 和 的”E{X(C0D}'=3(E8{X(%))?)? (3) 
这 晨 我 们 以 后 在 推导 估计 晤 方差 时 经 常 要 用 到 的 等 式 . 
一 、 协 方 状 范 数 的 估计 
为 了 引出 { 到 (ma)} 协 方 差 国 数 五 (的 估计 ， 我 们 不 妨 先 假定 
(RR) 三 0, 这 时 , 200) 一 天 (2) ,我 们 是 可 以 交接 观测 到 天 (my 的 ， 册 
于 它 是 平稳 正 态 的 , 所 以 对 每 个 v, {XCR 十 y(n), n= 二 0, 士 1，…} 
也 是 平稳 正 态 的 ， 而 且 
BIv}= EI{X(nT pn) 
依照 8 4.3 介绍 的 稳 历 性 定理 ， 自 然 会 想到 用 { 王 (2 十 门 屋 (9) 的 
时 间 平 均 来 作为 它 的 统计 均值 五 (>》 ={X (Cn 十 vy)X(n)} 的 估计 。 
所 以 记 
有 (= LS Xe+o)TCGD， v0 


用 它 来 估计 B(»v). 要 注意 , 当 我 们 闭 得 观测 值 {X(1), …, 入 (N)}， 
用 它 来 计算 B* Cy) 时 ,由 于 需要 也 (x 十 »), 所 以 上 式 中 对 的 求 和 
范围 只 能 由 工 到 太一" 当 * 可 正 可 人 负 时 ,我 们 就 用 如 下 表示 


Flu| 


D> Xnt lo Dx) (9 





Br Cy) = 一 天 


= 


在 时 间 序列 分 析 中 , 常 要 用 B*(v) 来 计算 功率 庶 知 计 , 为 了 保证 谱 
。 5053。 


密度 估计 为 正 的 , 因此 常 希望 协 方差 国 数 的 估计 (vw) 是 -~ 个 正定 
序列 ,所 以 更 经 常 采用 的 是 下 列 估计 


W—irnl] 
Bw) = SB Xnt lv |) Xn) (5) 


其 二 于 


上 面 是 在 m(m) =0 的 条 件 下 求 讨 论 的 , 当 mn(n) 在 0 时 ,我 们 
恒 无 法 直接 观测 到 琶 (2a)， 这 时 我 们 可 先 求 出 和 (的 估计 者 名 
表示 &%, 的 最 小 二 莱 方 估计 或 其 它 比 它 有 效 的 全 说 ， 


人 (2 一 之 -加 Po(m) 《6) 


着 (pn) = 二 F048) 一 策 (#) 
一 下 (oa — (mn) ~- mp) ) {7) 
我 们 就 可 从 { 症 {n)} 出 发 来 估计 BCGx), 象 (5) 中 BA(v) 一 样 , 取 
- NWN- sl 
所 (= 襄 可 站 On 十 19) 等 () (8) 
在 我 们 开始 介绍 B(v) 的 性 质 时 , 先 证 明 下 列 定理 ， 
定理 1 者 {Z(9)} 满 足 (1)， 且 { 开 (na)} 为 具有 连续 谱 密 庶 的 
平稳 正 态 序列 , 回归 变量 p,(m) 取 为 (2. 3) 的 形式 , 则 存在 与 W，， 
无 关 的 常数 及 ,使 
MElB. (vB) SK (9) 
[证 明 ] 由 (5),(7) 及 (8): 
B.Cy) —B(») 


雄一 [Fe 
=- 记 闷 【LE 一 (六 (as 十 1>1) 一 me+jy1] 

驴 三 1 
[XK(R)— (mm) —m(m)) Xt lr | Xm)} 

-ly! 


= 育 2 Ghamt ly ) mt |)) Gh) —m(n)) 


坟 -L | 


~ 5 Ghlat yl)—m(nt [1)) Tn) 


BBR-1+| 
一 入 SY CR) mm) ER+ |)»|) (10) 


为 了 推导 方便 , 我 们 只 对 可 (9 一 cei 及 = 区 gs 的 情况 加 以 证 明 ， 
对 一 般 情 帝 也 可 类 似 地 进行 。 在 这 情 沈 下 
从 () 一 让 ,ge 
i > 一 店主 六 fn 
一 -一 Hk)e tr je 
( 忆 ) 


六 (8) 一 (9) 


-43(S Xl) jeo 


Ei 
圭一 1 ¥| 
SD) mnt |»|) 
毅 盏 } 
1 加 -ls|l 1 
一 一- XE i Knt rl)e™” 
蔽 光 ME xet+pDe 人 
一 元 Zr2s 
利用 (2) 
和 一 1y | 


FE 





5 A mn) Xt oD | 


= Nr E282 


ee 0 A A A RA A 
+E{ZZ)E{ZB)) 


gg = BS)e 


二 二 ] 


* $05 


sin? 六 (0 一 0) 
-| ”Fa 
Nain?-L (CAA) 
| 2 
S27TmAxX fa) 
同样 可 证 、 
NE ll*<2rmax fA) 
因此 
1 1 |2 = 
RACE A AA 
Earmax tA) 
对 上 上 式 中 之 ,， 之 。 用 区 ,多 。 我 检 时 亦 有 姜 似 的 估计 ， 所 以 
B| > Ch 一 各 人 R421) 
I(2rmax Tay) 
对 (10) 中 的 其 它 两 项 亦 可 建立 同样 的 估计 , 所 以 存在 与 六 , > 无 关 
的 常数 天 ,使 (49) 成 立 ， 定 理 证 些 ， 
定理 1 将 帮助 我 们 建立 (vw) 和 B(v) 有 相同 的 渐 近 均 慎 , 方 
差 和 新 近 分 布 , 它 表明 当 驴 ->oo 财 ， 
VN(B 0) -B00 (11) 
其 中 性 表 依 概 率 数 伊 的 极限 ,所 以 下 盏 我 们 将 只 对 请 (v) 来 建立 其 
渐 近 性 质 , 或 者 相当 于 在 以 后 的 定理 征明 时 都 假定 mn) =0. 而 在 
实用 中 ， 当 n(n) 寺 0 时 ,可 用 它 的 最 小 二 乘 方 估计 来 代替, 适时 
By) 估计 的 新 近 性 质 是 不 变 的 ， 
定理 2 若 {X(n)} 为 实 平稳 正 态 过 程 , 和 (如 由 55) 规定 , 则 


E(B(b)} = HB) 2) 


申 和 大 名 


若 {(w)} 上 其 有 庶 密 度 了 和 ), AE{ 一 x, 75)， 且 


| PVAA< 0 (13) 


或 等 价 地 


则 


;3 下 (< co (1 


二 一 
lim Neov (BO), BOC)Y 
N+ 


一 < BBGm-E~I) ~ Bn)Bmfk+i) 


于 ===- 台 三 ~ 


-dx|. coslA'coskA. fi (Ad (15) 
lim ND{B(E))} 


= 3 (B:(n) + B(n) Bn+ 2F)) 


一 4x 上 coskAf:CA dA (16) 
[证 明 ] 利用 语 (E) 的 表示 式 (5), 可 得 


如 一 | 上 1 
EB) = 巨人 Bl XX 


bk 


= SEIX()X(n+IED))} 


n=l 


页 一 | 有 | 
-yy BK) 


即 (12) 成 立 ， 者 了 (wn) 有 庶 密 度 开 (四 , 则 由 协 方差 函数 的 庶 分 解 


BO=) ef Wa 


利用 富 利 埃 级 数 中 的 巴塞 伐 尔 (PaservalD 等 式 及 革 {n) 为 实 过 程 


人 37 


5 B* (Ek) = = IB | 


肝 荆 二 后 让 = 一 


、 = zr| fi CadA 


所 以 (13), (1 人 是 等 价 的 ， 由 于 五 (一 向 一 互 (人 ， 丰 (一 机 一 站 CE)， 
不 妨 考 虑 ,1>0 的 捕 形 , 利用 (2) 可 得 
"OO 


- kB {Sx xn DSxezetn) 


NN- < 各 一 上 

SS) SERCONIXCm+E) TRY n+ 1)} 
加 =1 和 =l 
N-k 一 上 


Rr > (BOBD 十 五 (和 一 他 Bm—n+ Ei) 


了 = 上 二 二 1 
+B(m—n—l)B(mE—n)) 
Necov (B(W BN) 


1 Se* SB-! 


-二 > (Bm—n) Bm—n+ te— 17) 


NA 明 二 1 


No 


十 五 (9 一 天 一 站 再 7 十 天 一 的 ) 
1 *- | 光一 上 ~ 


= Bl (BO)BG+E-D HB BG+N) 


= = 
1 NR-E-it ( 


_ 路 (BO) B+ EI) 


No 一 人 =1 
+BG—l)B(+)) 
由 于 (14) z z 
> | 了 (五 (> 十 有 一 玉 | 一 co 


之 ，| 刀 (一 门 玉 (> 十 站 |<co 


* 本 


又 因 


min ts- Rk- M- 
1 1| 


于 去 1 


mir th -kM-1) 


所 以 
lim Neov (BE), B(L)) 


— 六 (BO BOFE-L)+B 1) B+h)) 


Hb 三 一 新 


= 5 (BBB+thl)+Bn) B+ +)) 


又 利用 巴塞 线 尔 等 式 及 总 (a) 为 实 进程 ， 天 一 力 = 一 大和 这 一 事实 ， 
可 得 


5 (再 (百人 十 站 一 站 + BIBT+eE+ i)) 


一 Dx | {et Da te titi fA dA 


27 | (eos {RR— TA eos tt DA ONAt 


= 47 | coskAcos tAf: CAAA 


即 (15) 成立 , 令 关 一 时, 即 可 由 (15) 推 出 《16)。 
注 . 车 对 实 过 程 蕊 (ta)， 考 虑 到 其 庶 密 度 满 足 了 (一 办 =f(， 
取 (二 27(), 则 


Buen} = | esf tA dA 
此 时 (15), (1 全 可 写 为 
lit mNeov (BE), BO)) 


se 309 = 


= 2 | coskdcos taf? Da 
limND(B(E)) 

= 2z (1 eos282)f? (2) d1 

系 对 于 总 sc(k) 也 成 六 类 似 的 刍 式 , 即 
limV BIE{B,(»)}~B()|=0 
limNeov (Bs Ck), Bx (1)) 


一 全 (BBGtE 1) -Bn) Be 十 天 二 站 


= dn | coskicos LAf {Aa 
limND{B, (&)) 
划 直 吕 


= D>, (B(n) +B(n) Bt+2) 


-4r[ coss kAf’ CA da 

[证 明 ] 因为 

EIB (A 一 全 (区 上 

(HB{BO} EBO D:D{B. Bh))} 
所 以 由 定理 1 

limND{ BS(k) ~B(A)} =0 

limN(B{ Bh)}—E {BE))): 0 
由 (12) 及 上 式 即 得 (19)， 若 对 随机 变量 ,和 记 


* iO. 


(17) 


(18) 


(19) 


(20) 


(21) 


(22) 


17l*— Btn 
出 _ _ 、 、 
ID{BSCAOI ~ D{BOO}I= 1 BE —h Bl 


< Bb) — BO CBTLB: CH) —BAD 


由 (16)，MV 四 上 8 (1 是 有 界 的 ,所 以 由 上 式 及 (22) 可 得 
linNED{B (WD))}—D{ BE}I= limN (Be 1: —l Bl:) 
=0 

由 上 趟 及 (16) 即 推出 (21) 成 立 , 类 似 于 上 面 的 可 证 明 

limN leov (B; (8), Ba(t)) ~—cov(B(E), BU))I—0 
这 样 由 (15) 亦 可 推出 (19) 成 立 , 

从 定理 2 可 以 着 出 ，B(Ck) 不 是 吾 ( 映 的 无 偏 估计, 到 *( 妈 才 是 
(好 的 无 偏 估计 ,尽管 如 比 ， 在 时 间 序 列 分 析 中 还 是 较 多 地 采用 
8 (区 或 下 (有 作为 BK) 的 估计 ， 由 定理 2 不 难 推出 ， 

系 B(E), BC) 都 是 BC) 的 一 致 性 估计 ， 且 

limE| BO — BOE) |? 
—limE| Ba(k) — BE) :=0 

因为 由 (5) 规 定 的 妃 ( 六 是 不 维 正 术 变量 (1),…, 系 (W) 的 二 
次 型 ,所 以 要 讨论 如 (从 的 渐 近 分 布 之 前 ， 我 们 先 来 介绍 关于 正 坊 
变量 二 次 型 分 布 的 下 列 引 理 ， 

引 理 1 ”车 六 维 正 态 变量 和 一 (X(1)，…, 左 CN)): 为 N (0, 8) 
分 布 , 又 4 为 克 X 对 称 隆 , 由 存在 相互 独立 下 (0, 1) 分 布 的 正 乱 
随机 变量 (1),…, $5(N), 使 X 的 二 次 型 了 s 一 "4X 表 为 


Yr=X'AX= 2 ,AE ()) 


d= 
时 了 


其 中 8) …, 440 为 对 称 阵 B: 4B2 的 全 部 特征 根 《 按 重 数 重 复 计 
算 ) 

[证 明 ] 首先 由 多 维 正 坊 变量 的 性 质 , 对 下 必 存 在 为 (0, 1) 分 
布 的 双 维 正 态 变量 四 使 了 一 B27 这 时 了 sy 一 小 B! AB!n, 而 由 线 代 
数 中 二 次 型 化 标准 型 的 结果 可 知 必 存在 正 交 阵 如 使 

















A 0 
UB! 4 于 7 一 | (23) 
z 0 A 
这 时 ， 若 取 
(1) 
入 一 上 一 | 1: 
stN) 
则 
n=—Ué 
Fn BiABn=— £0 BLABUE 
= > APE: (DN 
1=1 
而 由 (23) 可 知 , 49",…， A 为 BL 4 王 的 全 部 特征 根 , 
lim max | 4 天 | /DITy}=0 {24) 
太志 1 硬 j 咯 加 
则 了 y 为 渐 近 正 态 分 布 的 , 即 
。 Yu—EiYs} 1 
linP( DiIY.) <z)-J| 。 dy {25) 
[证 明 ] 由 引 理 1 
上 一 至 人 
“AAATD7 


了 


-工人 (7D) —1) 


-Sa 
由 于 & ( 力 一 1 是 均值 为 堆 , 且 相 互 独 立 同 分 布 的 ,再 由 (3), PCYw) 
=2 > (478), 我 们 来 验证 2y 二 jEw; 是 漠 足 林 德 伯 格 条 从 的 ， 
=1 =1 


Ej a&P 


1=1 1 





NN | ， 
= | D-DD’dP 
js wD Tw} £ 


< | (E21)—1)aP 


五 
| 
1 所 En | 
所 以 由 龟 们 ,对 任 一 2 守 00 


x 
lyj I 


Ne p=! 
因此 , 由 中 心 极限 定理 可 知 (25) 成立. 
为 了 估计 办 "我 们 介绍 下 列 结果 . 
引 理 3 ”车 X 厄 密 特 阵 CP= (CD 而 
cu 下 eit Da 人 TS 和 
又 以 4(Ce9) 表 示 Ce 特征 根 中 模 最 大 者 , 则 当 9(2) 有 办 时 
A(C™) 2rsuplg CN) | 
面 当 9g( 力 为 了 次 可 积 时 ， 
limN SA(O) =0 


二 


‘913。 


[证 明 ] 着 记 jz 下 = 全 1 基 下 ， 则 从 尼 密 特 阵 特征 根 的 性 质 
=} 


可 知 
A = ‘sup | b3 viz 


> r sor rad| 





,aD, 上 
sup|g(A) | sup "| FT a4 
喇 这 | | = 一 是 此 三 让 


一 27 Sup18(4)1| 
当 8 轧 为 靖 次 可 积 时 , 利用 许 伐 兹 不 等 趟 有 


亲 
EMA ML 

下 =1 = 
<N|z| 


[时 








so™ = sop, [| |S me fgcwad | 


<xy| Ee ;yo 9 4) ldA TeNs 


“(sup | > |) 


MN 
< 1M1-F 一 一 9 [HAN 


Nl 
| lgCA) ldAteNi/s 
[pilewife 





-0 
所 以 
imN "4(0%) <e 
由 < 的 任意 性 , 可 得 引 理 成 立 ， 
» 314 。 1 


有 了 上 面 的 准备 后 ， 就 可 以 推出 关于 BC) 渐 近 分 布 的 下 列 
定理 ， 
定理 3 车 {X(n)} 为 满足 (13) 或 (14) 的 实 平稳 正 杰 过 程 ， 
和 (We) 由 (5) 规定 , 则 对 任 一 bo, 当 闵 赵 于 无 穷 时 , fo 维 随机 变量 
MVNAO) —BO), VE R11)— BO)), 
VNBEo—1)—Bbo—1)) (26) 
的 联合 分 布 收敛 于 bo 维 正 坊 分 布 0, 五), 其 中 
P= (on) 
ors— DD, (B(n)B(n+E—1)+B(n) Bn+ 二 1)) 


— 4z| coskAcoslT Af CNA, Oh, Isho—l1 (27) 
[证 明 ] 为 简单 起 见 , 我 们 只 证 明和/N (BC) 一 BC8)) 的 极限 
分 布 、 对 (26) 中 的 多 维 随机 变量 的 极限 分 布 问题 要 用 到 多 纵 的 中 
YyAV NEB) 
-XX 


一 下 "由 三 (28) 
其 中 
Ay= (oF) 
1 , 
J _J™ 13 一 下 一 东 
(0 1 一 下 
所 以 取 
1 
gn) ora (29) 


则 有 
. 315。 


a = eto-mgtd a 
为 了 对 (28) 中 的 了 "4sX 验证 它 满足 引 理 2 的 条 件 , 首先 应 注意 到 
XX 的 协 方差 阵 Bs 一 (8(j 一 站 )), 而 
BOG—D=| ort-of (WA 
著 记 z= (zh ze … x4)" 则 由 引 理 3 及 (29) 


ACBEA, BS) = sup rr 
> re =] 


WU 
] 


H(Ay) sup sD Bi 
2 了 下 1 
了 一 下 
EAA ACBy) 
由 3| 理 3 及 (29) 
A(4s)<- 阁 
允 惠 入 几 平方 可 积 及 引 理 3 
limN -$4(B,) -0 
Nm 


所 以 
ACBEAy BE)<ACAY ACB,) 
< < 
lim ACBEAn 8) 一 0 
另 一 方面 , 由 定理 2 


limD{Ys} =lim D{vN BY)} 
地 N+ 

= 一 De 
昌 了 了 电 


VNAE) pr RAE) < 
D{v NB(E)} 


ed 


2 人 


-J | 。 
六 由 定理 2,(12) 及 (16) 关 于 刀 {B(R)} 和 DD{BCE)} 的 渐 近 表示 式 ， 
不 难 推出 
in 人 人 二 BO ol 


pg 


Pm 


= | (30) 
这 样 就 得 到 了 BE) 的 渐 近 分 布 ， 定 理 证 毕 . 
利用 定理 1 和 定理 2 的 结论 , 不 难 推 出 对 BC) 定理 3 的 结 
论 同样 县 成 立 的 , 所 以 有 
系 车 { 卫 (n)} 满 足 定理 3 的 条 件 , BX(#) 由 (8) 规定 ， 则 对 任 
一 和 当 交 趋 于 无 穷 时 , 和 维 随机 变量 
MN (BO0)—BO)), VN (下 (1) 一 BC1))》， 





“MN (Blko—l) —B(E—1)) 

的 联合 分 布 用 和 伍 于 bo 维 正 态 分 布 了 (0， 了 3)， 甘 中 畔 = (on), 而 
gn 由 (20) 规 定 . 

上 面 我 们 只 是 对 协 方差 贸 数 佑 计量 讨 论 了 它 的 渐 近 性 ， 当 我 
们 涉及 到 儿 个 实 平稳 序列 时 , 车 {及 (wn)}，{ 了 (mn)} 是 均 秆 为 零 且 平 
稳 相 关 的 , 即 对 一 切 n 有 

FE{XCR)} =—=E{YT(R)}=0 
B{X(n th)Y(n)} = Brr (Ek) 

Bxr(m]) 又 称 系 ,了 的 互 执 方差 函数 ， 对 于 它 , 亦 可 类 似 于 (5) 取 


| 


Err (A)= 训 > XY (%) (31) 


司 到 站 


ss 了 于 有 7 


作为 Brr(#) 的 佑 计量 , 对 于 互 协 方差 函数 ， 亦 可 用 上 击 相 仿 的 办 
法 得 到 类 似 于 定理 2 和 3 的 结果 ， 例 如 有 

定理 4 车 {了 (rn)}, {了 (nw)} 是 均值 为 零 晶 平稳 相关 的 实 联 合 
正 态 平稳 序列 ， 且 分 别 存 在 平方 可 积 的 谱 密 底 国 数 产 z(4)》 和 
Fry()， 吾 cr( 有 由 (33) 规 定 , 则 对 任 一 po， 当 并 趋 于 无 穷 时 ,和 维 
随机 变量 


VN(Bs (0) —Bry (0)), VN (Br(l ) —Brr(1)), 
‘MB (Br (hol) —Bry (ko—1)) 
的 联合 分 布 改 敏 于 ko 维 正 态 分 布 娘 (0, 之), 其 中 
王 一 (os 


之 , [Brz(n) Brr (中 十 下 一 站 + Brr 【59) 吾 x7f 一 名 十 天 十 了 9] 


下 三 一 本 


一 2z| Ceos(e— DAfrs frr (Dt coalk+ A frr(W ah, 
Ok, Lko— 1 (32) 


而 frr (作为 瑟 工 的 交互 谱 密 度 ， 

二 、 功 率 谨 密 度 的 估计 

我 们 已 经 知道 , 对 于 均值 为 零 的 平移 时 间 序 列 来 说 , 它 的 谱 函 
数 和 协 方 差 媚 数 一 样 , 完整 地 描述 了 它 的 二 人 阶 统 计 特 征 , 虽然 由 协 
方差 函数 也 可 唯一 地 确定 对 应 的 庶 函 数 ， 和 但 由 于 谱 函 数 的 特殊 作 
用 ， 我 们 还 需要 专门 讨论 它 的 估计 问题 .一 方面 由 于 谱 的 物理 含 
义 , 例如 对 措 述 随机 振动 的 平稳 过 程 来 说 , 我 们 求 得 它 的 谱 以 后 吏 
可 看 出 各 种 不 同 频率 的 振动 其 功率 的 分 布 ， 这 使 我 们 有 需要 求 得 
随机 进程 的 谱 , 另 一 方 商 , 由 (4.3. 27)， 我 们 可 以 通过 线性 系统 输 
和 输出 的 说 和 交互 谱 来 求 出 系统 的 频率 特征 ， 为 了 微 到 这 - 点 也 
必须 先 按 输 入 输出 资料 对 诺 和 交互 谱 进 行 估 计 ， 所 以 我 们 有 必要 
*。3T8 。 


对 随机 过 程 说 的 估计 问题 进行 专门 的 讨论 . 在 平稳 过 程 谱 合 计 中 ， 
以 谱 密度 的 估计 使 月 较 多 , 我 们 的 过 论 也 将 集中 在 这 方面 . 

关于 谱 密 度 的 估计 ， 通 常 可 有 两 种 模型 ， 一 种 是 有 限 参 数 模 
型 ， 即 假定 待 估计 的 谱 密 度 其 函数 形式 已 知 而 只 含有 限 个 未 知 参 
数 , 这 时 通过 对 这 有 限 个 参数 的 佑 计 可 求 得 谱 密 度 的 估计 , 这 种 做 
法 将 在 下 一 节 进 行 介绍 ， 另 一 种 是 非 参 数 模型 ， 即 并 不 预先 慨 定 
详 密 度 的 菌 数 形 式 ， 而 用 协 方 差 序列 或 其 它 子 样 的 二 次 型 来 对 谱 
密度 进行 估计 ， 近 年 来 又 由 于 快速 富 利 运算 法 的 出 现 ， 在 实现 
上 又 有 从 子 样 协 方差 序列 的 富 利 埃 变 换 或 用 子 桩 序列 宫 利 埃 变 换 
加 窗 等 不 同 的 做 法 , 这 方面 的 基本 统计 考虑 我 们 将 在 这 一 池 介 绍 . 

在 第 四 章 ， 我 们 已 指出 了 平稳 过 程 协 方 其 函数 和 谱 密 译 间 的 


相互 关系 ， 转 别 当 其 协 方 差 函 数 B(w) 满 足 之 ， | 了 BC | 之 co 时， 
则 必 存 在 谱 密 论 了 (4), 且 有 
Bm) =| emf (Na 


f (0 = Br)e-™ (33) 


在 上 面 , 我 们 已 经 讨论 过 BCn) 的 佑 计量 (wn), 所 以 在 这 里 自然 就 
想到 用 (33) 作 为 我 们 估计 了 ( 力 的 出 发 点 ， 若 我 们 从 实 Xz 出 发 来 
估计 它 的 谱 密 度 (4), 当 获 得 观测 { 叉 (1), X(2), "…, 且 (W)} 之 后 ， 
就 可 作出 

N=-|b| 

BE) =D Xm Kt El), kl EN-1 
所 以 按 (33) 作 为 了 () 的 全 计量 就 可 以 取 
可 一 1 
yD BD 在 De 各 (34) 


车 将 (Ek) 的 表示 式 代 入 (34) 并 认为 
* FI ， 


(9) 二 0,， 当 4 和 0 或 9 之 六 十 1 (35) 
则 有 


五 一 | 


MN-|B| 
(= 下 让 2 (XXnt ll) )e™ 


TT 二 一 看 十 ] ek 


= 之 ， 之 , 六 (mn) 太 (n 二 ei 


看 理 一 澡 六 村 一 


1 一 tHt4 : 
-| 人 0) 8 








1 一 一 让 是 风 2 
= Dx)e | (36) 
由 (2, 30) 它 就 是 下 (mn) 的 周期 图 ， 这 是 一 个 直观 上 容易 得 到 的 并 
谱 密 度 作 放 的 估计 量 , 但 进一步 的 统计 分 析 将 表明 它 是 并 不 满 音 
的 , 为 了 说 其 这 一 点 ,我 们 对 且 z 为 白 品 声 来 计算 它 的 均值 和 方 羡 ， 


因为 当 Xr 为 白 噪声 时 ， 
oz 
f= 于 
BE)}=000, 
这 时 {XX(1),…, 及 (如)} 是 相互 独 并 入 (0,o?) 分 布 的 ,所 以 由 直接 
计算 不 淮 得 出 


p= 1 5 Xk)e -+ 
”MN 
-+ip 1<j<Y (37) 


是 相互 独立 的 , 且 wj，A; 也 是 相互 独立 的 Bo 所 分布 ， 
Rs( 方 2 )=- 翅 1 
= (+BD) 


* F320 » 


所 以 


Br( 广 2z } - 人 f() (39) 
Ds(#2r ) = Bm — Bm})] 
一 3 (39) 


(38) 表 明 Ix( 办 作为 1(4) = 代 - 的 估计 是 无 偏 的 , 而 (39) 表 明 这 个 
估计 不 是 ( 均 方 ) 一 致 的 ， 当 Xs 为 一 般 的 平稳 正 态 过程 时 ， 若 其 
有 连续 庶 密 度 为 f(1)， 则 也 可 进行 类 似 的 计算 得 到 如 下 的 结果 ; 

limB{Ly(A)} =f 0) 

limD{Iy(D}=f°() 

limeov (Tx(h), Tn(p))=0, 4 《40) 
即 用 周期 图 来 估计 谱 时 是 浙 近 无 偏 的 , 但 不 是 均 方 一 致 的 , 随 驴 无 


限 增 大 , 估计 县 的 方差 却 不 会 逐 新 减 小 到 老 ， 对 这 一 点 , 在 实用 上 
是 不 满意 的 , 所 以 要 进一步 录 求 更 好 的 估计 量 ， 


当 玉 为 白 虽 声 时 ， 由 上 面 的 讨论 已 经 知道 Ps( 半 2x ) 是 互 
不 根 关 的 ， 所 以 当 jo= 妈 时 ， 作 


下 


/jo __1 ‘jo 7 
HR2n )= a 2x ) 1) 





B {i(R2r 用 = 全 =70 


DIi( R27 )| -pt > p(s 2 ) 


=~-L 


I or 


2 十 1 4dr 
» 327 。 


这 样 , 为 了 估计 (4o)， 若 利用 产 ( 在 4 邻近 几 点 的 值 的 平均 来 
作为 估计 量 时 , 无 偏 性 不 会 改变 ， 而 估计 量 的 方差 就 会 碱 小 , 而 且 
被 平均 的 乓 越 多 , 方差 减 小 得 越 多 ， 当 六 无 限 增 大 时 , 是 有 可 能 多 
取 开 点 来 平均 的 .对 于 一 般 的 平稳 过 程 ， 因 为 {40) 保 证 了 对 不 同 
的 4 局 期 图 大 ( 力 佑 计量 涉 近 地 互 不 相关 ， 所 以 也 可 以 用 类 似 的 
想法 来 消除 Fr( 力 的 不 一 致 性 ， 并 构造 ja) 的 估计 量 ， 为 此 我 们 
可 以 考虑 下 列 形 式 的 估计 量 


fot =| Wr)Ir (ap (42) 


上 述 积 分 就 是 对 Ix(2) 的 平均 , 而 其 中 厂 w( 上 就 起 一 个 加 权 的 作 
上 用, 它 叉 称 为 频率 域 上 的 谱 窗 函数 ， 在 估计 了 ( 力 时 ， 它 就 按 (42) 
把 fC4) 在 4 的 某 个 邻 域内 加 权 平 均 ， 当 然 平均 的 效果 一 方面 是 
出 天 (0 减 小 了 方 莱 ， 另 一 方面 把 蜡 于 4 点 上 的 ICp) 也 取 来 平 
均 , 这 样 就 增 大 了 估计 量 的 偏差 至 {f(1)} 一 4), 所 以 从 三 小 居 计 
量 方差 来 说 , W(x) 能 在 较 大 的 范围 内 取 平 均 更 好 ， 而 从 减 小 仿 
差 来 看 ， 信 wyC4) 取 平均 的 范围 又 不 能 太 大 ， 因 此 还 必须 兼顾 这 两 
方面 的 要 求 , 若 镀 n(p) 取 下 列 较 简单 的 形式 

二 [EB 


w= 
0 ，] 上 | 之 如 > 


其 中 Bs 表示 取 平 均 范围 的 宽度 ， 一 般 地 ， 随 丸 趋 于 无 穷 时 Bw 应 
趋 于 零 、 这 了 时 


a 1 [sy 
Tt) -3 I an 


1 By 而 一 1 
1 Bk)e- orng 
Bax -Bx ,之 WD) " 
加 1 < singkB, 一 上 二 
一 计 ,之 BE) EB {43) 
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所 以 对 T (平均 的 效果 , 从 时 间 域 上 来 看 , 就 相当 于 将 再 ( 太 汪 上 
一 个 因子 WyE: 


singkB, 
Wk = 一 一 
N 


这 表明 以 站 (Cg)tpwx 按 (43) 来 计算 了 (的 佑 计量 了 (力也 有 可 能 减 
小 估计 量 的 方差 ， 解 决 周期 图 估计 Ix(4) 的 不 一 至 性 问题 .虽然 
(43) 和 (42) 是 相同 的 . 但 车 我 们 从 再 (B) 出 发 计算 六 ( 心 时 (43) 更 
直接 , 所 以 下 面 我 们 就 讨论 如 下 形式 的 估计 量 


| < 二 1 A 
了 一 BR) wre ™ C44) 


在 此 ,wzrs 又 称 为 时 间 域 上 的 谱 窗 因 子 , 所 以 一 种 谱 密 度 估 计量 就 
与 一 种 谱 窗 因子 相对 应 ， 常用 的 wy 往往 可 表 为 ; 


wus = Rh(BE) (45) 
在 这 一 情况 下 频率 咸 的 谱 窗 函数 为 
Ws(D = we (46) 


A(z) 往 往 满足 

M2)=0, jz|3a 
所 以 (46) 中 的 和 式 往往 只 包含 有 限 项 ， 今 后 我 们 将 讨论 这 一 类 谱 
密度 合计 的 源 近 性 质 ， 并 且 和 假定 MKz) 是 (一 co，co) 上 过 续 有 界 的 
可 积 函 数 , 它 对 蘑 个 9>0, 还 存在 下 列 极限 





lim Nh, [ACESS (47) 
且 
3 [al | Brn)}|< oo (48) 
则 有 i 


定理 5 车 备 均 慎 实 于 稳 正 态 过 程 下 二 {是 (n)，% 二 人 0 
+ 323. 


土 1,…} 有 连续 谱 密 度 六 困 , 若 由 (4 规定 的 有 (和) 为 它 的 估计 旱 ， 
且 车 随 义 趋 于 无 穷 ，Bs', 入 By， 入 BS 都 趋 于 无 穷 , 则 当 (45) 一 


(48) 成 立时 便 有 
limBs"(B{fa(N)}—f()) 
一 -2 > Bln)e ™ 
lim NBxcov (fs (4,), fr (2,)) 
0, 4 壮士 
_ f°(0)| Wz)as, 四 一 十 如 寺 0 


2P(0)| jz(zydar， = =0 


[证 明 ] 由 (44), (45) 及 (12)， 
E{fa(A)}—f 2) 


而 一 工 


一 | 有 | i 
一 -六 1 BhCByE 
SE aBue 


TT 


1 ha 
元 之 BE)e 


下 = 一 m 


一 站 (By 有 一 DB eo- 





1 | | -4 
喜 一 BhDB Ee 
江 ,人 ， 也 * 
1 ™l! 一 
一 -一 >， 再 (及 Je-ita 
2 -人 S 
一 了 二 于 了 
而 
_ 了 站 f 五 ,天 7 一 _ 
Bi, 一 -二 3 i 
"ar [Bklr KIB)e 


由 (47), (48)， 
» 3 


{49) 


(50) 


mn 


lim 有 ri 一 一 闫 并 InlBGDe 


又 因 
[Bi < BEEN NM Ss EIBCE)| 
2 [Iv-l 
(BsN) ‘2 羞 ll BC) 9<1 
去 
BsrN-!. 入 1k1'|B() ,>1 
Bil SE 5 中 BC 
红尘 克 
所 以 
limBxsls=0, limBs’Is=0 
下 下 到 No 
这 样 (49) 是 成 立 的 ， 


(51) 


至 于 (50) 的 证 明 , 可 以 运用 定理 2 的 方法 直接 计算 cov(f041) 
名 (4s)) 并 估计 当 普 赵 于 无 穷 时 的 极限 ， 但 由 于 计算 较为 宛 长 , 所 
以 这 里 省 略 了 @， 同 样 可 以 证 明 ， 当 多 = {Z(9]]} 请 足 (1) 时 ， 则 


(44) 中 的 B(D 代 以 BCE) 时 定理 4 仍然 是 成 立 的 . 


下 面 我 们 就 米 讨 论 一 些 具体 的 庶 窗 因子 和 它们 所 对 应 的 说 密 


度 佑 计 基 . 
[使 直 者 取 
hC5)= sing Wy 9 
则 
sp AB 
Wy) = 2 
0 ,， [Al>>By 


{BD 可 窗 见 瑟 .J. Hannen, Multiple Time Series — 书 . 


ss 衬 袜 于 。 


万 ( 和 = 一 - 3 Bp)wre- 


> WaT ae 

= 二 4 二 9) 《62 
从 (53) 可 看 出 在 这 个 估计 量 趾 它 是 符合 于 对 周期 图 进行 平均 这 
一 直观 想法 的 , 而 且 由 MKz) 的 到 法 可 知 , 当 9 一 2 时 , 有 =. 因此 
对 g<2 时 , 只 要 立 " jza|e|B(a)|<oo, 定理 4 的 结论 对 它 是 适用 


我 守 二 2 


的 , 但 是 , 由 于 (52) 中 计算 fx() 时 要 用 到 全 部 BB(E)， 从 计算 上 考 

虚 这 个 窗 是 不 常 采 用 的 . 
[ 例 323J 若 取 

_ 11, lzi<1 

Kz) 一 io | 你 | > 

1 It|<< 序 - 

| 1 

0, 上 £1 之 富 - 


则 到 Mw 一 | 也 -| 时 


sin oss tla 
WCA) 一 (C33) 
sin 
人 () 一 二 3 让 (6) ec 
= 

” sin 2 0 

一 4 了 人 (机 一 日 全 站 {54) 
_ sn 


* I = 


由 于 及 zf) 的 形式 , 这 个 什 计 量 的 窗 又 称 埠 断 窗 , 它 对 于 任 -- 9>>0 
一 0, 所 以 只 要 (48) 成 立 ， 尸 者 相当 于 了 ( 略 本 上身 足够 光滑 ， 记 (1) 
估计 了 (4) 的 偏差 可 以 新 近 地 很 小 ， 若 Bs 以 很 慢 的 速度 趋 于 零 ， 
D(x(2)) 的 方差 也 可 与 -7 条 相近 , 从 计算 方面 来 考虑 (54 表明 它 
只 需要 用 (8), [| <Jv-| 去 | 不 几 计 算 全 部 在 (E), 而且 一 最 


于 ,<, 所 以 在 计算 上 也 是 可 到 的 ， 但 是 它 的 频率 窗 阔 数 Ww() 
如 图 1 所 示 , 除了 在 4=0 附近 有 一 个 很 陡 的 峰之 外 ， 边 上 还 有 不 
少 正 人 负 相 间 的 边贸 , 这 些 边 匆 在 按 (54) 计 算 户 (1) 时 ， 就 把 14 附近， 
的 数值 以 较 大 的 比例 取 来 平均 , 而且 还 可 能 使 fy(4) 在 某 些 点 上 
变 为 负 , 这 些 都 是 它 不足 的 地 方 , 为 了 减 进 这 方面 的 缺陷 就 有 下 列 
两 种 窗 . 


一 
WC4) 





[ 例 3] 洛 取 


zi 十 Ceosg， Irl 所 1 


@ 32F 0 


(1—a) +acns (Bk), || 所 二 - 
可 


如 sk 一 1 


则 到 a 一 [起 | 时 


(A) = 和 让 人 (4 一 各 -二 (1—o) WC) 


上 (565) 
其 中 全 是 站 四) 由 (53) 规 定 ,而 
- ry 
fy (A) 一 5 3, [aa +acos( 训 -ape 


=| WOO TvA— ad (56) 


从 (55) 可 见 , 琴 吻 :(4) 相 当 于 把 印 旦 (4) 与 其 本 身 经 过 左右 称 动 后 
的 臣 形 进行 线性 组 合 , 由 于 移动 的 位 置 大 约 是 全 各 ( 力 摆动 的 半 个 
周期 , 所 以 移动 又 相 加 有 消除 三 品 ( 1) 的 边 辩 的 振动 的 目的 ， 当 然 
也 使 证 器 :( 和 的 主 软 不 象 克 时 (那样 哇 ， 从 计算 上 看 (56) 表 两 它 
也 不 需要 计算 全 部 (rn)， 所 需 的 计算 量 和 例 2 是 相册 的 , 所 以 在 
实用 中 这 类 估计 量 是 经 党 被 采用 的 , 特别 当 

二 0.46 称 为 海 明 (Hamringy 窗 ， 

w==-0.5 称 为 到 (Hann) 窗 . 
这 是 最 党 用 的 两 种 情况 ， 在 此 因为 玉 信 "(4) 也 可 能 取 负 值 ， 所 以 
fr{ 办 也 可 能 取 负 值 , 这 一 缺陷 , 对 于 较为 平滑 的 谱 密 度 来 说 , 不 是 
严重 的 问题 ， 它 的 正 负 边 匆 的 影响 在 (56) 的 积分 式 中 可 以 相互 掀 
消 ， 但 对 于 变化 较 大 的 谱 密 度 或 者 对 交互 谱 密 讼 其 本 身 出 可 能 取 
负 值 , 正 负 边 瓣 的 影响 在 (56) 的 积分 式 有 可 能 积累 起 来 , 这 时 就 必 
须 采 用 谦 窗 函数 为 正 的 估计 芋 ， 
下 也 2 


前 号 


从 玫 z) 的 取 法 还 可 下 到， 对 这 类 窗 当 g =2 上 时， 各 一 小， 因 


星 当 gg 过 2,， 月 六 [#00) ,之 吕 时 , 定理 4 对 这 一 类 估计 量 也 


是 反攻 的 ， 
[的 3]J 考取 
1 一 5lz1? (1—Iz|), ll 
pe lz <1 
.Dy = Bk) 


此 时 对 应 的 全 名 (无 简单 的 表示 式 , 但 可 以 说 明 它 总 是 正 的 ， 而 
取 Mw 一 | 总- | 时 相应 的 舍 计量 为 


1  、 _ 
六 (= 天 wl) ha 


-| WOWI A 0a0 (57) 


对 于 这 个 估计 显 , 它 的 谱 窗 国 数 环 名 (为 是 恒 正 的 ， 而 且 这 辩 也 比 
较 小 ， 质 以 可 以 避免 边 辩 影响 的 积累 ， 从 计算 上 考虑 ,虽然 下 (CE) 
的 计算 量 是 与 例 3 中 相向 的 , 但 wwi 的 计算 要 比 前 面 稍 复杂 一 


点 ， 此 外 , 从 和 z) 的 表示 式 可 以 署 出 ,对 4 一 2, 加 一 6， 所 以 定理 4 


对 它 也 可 适用 . 

上 面 我 们 列举 了 一 些 湛 帘 度 估 计量 的 例子 ， 对 了 于 它们 都 可 用 
定理 2 来 考察 其 浙 近 均值 和 方差 ， 当 然 从 减少 偏差 来 说 (49) 表 明 
Bs 趋 于 党 快 一 点 比较 好 ， 但 是 它 的 倒数 Ws=| 总- | 一 般 又 是 与 
障 要 计算 BCk) 的 点 数 相 联 系 的 ， 另 一 方面 , 从 减 小 方差 来 说 (50) 

二 示 了 中 


表明 好, 趋 填 等 惕 一 点 好 , 假若 要 综合 这 两 方面 的 要 求 ， 一 种 可 行 
的 方法 是 让 
‘Elf —f 1 =min (58) 
由 于 
Elf) —f (1 
=|E{fy (4)} f(D) 1 +D{ f(D)} 


~ (nl Bde") 
+ (NB) SP H(z)ar 


所 以 , 从 理论 上 说 , By 随 N 变 化 时 , 应 满足 下 列 关系 式 ， 
0<limNBY'!IlimNBYt!<o0 
再 十 喇 


Pd 


才 可 能 使 (58) 成 立 ， 当 然 在 实际 应 用 上 (49) (50) 右 端 涉及 到 的 一 
些 常数 本 身 又 是 与 谱 痪 旗 了 4) 和 协 方差 印 数 召 (a) 有 关 的 ， 所 以 
By 的 选择 问题 多 半 还 是 经 验 加 试验 来 定 的 ， 

为 了 估计 系统 的 频率 特征 ,一般 还 需要 估计 输入 .输出 的 交 卫 
谱 对 于 交互 谱 效 度 ,也 可 用 类 似 于 (4 人 的 公式 计算 , 只 需 在 (44) 中 
以 互 协 方差 函数 估计 量 代替 妃 () 即 可 , 当然 窗 因 子 的 选择 应 考虑 
到 交互 谱 函 数 的 特点 , 对 于 交互 谱 密 度 估计 , 不 难说 明定 理 4 的 结 
论 也 同样 是 成 立 的 . 

上 面 我 们 只 是 对 时 间 座 列 工 (n) 来 讨论 它 的 并 密度 信 计 问题 ， 
在 实用 上 , 虽然 处 理 的 是 时 间 序 列 ,但 它 却 是 某 个 连续 参数 过 程 的 
采样 值 ， 而 处 再 的 结果 ， 又 要 求 将 它 来 说 明 连续 参数 过 程 的 庶 密 
度 ,为 了 散 到 这 一 点 , 先 要 把 两 者 谱 密 内 的 关系 推导 出 来 ， 若 连续 
参数 过 程 为 {Xs(t),iE(0, co)), 它 的 采样 值 为 

Kaln) = HnA) 

其 中 入 为 采样 间隔 ， 又 ( 力 和 无 (办 分别 为 也 (+) 入 Cm) 的 讲 
3 


密度 , 假若 采样 间 电 人 是 满足 定理 4. 3.2 的 要求 , 那么 
fA) =0, [> 太 





这 时 
{era BX, (n-th) XC)} 
=B{X( (n+) A) TCRA)} 
-| e'ssaf CA dA 
-| evA (Fa 
所 以 


f.(N) Xf (A) 141 魏 和 
车 处 ( 力 为 访 ( 为 的 佑 计量 ,那么 
pert = Afin AA), 1 元 


就 可 取 为 连续 参数 过 程 {ZE(t 让 的 谱 密 度 f,( 力 的 估计 量 ， 
至 此 , 我 们 只 是 介绍 谱 密 谋 估 计 的 基本 内 容 ， 但 是 在 实用 中 ， 
还 必须 考 虚 它 的 计算 方面 的 问题 ， 因 为 习惯 的 做 法 是 通过 协 方 其 
函数 估计 最 主 (m) 来 计算 谱 密 度 的 估计 车 如 ( 四 ), 而 当 我 们 获得 了 
观测 {X(1) …, 了 CN)}, 每 计算 一 个 二 (8)， 其 滋 加 计算 次 数 是 与 
X 成 比例 的 ,为 了 进一步 计算 各 (4), 就 要 有 大 约 时。 个 (4), 而 
对 基 一 个 4 计算 所 ( 和 ) 时 , 又 要 大 约 型 y 次 运算 , 而 当 我 们 对 闷 个 
(一 般 与 对 w 有 相同 量 级 )4 计算 扣 ( 和 ) 时 , 总 运算 次 数 大 约 是 
ONM, OM 
当 六 , 于， 很 大 时 , 这 是 一 个 不 可 忽视 的 运算 量 ， 尤 其 因为 庶 分 析 
在 时 间 序 列 分 析 中 是 最 基本 的 手段 之 一 ， 它 的 运算 方面 就 更 要 引 
* 331* 


起 重视 了 ， 在 六 十 华 代 出 现 的 快速 富 利 埃 变 换算 法 大 大 地 减轻 了 
谱 分 析 中 计算 的 负担 ， 使 它 有 可能 作为 时 间 序 列 分 析 的 基本 工具 
被 广泛 地 采用 .快速 富 利 埃 变换 又 称 FFT, 是 指称 计算 下 列 离散 
当 利 埃 变换 时 

A Tai, We x, OK<M-1 
_- 玫 严 由 
FFT 算法 可 以 把 原来 要 进行 型 ? 次 运算 获得 的 结果 用 型 log: 形 次 
运算 来 求 得 ， 特 别 当 型 = 27 时 ， 这 一 算法 在 数字 电子 计算 机 上 次 
现 又 极为 方便 ,所 以 它 的 卉 现 大 大 推动 了 谱 分 析 的 应 用 与 发 展 . 它 
不 仅 减少 了 BE) 求 fy (和 D 时 的 计算 量 ,而且 利用 * 畏 数 卷 积 的 富 利 
埃 变 换 是 国 数 富 利 埃 变 换 的 乘积 "这 一 性 质 , 在 协 方差 函数 的 计算 
中 也 采用 FFT 算法 ， 把 CNMHw 次 运算 减少 天 大约 CaNlogsad， 
次 运算 , 不 仅 如 此 , 还 世 现 了 形 如 


11 本 
名 0(D= 元 | SX(h) wre ts 


的 估计 时 和 直接 由 赔 期 图 加 窗 的 种 种 算法 , 这 些 都 是 利用 了 FFT 
算法 在 计算 上 的 有 效 性 , 也 大 大 丰富 了 谱 分 析 的 内 容 , 由 于 这 些 都 
超出 本 书 的 范围 , 所 以 我 们 不 去 介绍 它 了 . 


§ 4， 自 回归 模型 拟 合 


上 一 市 我 们 介绍 了 时 间 序 列 的 二 阶 统 计 特 征 一 一 协 方 差 国 数 
和 谐 蜜 度 的 估计 问题 ， 对 于 时 间 序 列 我 们 求 出 它 的 二 阶 统计 特征 
大 出 于 不 同 的 实际 需要 ， 在 分 析 线 性 系统 时 , 由 系统 的 输入 ,输出 
的 二 院 统 计 特 人 性 可 以 求 得 么 统 的 频率 特性 , 但 在 另 一 些 问题 , 求 得 
时 间 序 列 的 二 阶 统计 特征 是 为 了 模拟 产生 这 一 时 间 序 列 或 者 对 时 


阅 上 序列 进行 预报 ， 例 如 把 路 画 的 业 瓶 不 平 变 化 夏 为 一 个 时 间 序 列 
二 


上 时， 获得 这 个 时 同 序 列 的 统计 特征 就 是 为 了 在 研究 汽车 的 振动 分 
本 中 模拟 发 生 这 种 路 面 的 不 平 . 在 水 文 、 气 象 中 测量 到 的 一 些 时 
河 序 列 里 , 掌 操 它 的 统计 特征 是 为 了 便于 进行 预报 . 从 模拟 和 预报 
的 要 求 来 看 ， 盘 定时 间 序 列 本 身 满 足 某 个 物理 或 数学 的 模型 是 方 
化 的 , 因为 有 了 物理 模型 ,便于 由 它 的 向 理 推 出 它 的 数学 模型 ，Ji 
有 了 数学 的 模型 , 就 便于 进行 模拟 和 预报 ， 

存 考 虚 描述 时 疝 序 列 的 各 类 模型 时 ， 上 一 章 提 到 的 洪 动 和 自 
回归 神 台 模型 就 成 为 最 基本 的 一 类 模型 ， 因 为 满足 ARMA 过 程 
可 看 为 白 噪 声 通过 美 分 方程 描述 的 线性 时 不 变 系 王 而 发 生 的 ， 所 
以 它 能 近似 地 符 食 大 多 数 线 系 统 中 上 蝇 声 的 模型 从 数学 上 看 ， 艺 
在 平稳 序列 的 情 癌 下 是 其 有 有 理 谱 密度 的 ， 是 可 以 近似 任何 具有 
连续 说 密 庶 的 平稳 过 程 的 .从 预报 上 看 ,8 1 中 已 者 胡 对 ARMA 
过 程 的 预报 问题 解决 是 较为 方便 的 ， 元 其 是 对 自 回归 过 程 ， 而 下 
一 章 将 表明 对 ARMA 过 程 的 模 搜 也 是 方便 的 ， 所 以 我 们 村 来 讨 
论 用 太 RMA 各 型 来 拟 合 上 时间 序 列 的 问题 ， 在 此 ， 当 艇 包括 从 时 
图 序列 的 物理 模型 来 君 足 已 福 是 某 个 ARMA 模型 的 情形 ， 出 饥 
插 用 ARMA 模型 去 近似 地 描述 基 个 时 间 序 列 的 情况 ， 限 于 数学 
处 理 上 的 方便 , 本 书 主 要 只 讨 伦 ARMA 模型 的 所 合同 题 . 

在 这 一 家中 ， 为 了 简单 起 见 ， 我 们 假定 该 观测 的 洒 癌 序列 
{多 (1)} 是 均值 为 零 的 平稳 序列 ， 即 在 C3. 1 中 ， 

mn)=0, 区 (一 天 (2) 
否则 ,只 要 作 (8)} 满 是 (3. 了 一 一 (3.3), 我们 也 可 以 用 33 的 办 法 
一 、 自 名 妇 模 型 的 参数 估计 问题 
震 { 攻 (R8)) 为 满足 下 列 自 回 虹 神 型 的 平稳 序列 


> oni) =£(n) to=1 (1) 


j= 


se 33 了 3 。 


其 中 {C8)} 为 日 咯 志 序列 , 则 当 后 满足 下 列 条 件 时 ， 
Sah-i0 的 根 的 模 全 小 于 1 :" : (2) 
了 = 


出 定理 生 4.5 的 系 可 知 

EC LH,_1(X) 《3 ) 
叉 由 定理 4.4.2 的 系 可 知 ， 这 时 芋 (9 的 押 方 盖 国 数 B(n) 满 足下 
列 尤 尔 - 瑟 尔 珊 方 程 


Ea 
>_aB(n—N)=0, W221, oo=1 (4) 
1=0 ， 


而 且 利 用 (3) 和 ea 一 1, 可 得 
oAB|IECn) |? 


了 8 
> oz- 
j=0 


= Sa,( SnB(e))) 


= 





一 之 ,cjB( 一 力 (5》 


这 便 是 我 们 扎 合 让 回归 模型 的 出 发 点 ,对 时 间 序 列 { 下 (%)} 先 假定 
它 是 满足 (1), 若 由 {XX(n)} 现 测 值 求 得 Bw) 的 如 下 估计 值 


NN-lk| 
Bk) 一 六 YX(OOXCe 二 II) (6) 
n=1 


则 由 {BCE), 0Sk<P)} 便 可 按 (4) 求 出 a 的 估计 量 苘 ,并 由 (5) 求 得 
0 的 估计 量 5*。 营 将 求解 4; 的 方程 写 出 , 它 便 是 … 


村 
六 oj 译作 一 疙 一 一 站 (让 ，1 二 和 07) 
4=1 ， 


上 述 方程 组 的 系数 阵 为 
» 334. 


BO) BC—1) 一 了) 

] Bi n-|2) 
Fe 
Blp—1) Blp—2)  … 天 (0) 

只 要 下 (0) 寺 0, 靶 当 诸 下 (0) 不 金 为 尝 时 , 上述 六 就 是 正定 的 (见习 
题 )， 这 样 庄 足 (六 ) 的 站 |， Pr ey ip 是 唯一 的 ， 
此 外 , 若 慨 定妆 过 0, 玉 (8) = 二 0, 则 十 


而 


之 


求 得 的 甘于 9; 的 方程 式 也 类 似 于 (7), 所 以 由 (7) 求 得 的 估计 也 近 
似 于 “最 小 二 磁 方 "估计 . 

对 于 (8) 中 的 矩阵 丫 , 它 与 主 对 角 线 平行 的 锋线 上 的 元 素 都 是 
相同 的 , 它 双 是非 负 定 的 , 这 类 矩阵 又 称 托 布 里 慈 抢 阵 ， 研 以 正 守 
托 布 里 兹 阵 为 系数 阵 的 线性 方程 组 , 其 求解 有 专门 的 递 推算 车 , 这 
种 算法 的 运算 次 数 是 与 其 阶 数 卫 平 方 成 比例 , 较 一 般 消去 法 为 决 ， 
其 以 对 (7) 的 求解 在 实用 上 是 十 分 方便 的 . 

为 了 证 明 由 (7)? 求 得 的 名 的 渐 近 性 质 , 我 们 要 用 到 下 列 引 理 . 

5l 理 1 若 $ 维 随机 变量 的 分 布 收 敏 于 六 (0, 王 ) 分 布 , 又 

和 一世 Vs, 
共 中 卫 维 随机 变量 Z 的 每 个 分 量 都 依 概率 收敛 于 零 ， 而 4X? 的 
随机 变量 构成 的 矩阵 FF。 的 每 个 分 量 依 概 率 收 敛 于 常数 年 阵 4 的 
每 个 分 量 , 则 ?2 维 随 机 变量 加 的 分 布 收 合 于 访 (0, 434") 分 布 
: [证明 ] 为 叙述 简单 起 见 ， 我 们 只 对 2 一 1 来 进行 证 明 , 车 扣 
的 极限 分 布 为 入 (0, 0o?), Ts 依 概 率 收 化 于 4>>0， 则 对 任 一 2>0， 

Pm EP(U, | Se) + P(t,<w+e) 

和 


POUU, >e)+P(Y,.—Aie) +P(& < 
| 





D> ayX 下 —min 
= 必 





limP (ni) slim Ps, < 


] 到 
d 
limP (< < | e "dy 


有 


1 下 -i 
一 2340 | 0 (9) 


同 理 ， 对 村 一 £0 有 
P<r) PU, Ie) PT, ,+—e) 
一 P(IU,|e)— PUY, mA) 


+tP(& < 下 党 


所 以 
limP(m<o)>lim p(s < 和 
1 3 | 
er e 
由 * 的 任意 性 , 令 2>0 可 得 


Ea 
] 


limP (ng) > ae) ce 








1 TT 引 


比较 (9), (10) 即 得 


9 上 
limP {Cn, 次 ) DA Ta) @ Ea yy 


条 人 半 到 


各 43 大 


所 以 引 理 对 下 =1 及 4 二 0 时 是 成 站 的 ， 对 4<0 识 多 级 情 况 志 可 
业 个 下 因 以 证 明 . 
定理 1 蕉 平稳 正 杰 过 程 {下 (m7) ) 满 是 自 同 Li 模型 (1)， 人 2)， 
BR) 由 (6) 结 出 ， 而 6; 的 估计 蜂 名 ，1 志 7 过 山 (7) 给 出 ， 则 友 
1<<j<h 具有 下 列 性 质 : 
(QD 是 &j 的 一 致 性 人 生计, 即 对 任 一 e 盖 0 
limP(lé;—a|>e) 0 12j<p 


《ii 若 gq: 一 B52(9), 到 


可 虽 
= XT )? (11) 
路 二 2 十] 了 一 上 . 


A 
看 语 ,二 部 是 go? 的 一 致 性 估计 。 
(jj 让》 区， ep 是 朵 近 让 态 的 . 即 
RNa), VN 0 ,NN (fotp) 
的 分 布 收 人 第 为 六 (0, 写 ) 分 布 , 而 
DE=(00n) = (BE— 71))"! (12) 
[证 明 ] 在 证 明 志和 六 2 的 一 致 福 时 主要 用 到 第 二 册 的 定理 
4.5.4, 妈 车 人 7) 为 连续 函 数 , 则 当 nc 时 车 


> 


鲁 有 (ED)- 一 > 
因为 {XC0 1 有 有 理 谍 密 度 , (B 愉 一 D) 韭 河水 , 所 以 由 (4 


的 | I 
: :=—(B(E—D)T! : 


cpj Bp 





而 册 (7) 
.37s 


| BO) 
| 一 一 人 站 (一 站 7 


| | 
丸 由 定理 3. 2， 有 (0<SR<T 是 吾 ( 机 的 一 致 性 估计 , 所 以 由 第 二 
册 的 定理 4.5. 42，vy 6 就 是 如 az 的 一 改 性 估计 ， 辐 样 , 利 
甩 (5) 不 难 推 出 6&3, 全 2 部 是 由 2 的 一 到 性 估计 。 
汐 了 证 明 &; 的 渐 近 正大 性 ,首先 令 





rn 汪 
UP ADG Ny EXm DX ml licp (3) 
本 = 让 


六 二 
又 由 (7) 
SAB(i =0, b=1, Ti<p 
j=0 
把 上 两 式 相 减 不 难 推 出 
p—limv ANUS =0, Ti 
让 
又 由 (1 


昌 1 如 
SR 


= (Dox(n— smi 
n=p j=0 
= 各 SW Xm-i) (14) 


因此 二 六 可 看 为 人 (1)}, {了 (nm)} 协 方差 函数 Bsz(i) 的 估计 量 ， 
为 (3) 成 立 , 所 以 . 
Br tn) 一 0， #21 
而 
B,(n) =0o0,o 
因此 由 定理 3. 4 
和 3 


AAA 
是 渐 近 正 态 加 (0, 之) 分 布 的 ,而 
五 一 (ae =o (Bri))=0 (BE— 0)), 
把 届 3), C1 相 减 可 得 
VHD) 二 和 > (NX)! 


二 1 


VNUDP — VNED 
VAN) = SX Xn i) 
Ns 
Vy= (¥, :CN)) 


则 由 定理 3. 2, Pi) 依 概 率 收敛 于 2 人， Vy 依 概 素 收 敛 于 
(3 一 力 ) 而 














VN (hi—a) AAA VB 
: =Vs : —Vs! 
MN {fs—as) ~ NU MN WE 


所 以 由 引 理 1 可 得 
MN(B—0), ,MN (bs— a0) 

的 联合 分 布 是 收 伍 于 正 态 分 布 的 ， 且 其 极限 分 布 的 协 方差 阵 为 
(12). 定理 证 毕 . 

土 面 我 们 只 是 介绍 了 自 回归 模型 的 参数 gj 1 委 js2 和 的 
一 种 估计 量 及 其 在 瑟 (9) 为 正 态 过 程 时 的 渐 近 性 质 . 事实 上 ， 当 
{及 (9)} 为 正 术 过 程 时 , 由 (7)，(11) 求 得 的 本 各 6 是 与 最 大 似 短 
估计 渐 近 相同 的 . 为 了 说 明 这 一 点 只 需 写 出 下 (1), (2), ,X(N) 
的 分 布 密度 即 可 看 出 , 因为 


FE 
En) 一 全 0 在 但 一 六 ,2 二 TS ao=1 
= 由 


jn 


所 以 , 夭 记 入 (1),…， (四) 的 分 布 密度 为 Tp, ry pp), 如 和 
到 (的 分 布 密度 为 
了 rr .xem (CT Ty) 
= ry rn) EGR 可 和 gx) 


加 
一 站 CT Fp) nl fn {oy 


下 一季 十 上 
1 岂 
-Pr op TE -ee 
Fp yp I v5 


Fe Z 


驴 二 p+ 【 


四 和 
— so To) -tw-nexpl —. i. a, 
fe sed Ii) Nexp( a0 (Tees) ) 
出 子 疡 (zy … 2 是 与 六 无 关 的 王 老 分 布 密度 , 所 以 由 
(~ 27 oO) Pexp( — DL 


5 


S(T ) )-ma (15) 
求 得 的 8， 部 与 由 ro row (7 sf 一 ax 求 得 的 和 估计 量 寻 
最 天 似 然 估计 ,当下 趋 于 无 穷 时 是 新近 等 效 的 .而 由 (15) 求 得 的 6 
全 2? 又 与 (77， (IT 分 求 得 的 2 6 是 半 近 相沿 的 ， 

二 、 自 友 归 模型 的 氢 合 

上 面 我 们 介绍 耳 自 回归 模型 中 参数 的 合计 问题 ， 在 那里 古 息 
定 了 {下 (9)) 本 身 是 注 足 自 回 归 模 型 的 ,为 了 颖 报 和 控制 的 需要 沉 
常 要 对 时 间 序 列 { 开 (0)} 用 特定 的 模型 去 氢 合 , 这 时 对 {六 (m8)} 就 并 
不 假定 它 是 否 满足 某 种 模型 ， 而 是 用 拟 售 的 模型 作为 近似 描述 
{ 莹 (98)} 统 计 规 律 性 的 一 种 工具 , 有 了 这 种 近似 的 统计 规律 性 在 预 
报 和 控制 上 都 是 方便 的 ， 下 面 我 们 就 米 考 虚 用 自 回 男模 型 去 拟 合 
时 涪 序 列 的 癌 题 . 

若 证 观测 的 时 间 序 列 为 { 羡 (3}， 自 梧 归 模型 氢 合 屿 是 楼 欧 定 
。340 。 


一 个 “合适 的 "的 自问 归 模 型 , 使 议 足 这 一 模 现 平 稳 过 程 { 瑟 (9 与 
{ 王 人) 有 相近 的 统计 规律 性 ， 从 上 面 的 讨论 已 经 知道 ， 要 确定 一 
个 了 阶 自 回归 模型 实际 上 就 是 定 出 它 的 参数 而 ,…, op 0:， 这 时 ， 
不 论 { 卫 (nm) 本 身 是 否 满 足 自 回归 贷 型 ， 上 面 介 绍 的 信 半 0 …, as 
和 cz 的 方法 仍然 是 可 以 用 的 ， 即 由 下 人 仍 可 以 算出 其 样本 的 协 
片 莽 国 数 


在 ( 妨 一 元 Xt 1a) XD), 0 过 8 《16) 


拉 <】 


并 由 冀 ( 妇 构成 下 列 方程 组 
六 Bu- 一 一 站 (有 lkep (17) 
同 前 面 一 样 的 理由 可 由 (17) 解 出 a,…, ww 再 按 
“= BO) + PesB(—)) (18) 


求 得 oz?， 由 (16) 一 一 (1 的 解 出 的 后 ,eqo 5? 便 可 确定 一 个 了 阶 
自 友 归 模 型 
之 (9) 一 去 人) Go 一 (19) 
Eié {me (m)} =0.n0 
(I 外) 就 可 作为 近似 描述 {五 09)} 统 计 规律 性 的 模型 . 为 了 说 盟 (19) 
中 天 9) 的 一 些 统计 性 质 , 我们 需要 十 列 结果 . 
引 理 2 若 (17) 的 系数 矩阵 (有 B( 人 2 一 从 ) 为 正定 的 , 则 它 存 在 唯 
一 和 解 古 ] 是 
加 十 这 90-1=0 的 根 全 在 加 14 过 1 之 内 (20) 
引 理 3 者 al,…:9y 满足 (20)， 不 论 { 台 人 ) 是 个 满足 由 回归 
模型 , 满足 
ww 341* 


BD+ D0, BE =0, lb 《21》 
的 自 相关 序列 下 (有 -9 0<<k<<p 是 唯一 的 ， 

由 工 这 两 个 引 理 的 证 明 要 用 汉 较 多 的 分 析 知 识 ， 我 们 在 此 把 
它 的 证 明 省 路 了 人 @， 

引 理 2 表明， 不论 { 义 (mn)} 是 否 满 足 自 回归 模型 ,我们 用 
(16) 一 一 (18) 的 做 法 得 到 的 自 回 归 模 型 总 满足 (20)， 这 正 龙 $1 
考虑 预测 问题 时 所 需要 的 一 种 模型 ， 所 以 用 这 一 办 法 拟 合 到 的 自 
回归 模型 可 喜 接 用 于 预报 和 控制， 

由 引 理 3 立即 可 推出 

定理 2 车 {B,Cm)} 为 (19) 中 {了 (mw)} 的 协 方差 函数 , 则 

B,(n) =B(n), Uns (22) 

[证 明 ] 由 引 理 2，o; 满足 (20). 另 一 方面 ， 由 定理 4.5. 3 的 

系 可 知 , (19) 中 的 ,0(o) 的 谱 密 度 万 (为 可 直 为 


fD= 一 7  ，w=l (23) 


2r | 之 说 | - 
质 以 对 十 :8 的 协 方 美国 数 Bi(n), 当 玫 之 1 时 有 
Yop， (EO— 7) 
Fr 


-| em (Sa, eh )f. (a4 


j= 办 








WD 大风 J Makhoul, Proc, IEEE, Vol. 63, 561 一 一 -580 (1978) 及 其 所 引 的 
文献 ， 
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上 述 等 式 的 最 后 一 步 是 央 为 之 9;2! 一 0 的 根 全 在 圆 外 ， 所 以 当 


k 之 1 时 被 积 函数 在 圆 内 解析 , 在 圆周 上 积分 为 零 
而 当 =0 时 ,因为 06 一 1 


> ayB 【一 分 
jn 


= 大 中 一 至 一 -= (25) 
TL ?| 
(D> i ) 
由 (2 作 , B,(2) 也 满足 (21), 按 引 理 3 

B(n)_B,(n) 

B(0) Bo oP 
即 

BO -0 BW) oncp 

又 由 上 式 及 (18), (25) 可 知 

B,(n)=B(n), Onp 
定理 证 毕 . 


上 述 定 理 表 上 明 肛 (16) 一 一 (18) 的 方法 去 拟 合 Pp 阶 自 回归 时 ， 
是 保证 了 用 以 拟 合 的 症 Co) 的 协 方差 表 数 和 马 (n) 的 样本 的 协 方 
差 函 数 其 前 jp 十 1 个 值 是 相符 合 的 ,这 与 统计 中 的 邱 方 六 是 十 分 相 
象 的 ， 由 于 (16) 一 一 (18) 的 做 法 方便 及 引 理 2 和 定理 2 表明 的 理 
由 , 这 是 一 种 最 党 用 的 方法 . 

在 实际 运用 自 回 归 模 型 去 扎 合 村 间 序 列 资料 时 ， 还 常 发 生 这 
样 的 阿 题 , 即 自 回 归 模 型 的 阶 区 该 取 多 少 为 好 , 当然 我 们 有 事先 的 

+ 34 » 


经 验 提 供 参 考 , 这 是 最 好 的 ， 假 若 无 这 方面 的 精确 知识 ， 就 应 该 从 
实际 资料 中 合计 一 个 2, 对 手 这 一 问题 , 还 无 定型 的 方法 .一 种 化 
法 是 从 假设 检验 的 思 朴 则 发 , 先 对 二 襄 合计 出 1 所 #8 夺 p 十 肌 
然后 来 性 验 
Ho: 0 一 Bo 一 一 各 

它 可 以 用 斌 的 渐 近 分 布 米 进 行 严 格 的 检验 ， 也 可 以 从 a 的 估计 
恰 志 直观 地 定 出 一 个 p, 但 是 这 种 烙 法 受到 不 少 非 议 ,一 方面 ， 因 
为 产生 时 间 上 序列 的 模型 往往 是 十 分 复杂 的 ， 它 一 般 并 不 满足 自 回 
归 模 型 , 而 由 周 因 模型 只 是 用 来 氢 全 实际 模型 的 近 侯 式 , 所 以 缺乏 
进行 假设 检验 的 逻辑 基础 . 另 一 方面 , 对 实际 资料 运用 模拟 试验 表 
明 这 个 做 法 也 是 不 很 成 功 . 所 以 有 大 提出 男 一 种 想法 , 即 应 该 把 模 
型 措 合 的 问题 当 作 2p 的 估计 问题 来 处 理 ， 但 这 时 参数 估计 中 常用 
的 最 小 一 乘法 估计 (或 在 正 态 时 相当 的 最 大 似 然 傅 计 ) 已 是 不 适用 
了 ,因为 用 最 小 二 乘法 求 p, 就 是 变 使 


于 


E(x) nin aa 


R=1 "j=0 


来 求 和 ,而 在 现在 的 情况 下 , 随 着 了 的 增 大 ， 上述 
min > Watn 一 让) 就 变 小 ， 所 以 是 无 法 对 了 求 得 一 个 极 值 


的 ,过 大 的 p 固然 能 使 (> Go 一 力 ) 很 小, 但 把 这 一 模型 


用 于 预报 时 , 过 多 的 & 反而 会 带 来 预报 误差 .所 以 从 模型 拟 会 的 
要 求 来 估计 3, 必须 提出 新 的 准则 , 一 个 讨论 较 多 的 准则 是 用 


Tp) =logo?+ =min C26) 
去 找 2， 其 中 
站 全 1 ™ 了 证 机 MN 
xD ) ，m=1 (27) 


: 


XL =0, Li0 

从 (26), {27) 可 见 ,六 5 随 卫 增 大 而 减 小 ,而 2P/N 随 7 了 增 大 而 增 :上 ， 
所 以 工 下 有 可 能 在 某 个 刁 使 了 0) 过 到 极 小 , 模拟 试验 的 结果 表明 
这 种 做 益 在 实用 中 还 是 可 取 的 呈 . 

三 、 自 回归 模型 氢 合 与 谢 密度 估计 

上 面 我 们 介绍 了 用 自 阿 归 痢 型 去 拟 合 时 间 译 列 {XGo 的 做 
法 ,这 一 做 法 则 可 从 频率 域 来 加 以 考虑 ， 车 被 拟 合 的 序列 (与 (z)] 
有 谱 窗 度 (和),， 则 在 定理 2 的 证 明 中 已 提 到 用 以 拟 合 药 (19) 中 的 
ta) 它 的 诺 密 座 用 (可 表 为 


名 


(d=— ,ol (28) 
> 
因为 0;，o? 都 是 根据 六 (x) 的 样本 按 (16) 一 (18) 求 出 的 ， 所 以 
开 ( 轿 也 可 看 为 了 (办 的 一 个 全 计量, 因 下 模型 拟 合 问题 在 频 素 瑾 上 
也 是 一 个 谱 的 估计 问题 ， 不 过 在 这 里 选择 的 咎 计量 是 形式 完全 背 
定 而 只 依赖 于 吝 限 个 参数 的 那 一 类 个 计量 、 所 以 是 一 种 有 限 参 数 
模型 的 诺 窗 度 估计 问题 . 

在 3 3 曾 提 到 谱 密 度 的 周期 图 估计 量 


1 ~ 一 二 本 !? 
LD | me "| 





假若 我 们 把 它 当 作 莫 个 谱 密 度 , 对 应 的 协 方差 函数 Bi(m) 应 该 是 
B, (8) eu (A a 


5 (Gj 十 1D 开 ( 力 
于 = 
=B(E), 1k|l<N (29) 


i 关于 天 专 道 的 讨论 可 稚 风 开 . AAkaike, IEEE Trans. AC-19, (1974}716—— 
?23, E, Parzsn, LIEEE Trans. AC-19, {1974}723——730, : 


和 


Bk) -| eitT ydA—0, IF|>N (30) 


在 8 3 也 曾 提 到 周期 图 估计 的 不 是 之 点 , 那 里 采用 窗 函 数 的 办 法 
来 称 补 周 期 图 的 不 足 , 若 采 用 的 估计 量 fs( 力 为 


f(D = = Bk) wre nt 


则 相应 的 协 方差 序列 B1(%) 为 
Bo 一 emfsCAan 
-全 wm I[&| 所 NV 
0, [x|>N 

所 以 加 窗 的 做 法 是 放弃 了 (29)， 保 留 了 (30) 来 导 求 较 好 的 庶 密 度 
估计 量 。 若 采用 (28) 中 的 无 (办 来 估计 了 (), 那么 由 定理 2， 

Bi (有 一 emf da 

=B(E), 1<p 

而 利用 自问 归 模 塑 协 方差 函数 潢 足 光 尔 - 瓦 尔 克 方程 (4, 4. 26), 不 
难 准 出 |8| > 时 ， 邓 (本 不 全 为 堆 , 所 以 从 谱 估 寺 来 看 ， 这 里 的 做 
法 是 保留 了 (29) 耐 放弃 了 (30), (28) 中 的 下 (办 作为 一 个 说 密度 作 
计量 , 从 理论 上 来 于 论 它 的 一 些 统计 特性 ， 这 方面 的 结果 还 不 多 ， 
但 是 已 有 不 少 模拟 试验 表明 , 这 一 合计 方法 在 实用 上 具有 短 时 , 高 
分 辨 率 的 优点 ,所谓 短 时 是 指 这 一 方法 相对 于 §3 中 的 方法 , 可 以 
用 较 短 的 资料 按 (16) 一 一 (18) 的 做 法 ， 把 谱 密 接 的 基本 形态 估计 
出 来 ， 所 以 它 就 适用 于 这 样 一 类 信号 , 它们 从 局 部 来 看 , 可 近 位 地 
当 为 平稳 时 间 序 列 来 处 理 ， 对 这 类 信号 谱 密 度 估 计 的 短 时 性 就 很 
重要 . 所 谓 高 分 辩 率 是 指 这 种 估计 范 当 (本身 存在 若干 突 峰 时 ， 
f1(1) 能 较 敏 感 的 反映 出 米 ， 因 为 在 8 3 中 介绍 的 加 窗 的 做 法 , 往 


往 起 到 平 清 的 作用 ， 使 估计 量 fy (人 在 突 峰 附近 不 会 很 陡 ， 而 
ss 


(28) 中 的 及 (办 由 于 其 国 数 形式 的 有 利 ， 只 要 分 母 上 之: 和 的 


零点 靠近 e”。 就 可 以 使 (办) 在 加 阶 近 很 陡 , 而 且 做 到 这 一 成 未 必 
要 求 入 一 定 是 非常 大 ， 正 由 于 这 样 ， 这 种 庶 窗 度 的 估计 方法 在 凌 
音 分 析 和 地 球 物 理 资 料 分 析 中 获得 了 成 肋 ， 受 到 了 人 们 的 注意 ， 
下 而 我 们 介绍 这 种 估计 法 的 基 些 极 值 性 质 . 

性 质 1 与 (28) 中 天 (和) 所 对 应 的 协 方 着 辐 数 是 满足 








Bi(n)=B(n), 9| < (31) 
而 使 
BD0) ee 
detT',,1=det i os 
和 "B.(0) 
为 最 大 者 ， 
[证 朋 ] 为 合 det ,一 max,， 必须 有 3 了 0 利明 
五.(n)==Bi( 一 nn) 可 得 
atdet ,,.,) 
3B(7+1) | 


BI(1) Bi0) Bm1) :mB(—p+1) 


(Drs)? ) BR) BO “BPHD| 92) 


Bi{gt+1)B (py 吾 (一 1)， BD 
所 以 当 B,(m) 是 所 ( 力 所 对 应 的 协 方 差 函数 ， 则 由 定理 4.4. 3, 
B11(R 清 是 万 尔 -无 尔 克 方程 


BlEk) = mB.(E~)), le<kep 
+=1 


这 就 表明 (32) 右 端 行列 式 中 第 一 列 是 其 后 p 列 的 线性 组 合 ,所 以 
otdetT pi) =0 
9B.tp+1) 
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为 一 方面 
3z(det 太 1) 


aBi(p+ 1) 
1B.(0) … BI(—p+1)! 
[B,Cp—1).. B(0) | 
所 以 由 f(D 所 对 应 的 Bip 十 了 0) 使 det ;一 Inax. 
同样 可 以 征明， 者 在 固定 B.Cy 十 1} 取 为 1() 所 对 应 的 协 方 
差 国 数 , 那么 B1(p 十 2) 又 使 det 了 p12 二 max. 并 且 可 以 一 直 递 推 下 
去 ， 在 某 些 信息 论 癌 题 中 , 对 具有 密度 KCz) 的 分 布 , 拒 


I(p) =—|p() logp(r Yas (33) 
定义 为 分 布 的 糖 ， 著 零 均 值 正 态 分 布 以 三; 为 协 方差 阵 , 则 


本 一 一 





op(z)= 一 一 -exp( 一 二 oo ze) (34) 


C97) CdetT ,7 ) 
这 时 不 准 算出 
IT(p) 一 iog(2rey : (det 
这 样 ,性质 1 下 明了 ( 力 所 对 应 的 协 方 差 B, (6 是 在 满足 (31) 的 条 
件 下 使 (3 人 规定 的 正 态 分 布 密度 具有 最 大 精 ， 所 以 这 个 谱 估 计 为 
法 也 称 最 大 精 谱 估计 法 . 
性 质 2 由 (30) 对 应 的 f.( 力 是 庙 足 
emf (WDA=B CD =B), Jalsa (35) 
的 天 (0) 中 使 
I=| logf,(0d4 (36) 
为 最 大 考 ， 
[证 明 ] 天 满足 (35) 是 定 更 2 的 结论 .车 要 满足 (35) 又 使 
» 348 | 


(36) 为 最 人 , 贴 由 拉 格 般 旨 不定 乘 数 法 世 有 
s(| log fdA— 立 。 | em id2) 


0 (37) 


如 


而 (28) 中 前 天 {力作 可 表 为 上 述 形 式 , 所 以 它 满足 (37), 又 由 


{| logf,a4— p33 ea] ermfaa) ， 
一 一 地 I 

所 以 六 (使 (36) 中 的 了 极 大 . 

在 信息 论 中 , 也 有 把 (36) 规 定 的 了 定义 作 坟 天 为 说 密度 的 平 
稳 过 程 的 燃 ， 所 以 这 里 介绍 和 的 用 自 同 归 模 型 拟 合 的 并 密度 估计 法 
也 就 是 满足 (35) 又 使 (36) 规 定 的 焕 为 最 大 的 廊 密 度 估 计 法 ， 

上 面 我 们 介绍 了 用 自 回归 模 昼 氢 合 时 间 序 列 的 问题 ， 假 车 我 
们 用 有 有 限 参 数 模 型 来 拟 合 实际 资料 ， 除 了 自 回 归 模 浒 外 还 可 用 浓 
动 和 模型 或 和 回归 滑动 和 混合 模型 ， 但 它们 的 参数 估计 问题 就 要 
比划 问 归 模型 复杂 得 多 , 所 以 我 们 恕 不 作 介 绍 了 , 只 举 一 个 滑动 番 
模型 的 例子 来 说 明和 问题 的 复杂 性 ， 

阁 症 ,(28) 讶 足 滑 动 和 禹 型 

Xm) = Tb nm—1), 0<B<1 (38) 

好 (oa) 是 方差 为 0° 的 白 蝇 声 ， 这 时 不 淮 验 证 它 的 协 方 益 阔 数 


s S49 +» 


or {1+6°), n= 人 0 


B= so0%, In|=1 39) 
0, | 各] 之 2 
BO)__b_ 
由 于 BO) IES 
若 限 于 15 过 1, 则 
_B(O— MB) dB) a 
p= 2 《4D) 


对 于 高 阶 的 滑动 和 ,由 BCE) 求 2 的 方程 组 就 不 是 线性 的 了 且 
一 般 不 能 求 得 象 (38) 一 样 的 明显 表示 式 而 需要 用 碗 代 法 来 求解 ， 
即使 求 得 了 65; 的 估计 ， 进 一 步 的 理论 分 析 表 明 ， 象 (38) 一 样 经 
B(&) 求 得 的 6;， 其 方差 比 最 大 似 然 估计 要 大 得 多 ， 但 在 此 情况 下 
的 最 大 似 然 估计 的 米 解 是 困难 的 ， 辟 如 对 (36) 可 作出 比 (38) 规 定 
的 六 更 好 的 的 估计 3, 当 0 一 六 时 站 的 方差 只 有 记 的 二 左右 ,所 
以 对 滑动 和 或 自问 归 请 动 和 混合 模型 其 参数 估计 忆 题 就 要 复杂 
得 多 ， - 
可 
1， 车 候 (} 为 白 电 记 序列， 基 ( 罗 二 En) 二 En 一 了， 试 证 再 (一 
,8) (提示 : (0) =lim 一 了 《一 DD: tn 一 有 久 全 )) ,并 由 此 求 由 用 {CD)， 
# 世 0} 线性 预测 卫 (1) 的 均 方 误 莽 z 
2， 设 {了 ()) 为 平稳 序列 , 车 用 {XX(),% 关 0} 对 工 (0) 内 揪 , 令 
?=inf EI XO ~ eX Cn) | 
+ ji 
试 证 cz>>0 的 充 要 条 件 是 


人 < 09 


-xr 
其 中 下 (4) 表 天 谱 通 数 卫 (4) 绝对 连续 郁 分 的 量 数 , 且 
0 


3， 若 {下 (tt)} 为 下 稳 过 程 , 有 6 人 0 58 人) 来 合计 让 (2 时 , 试 求 出 
使 拘 识 讽 基 为 最 小 的 .5 及 相应 的 志方 衣 闫 全 , 

4， 坷 40 一 oteiocy 为 平稳 过 程 , 若 用 g(t 十 BETED 来 佑 计 
芋 二 时 ,过 求 晤 华 均 方 误 关 为 最 小 的 a 了 及 相 记 的 均 方 误差 从 ,上 于 写 } 
二 0 的 充 要 条 件 ， 

5， 者 尖 () 二 st tntt) 二，Mt 半 汶 相 五 邦交 平稳 这 程 ， 对 辕 
定 的 4, 用 [a 和 C2) 十 BX 一 A)]1 有 A 米 司 计 sf), 斌 求 出 使 均 方 误 盖 最 小 的 
可 :五 及 相 吝 的 均 方 误 共 值 ， 

6. 若 #= 2 zy， 2 为 复数 ， 了 为 二 次 连续 可 巩 国 数 ， 斌 证 使 了 达到 极 
小 介 和 的 必要 条 件 是 


人 2 
玉芝 a 30) 一 天 有 本， 则 (及 
下 
D332 A 
2 
22: 吕 283 


沟 正 定 阵 是 全 在 z 达到 极 小 的 充分 条 件 , 并 寻 sb z0 …, so 5n 如 个 得 变数 
困 数 写 出 类 但 的 法 到 极 慎 的 充分 条 件 和 必要 条 件 。 
7?。 若 


ph 
Ffif N=2a | Deeds {f° fa Be0)} 
fe 


部 一 17: [ eig (CA) dA BE), #12} 


pf. 0 =—) Loggtf-9/f +1ah 
试 证 当 ao: 按 (416 一 (4.18) 决定 ,C4) 取 为 (4.28) 时 ， 满足 对 每 个 
ri 
pf, 9) =minp(f, 9) 
8， 营 如 (6) 由 (4.0) 规定 ; 厂 按 (4.8) 规定 , 试 证 当下 (0) 关 0 时， 三 必 
是 正定 的 。 
ss 习 与 站 * 


第 六 章 随机 模拟 


本 章 将 介绍 随机 模 扎 的 基本 思想 与 方法 ， 历 史上 第 一 个 用 这 
种 方法 的 例子 ， 就 是 有 和 有 的 滞 丰 投 儿 问题 (请 参看 第 一 册 $1. 4)， 
臣 今 已 有 上 百年 的 历史 ,但 由 于 模拟 试验 工具 的 限制 , 一 直 没 有 得 
到 发 展 、 直 到 本 世纪 四 十 年 代 出 现 了 电子 计算 机 后 ， 这 一 方 鞭 才 
又 受到 重视 . 随 着 要 处 理 的 问 虹 日 座 复 染 ， 人 传统 的 解析 方 汪 不 能 
很 好 处 理 , 以 及 计算 胃 的 迅猛 发 展 ， 这 一 方法 岂 球 速 得 到 发 展 ， 其 
结果 不 仅 使 贩 率 论 得 到 更 广泛 的 应 用 , 反 过 来 ,对 概率 论 本 意 也 产 
上 生 日益 增强 的 影响 . 

随机 模拟 ， 也 有 人 称 为 车 特 卡 次 (Monte-Caflo) 或 统计 试验 
方法 的 ， 近 年 来 , 国外 世 有 人 在 此 基础 上 , 进一步 提出 计算 概 求 论 
与 统 寺 和 的 ， 


$1, 基本 概念 


一 、 积 分 计算 的 一 种 新 方法 
为 了 突出 基本 思想 , 我 们 来 考察 一 个 简 半 的 积分 计算 问题 ( 参 
奸 图 1): 
1=|{ f(z)1z 


也 就 是 要 计算 由 曲线 8 二 玉 z),* 加 ,# 轴 以 总 7 二 1 为 边界 的 区 域 
的 面积 . 显然 , 由 于 x 贺 和 六 轴 的 化 例 尺度 本 以 任意 改变 ,所 以 假 
定 0 所 17Z) 坊 1， 即 拒 区 域 限制 在 单位 正方 形 内 这 一 点 并 不 影 啊 加 
和 事 宫 下 


题 的 一 般 必 . 

现在 在 单位 正方 形 (04 之 1， 
0<g 志 1) 中 , 随机 地 投 部 一 点 , 即 它 
的 两 个 众 标 (zw, 下 都 是 _0, 二 中 均匀 
分 布 的 随机 变量 ， 并 且 是 祖 互 独 江 
的 。 容易 看 出 ， 这 一 随机 点 落 在 所 
求 民 域 中 ( 即 当 y< 委 大 xz)) 的 概率 加 
下 好 就 是 所 求 区 域 的 面积 ， 也 就 是 
所 要 计算 的 积分 





1=| Fz)az=a 
因此 , 如果 恒 复 上 述 试 验 n 次 , 即 随 机 地 投 剧 个 点 , 假定 有 
名 (< 魏 旨 个 点 落 在 所 在 区 域 之 中 ， 则 根据 大 数 定 律 , 当 % 很 大 时 ， 
特有 ; 
I=P 二 一 
这 样 ， 我 们 得 到 了 经 过 多 次 统计 试验 和 而 由 频率 估计 概率 以 计 
算 积 分 的 新 方法 , 这 儿 的 “经 过 统计 试验 , 由 频率 估计 概率 * 正 足 随 
机 模 氢 的 基本 思想 所 在 
二 、 随 机 宰 拟 的 基本 思想 
假 妆 我 们 要 求 计算 某 个 量 *。 如 上 所 说 ， 如 时 要 用 随 灿 模拟 
的 方法 来 计算 , 我 们 就 要 找到 某 一 随机 事件 4, 或 者 更 一 般 地 找到 
一 个 随机 变 最 已, 使 
=Pid} 
或 
r=FiX} 
然后 模 氢 事 件 4 或 随机 变量 苹 多 次 , 并 计算 它 出 现 的 频率 mj/n 或 
平均 值 
中 了 5 于。 


i 
rt 


则 当 充 分 大 时 , mj/n 或 六 就 可 作为 所 求 量 w 的 近似 值 ， 

由 于 事件 的 概率 可 看 作 一 个 只 取 0, 1 两 个 值 的 随机 变量 的 均 
值 ， 所 以 下 面 就 只 对 随机 变量 及 其 均值 这 种 形式 来 讨论 这 种 方法 “ 
的 计算 精度 问题 . 

我 们 已 经 知道 互 的 均值 是 ze, 现在 假定 它 的 方差 存在 , 且 记 为 
五 ,于 是 根据 中 心 极限 定理 可 知 , 当 % 充分 大 时 ,有 : 


一 馈 ; 一 了 十 (站 2 一 %) 十 …' 十 ( 芝 一 2 


4 
Pt< MRD 





也 就 是 





二 | au (1) 
特别 取 8 一 一 3, 4=3， 此 时 右边 为 0.99， 所 以 可 以 说 ， 以 0.99 


的 概率 有 . 
1 了-zl<s.V/ (2) 


或 者 取 只 一 一 2 4 一 2, 此 时 (1) 式 右边 为 0.95, 所 以 可 以 说 , 以 
0.95 的 概率 有 


1xl<2.V 2 (3) 
等 等 , 
在 大 多 数 实际 问题 中 , 方差 口 一 般 是 未 知 的 , 这 时 可 用 它 的 佑 


计 来 代替 ; 
s 35 


1 < 去 
二 一 一 i 2 
pb 1 > (一 区 


1 上 


丰 应 地 , 以 0.99 的 概率 有 : 
1 县 -可 < (2) 


Ey 
和 以 0.95 的 概率 有 : 
去 站 ， 
| 至 一 z1<3 V2 (3') 


等 等 ， 

由 此 可 见 , 在 随机 模拟 中 , 计算 的 精 庶 是 将 有 随机 性 质 的 ， 这 
是 与 一 般 计 算 方 法 中 所 说 的 精度 有 所 不 同 的 

同时 ， 由 (2) 或 (3) 都 可 以 看 出 ,计算 的 精 席 是 与 1/~/ 了 成 正 
比 的 , 因而 要 提高 精度 , 就 几 须 增加 模拟 试验 的 次 数 ， 假 如 精度 训 
提高 10 倍 , 试验 次 数 就 要 提高 100 倍 , 这 就 限制 了 这 种 方法 产生 
具有 很 高 精度 的 解 ， 

从 (2), (3) 还 可 以 看 出 , 计算 的 精度 还 依赖 于 方差 D, 它 是 与 
所 选用 的 随机 变量 五 有 关 的 。 因 此 , 如 何 选取 既 满 足 久 {下 } 二 zx, 又 
有 较 小 方差 刀 的 乙 , 也 是 随机 模拟 中 的 一 个 重要 问题 . 

三 、 进 一 步 的 例子 

陈 了 前 面 已 经 提 到 的 滑 丰 投 针 间 题 外 ， 为 了 进一步 掌握 陆 杭 
模拟 的 基本 思想 , 下 面 再 给 出 两 个 例子 . / 

[ 例 1] 高 维 积分 现在 来 考虑 高 维 积分 的 计算 : 

1=| | fn, “ee TE) am, + dx, _ 
且 不 妨 假 定 0 过 Fo 2%4) 所 1。 容 易 看 出 , 第 一 段 中 的 方法 可 以 
之 无 困难 的 搬 过 来 , 只 是 现在 要 在 十 1 维 空间 中 随机 投 点 ， 确 切 
的 说 , 在 十 1 维 划 位 正方 体 (0 女 mi 过 1… 0&4 才 1, 0<y 志 由 中 
随机 地 投 将 吕 个 点 ,并 求 出 满 是 YE za oo 0) 的 点 的 个 数 mm， 
3 


则 orjx 就 是 了 的 近似 值 ， 

这 里 我 们 可 以 指出 随 蕊 模拟 方法 比 一 般 数 慎 积 分 方法 的 一 些 
优点 ， 一 个 优点 是 ， 对 了 (zo za oa) 没有 什么 光滑 性 方面 的 限 
制 , 计算 的 精度 与 了 (zo …, za) 的 性 质 无 关 ， 另 一 个 更 重要 的 优点 
是 , 它 的 计算 精度 与 维 数 素 没有 关系 ， 当 然 在 具体 实现 时 , 由 于 现 
在 是 在 十 1 维 空间 中 投 点 , 要 产生 8 十 1 个 相互 独立 的 -0, 全 电 均 
勾 分布 的 随机 变量 ， 从 而 使 计算 量 随 着 维 数 石 而 线性 增长 ， 但 在 
一 般 的 数值 积分 方法 中 , 为 了 人 梨 让 同样 的 精度 , 其 计算 晶 一 般 要 随 
闭 维 数 按 早 次 而 增加 . 

[ 例 21] 随机 面积 的 分 布 某 实 际 问 题 可 抽象 为 如 下 的 问 
题 ; 斌 将 一 把 筷子 先 垂直 放置 桌 上 , 放手 后 , 筷子 纷纷 倒 下 , 要 求 
这 些 筷 子 所 张 的 面积 的 分 布 . 

为 了 解决 这 一 问题 ， 当 然 要 将 上 面 的 叙述 明确 化 ， 我 们 假定 
开 妈 时， 筷子 都 系 直 放置 在 图 2 的 各 格子 点 上 ， 然 后 让 各 秘 子 随 
机 倒 下 , 所 谐 “ 随 机 倒 下 ”, 是 指 物 子 的 底 江 不 动 , 而 顶端 落下 后 , 忌 
子 与 z 轴 的 夹 角 % 是 [0, 27] 上 的 均匀 分 布 (参看 图 3)， 再 假定 各 
特 子 是 相互 独立 地 随机 倒 下 ， 而 这 些 和 合子 所 张 的 面积 是 指 包 含 这 
些 禾 子 端 点 的 最 小 屿 多 边 形 的 面积 ， 在 这 些 假定 下 ， 问 题 的 意义 
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是 哈 一 地 确定 了 , 但 要 想 用 传统 的 数学 方法 求解 岂 它 , 求 得 基 种 解 
析 的 表达 式 , 即便 不 是 不 可 能 的 , 也 是 极 困 难 的 . 

我 们 在 最 后 一 节 中 ,将 要 有 十 随机 模拟 的 方法 来 解雇 这 个 癌 题 . 
它 的 基本 思想 是 在 计算 机 中 先 寞 拟 每 根 乒 子 的 “随机 例 下 ”. 为 此 ， 
在 煤 子 的 诬 美 的 位 置 (2 总) 和 筷子 的 长 麻 工 已 知 时 ， 只 要 能 产 贞 
一 个 [0,2x] 中 均匀 分 布 的 随机 变量 的 一 个 抽样 值 %， 族 可 以 求 出 
徐 子 顶 端 在 “ 戎 机 倒 下 "后 的 位 置 Q, 9): 

Wl 一 区 eos 

v= sin 区 (4) 
这 就 相当 于 模拟 了 一 根 徐 子 的 “随机 倒 下 "， 炎 亿 地 模拟 完 所 有 社 
子 的 随机 创 生 后 , 好 可 求 出 这 次 试验 的 面积 , 重复 上 述 的 试验 ， 可 
以 求 得 一 囊 面 积 的 抽样 值 , 然后 运用 已 学 过 的 数理 统计 方法 , 就 可 
以 对 这 种 随机 面积 的 分 布 进行 种 种 的 推断 . 

四 、 小 结 

1， 应 用 随机 模拟 方法 解决 问题 的 过 程 大 体 如 下 ， 

(i) 建立 适当 的 概率 简 型 (随机 事件 , 随机 变量 等 ) 

(ii》 进行 模拟 ; 

(i) 对 模 氛 结果 进行 统计 处 理 ( 计 算 频 事 , 平均 值 等 )， 以 给 
出 遍 求 问题 的 解 和 解 的 精度 的 估计 . 

上 述 的 侣 ， 随 着 问题 的 不 同 是 不 同 的 ， 即 使 同一 问题 也 可 以 
建立 不 局 的 概率 模型 ， 因 此 可 以 说 是 子 变 万 化 的 . 目前 也 没有 一 
般 的 方法 , 所 以 只 能 通过 一 些 实例 分 析 作 些 介绍 , 主要 还 有 待 读者 
自己 去 实践 , 这 部 分 将 在 本 章 的 最 后 一 节 中 介绍 ， 

上 述 的 (ij), 是 本 章 的 重点 . 我 们 将 在 下 面 的 两 和 制 中 分 别 介绍 
如 何在 计算 机 上 产生 名 种 分 布 的 随机 变量 的 抽样 以 及 茶 些 重要 的 
随机 进程 的 现实 的 方法 ， 

上 述 的 (ii), 在 本 节 中 已 有 所 讨论 , 由 于 只 是 本 书 第 二 册 有 关 

生子 和 有 +. 


方法 的 应 用 , 所 以 就 不 再 讨论 了 . 

2。 在 应 用 随机 模拟 方法 解决 问题 时 , 可 能 有 两 种 状况 ,一 种 
是 原始 的 问题 是 非 随 机 性 的 , 如 积分 的 计算 等 ; 怒 一 种 是 原始 的 问 
时 本 身 就 是 随机 性 的 , 如 上 段 的 例 2. 

43， 随机 模拟 方法 的 优点 是 观念 上 比较 简单 , 因而 能 用 于 求解 
复杂 的 问题 ;一 般 不 需要 什么 连续 性 、 可 微 性 等 限制 ， 而 且 特 别 适 
用 于 高 维 的 数学 癌 厦 ， 它 的 缺点 是 计算 量 大 ， 计 算 的 精 许 一 般 不 
很 高 ， 而 且 还 是 概率 意义 下 的 精度 。， 所 以 ， 随 机 简 拟 方法 一 般 都 
用 在 无 法 用 传统 的 物理 试验 或 数学 方法 进行 处 理 的 复杂 问题 的 求 
解 中 . 


$2.， 随机 变量 的 模拟 


本 节 将 先 介 绍 如 何在 计算 机 上 产生 [0,1 ] 上 均匀 分 布 的 随机 
变量 , 有 时 世 虽 随机 数 的 方法 ; 然后 介绍 由 -0, 本 于 均匀 分 布 的 随 
机 数 构 车 任意 分 布 的 随机 数 的 方法 . 

一 、 伪 随机 数 ”我 们 的 任务 是 要 企 计算 桃 上 用 一 定 的 算法 产 
上 符 一 串 数 {zb za as 它们 度 当 请 足 ， 

(i 所 得 的 数列 在 “统计 性 质 " 上， 与 从 Fo 1] 上 的 均匀 分 布 
抽样 所 得 的 子 样 相 间 , 或 至 少 相当 地 近似 ; 

(二 》 产 些 一 个 随机 数 的 运算 量 要 比较 少 ， 

由 于 是 用 算法 产生 的 , 因而 本 质 上 是 决定 性 的 , 再 加 上 计算 机 
字 长 有 限 , 所 以 无 论 用 什么 算法 产生 的 数列 , 在 “统计 特性 ”上 都 不 
可 能 完全 与 从 均匀 分 布 由 抽样 所 得 的 子 样 完全 相同 ， 因 而 具 能 要 
求 鼠 可 能 的 近似 .这 种 在 计算 机 用 算法 得 到 的 “统计 性 质 * 上 近似 
于 [0, 要 了 上 均匀 分 布 的 数 ， 一 般 就 称 为 伪 随 机 数 ， 以 区 别 于 真正 从 
[0, 二 上 均匀 分 布 中 抽样 所 取得 的 随机 数 . 我 们 的 问题 也 就 是 楼 导 
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找 快 速 产生 伪 随 机 数 的 算法 . 
为 了 达到 快速 的 要 求 , 一 般 采 用 弟 推 公式 
gn ti fr Pat Tn ee) (1) 
在 给 定 一 组 初 值 ze X,Y 后， 即 可 逐步 求 册 2,22, XY 
目前 最 常用 的 方法 是 上 述 方法 的 一 个 特例 ; 
yn+ri = ya+h (mod HH) 0 加 人 1 二 型 


Th = 邓 (2) 
其 中 a,5, H 以 及 初 值 yo 都 是 正 整 数 .。 容易 看 出 x 满足 : 
Ore, 1 (3) 
这 种 方法 称 为 混合 同 余 法 ， 
当 5 一 0 时， 
yn ti = (Mod NM) 
zn (4) 
这 时 无 需 加 主 . 它 称 为 梭 同 作法 . 
当 9 二 1,58 才 0 村， 
加 + 一 加 十 Bfmod M) 
zn 一 车 (5) 


这 时 无 需 乘 法 ， 它 称 为 加 同宗 法。 更 一 般 的 加 同 余 法 可 以 包含 用 
前 面 儿 个 8 通过 “加 法 ”和 “司祭 ”来 产生 .历史 上 比较 有 名 的 有 下 
到 的 “ 非 波 那 西 "数列: 

yn+i—ys yn 1(mod NM) 


z 一 大 (6) 
虽然 加 同 余 法 更 快 些 ， 但 所 得 数列 的 性 质 一 般 不 如 乘 间作 法 


和 混合 同 余 法 ， 所 以 一 般 还 是 用 敢 同 余 法 或 混 傅 同 余 法 ， 关 于 这 
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点 , 我 们 福 下 面 还 要 提 到 |. 
在 二 进 制 的 机 器 中 , 一 般 取 型 =27, 其 中 研 是 机 器 的 字 长 , 这 
时 间 余 运算 是 十 分 简单 的 .相应 地 , 在 十 进 制 机 器 中 , 一 般 取 形 一 
i 为 了 进一步 加 快 乘 同 余 鞋 的 速度 , 可 以 取 形 如 2 十 1 2': 十 2" 
… 这 样 的 数 作为 a, 这 时 “ 乘 吧 这 样 的 运算 法 可 用 少量 几 个 移 
信和 加法 代 二 
下 而 再 对 数列 的 性 质 作 些 讨论 由 于 我 们 要 求 所 得 的 数列 
{2t Cs} 屋 可 能 具有 从 [0, 1] 上 均 义 分 布 随 机 抽样 所 得 子 样 
的 各 种 统计 特性 ， 为 此 ， 景 简 意 的 方 共 是 运用 第 二 上册 中 各 种 假设 
检验 的 方法 对 下 列 原 假设 进行 检验 : 
Ho: 母体 分 布 是 50, I] 上 的 均 杀 分 布 
下 面 我 们 列 出 两 个 最 常用 的 检验 法， 
1， 频 率 检 验 ”用 于 检验 经 验 频率 与 塌 论 频率 ( 即 概率 ) 是 否 
有 显著 性 差异 ， 
将 [0, DD 区 间 分 为 个 狂 长 度 的 区 间 : 


DD 
用 所 下 示 {mso,…, sw} 中 落 在 区 间 | 元 二) 中 的 个 数 ， 则 在 
假设 下 ( 即 在 iw1, 2, …, zs} 是 [0, 1) 上 均匀 分 布 的 随机 子 样 的 机 
设 下 ), 由 分 布 的 Xx? 检验 法 (第 二 册 定理 3. 4. 1) 可 知 ,下 列 统 计量 


是 渐 近 全 一 起 分 布 的 。 由 此 即 可 进行 显著 性 检 蛤 . 
进一步 ， 如 重复 上 还 散 闫 ， 志 就 是 产生 粹 组 长 度 为 % 的 随机 
于 


数 : fa 4D 0 1 人， 对 每 一 组 ， 可 以 计算 出 一 个 相 
应 的 X14, 共 吕 个 ; 
XI XID), a, ICM) 
然后 可 以 用 XX 检验 法 对 上 述 数 据 进 行 这 组 数据 是 否 服 从 XE 一 1) 
分 布 随机 抽 得 的 子 样 的 假设 进行 检验 ， 
2， 独 立 性 检验 ” 仿 前 ， 将 -0, 1 分 成 丈 个 等 长 谭 的 区 间 ， 用 


7 表示 fa za za …, zo} 中 ,本 身 落 在 | 二 卫 去) 中 ， 且 其 后 面 一 
数 从 好 兰 在 | 二 二 中 的 全 计算 


(一 ) 


"jel 


则 在 好 , 假设 下 ， 可 以 征明 (参看 下 引文 献 及 其 后 记 引 文献 中 ): 
一 Xt 是 汤 近 多 ?CE? 一 记分 布 的 , 由 此 即 可 进行 显著 性 检验 . 
”类 似 地 如 产生 一 组 [相交 好 8 1 大 如 ， 刚 可 求 得 

一 组 
XI) — XIE), XH) XH), oe, Em) — XI Cm) 

对 它 还 可 以 进行 是 否 自 从 X23( 如 一) 分 布 中 随机 抽样 的 假 这 进行 

检验 ， 

一 般 ， 如 果 所 得 数列 能 道 过 上 述 的 或 其 它 的 统计 检验 ， 我 们 

就 认为 它 的 随机 性 比较 的 好 ， 但 是 从 观念 上 讲 ， 用 算 基 产生 的 数 

列 , 显然 是 决定 性 的 , 而 不 是 随机 性 的 , 所 以 从 六 十 年 代 开 始 , 有 些 

大 企图 从 别 的 角度 对 由 算计 产生 的 数列 的 “ 伪 随 机 性 ”进行 更 严格 

的 讨论 , 也 取得 了 一 定 的 成 功 ， 下 面 对 这 方面 作 些 简 杰 的 介绍 ， 
设 卫 = {2 ya ga 是 一 个 数列 , 且 所 有 的 Ts 都 在 0, 1 之 闻 : 

0<<r, <1 


中 大 君 T.E.Hull 等 ,Mixed congruential random number generators", 
jC Vol 21101964781 一 一 40 政 其 所 引文 献 ， 
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用 22 人 的 表示 fa oa zs 中 满足 


0 1 


的 4 的 个 数 , 如 果 


对 一 切 0 过 g 太 1 都 成 立 , 我 们 就 说 狐 列 天 是 等 分 布 的 . 
进一步 , 对 任意 的 正 整 数 闻 和 数列 五 , 我 及 来 考 谍 由 相继 大 个 

数组 成 的 数组 构成 的 序列 : 

{rt 0 2 3 
邵 困 用 py(6, ea 表示 

CR 2 
中 满足 : 

TS 

的 数组 个 数 , 当 对 一 切 [0, 1 中 的 o, oa ,ex 都 有 : 


Px, Oa 98) 
lim yy : ~ 一 一 全 1， ar, OF 
罚 半 


时 , 则 称 数 列 于 是 去 维 等 分 布 的 ， 容 易 看 出 ， 上 面 提 到 的 等 分 布 ， 
相当 于 一 维 等 分 布 , 

如 乐 数列 已, 对 任 窟 如 都 是 性 维 等 分 布 的 ， 则 它 就 称 为 完全 
等 分 布 的 . 

由 于 上 述 定义 中 ,并 不 要 求 数列 了 是 随机 的 , 但 又 较 好 地 体现 
了 [9,1] 上 均匀 分 布 ,以 及 独 池 抽样 的 要 求 ， 因而 就 比较 成 功 地 对 
非 随 机 数 到 的" 伪 随 机 性 "给 出 了 确切 的 描述 . 

作为 情 子 , 我 们 求 看 一 个 有 名 的 外 征 序 列 : 

rs 一 {nar}, R=1,2,3,. 
其 中 { } 表 示 小 数 部 分 , 例 邵 {2.305} =0.305. 我 们 米 证明 当 & 是 
无 理 数 了 时, 它 是 等 分 布 的 ， 
+ 362。 


故 卡 下 询 三 角 和 
1 < i 二 1 < iEnt 
Te 荆 特 三 下 -Ne 
其 中 i 二 /一 了， 容易 看 出 To 一 1, 而 对 类 六 0 将 上 述 岂 何 级 数 求 和 
可 得 


ml le ne eI sinnk(N+l)o 
kT a 一 一 一 一 -= 一 一 -一 .- 


NW lien 让 sin rk 
于 是 有 
1 1 
< 一 
TS snk bz0 


由 于 是 翅 理 数 , 所 以 ha 不 可 能 是 整数 ， 因 而 sin zxge 庆 0， 于 是 
由 上 式 可 得 
lim T=0,， BF0 


现在 设 PC(z) 一 之 _are*"™* 为 任意 有 限 阶 三 角 多 项 式 , 则 有 : 
DD en 
一 lim 之 40， = 600To0= 0 
另 -方面 , 显然 有 : 
| .rmtzz=m 
所 以 对 任意 有 限 阶 兰 角 多 项 式 P(X), 有 
1 _ 人 ef 
im Pm) = Ce 
由 于 [0, 11] 上 的 任 浊 连 续 函 数 都 可 以 用 三 负 多 项 式 来 一 歼 通 
. 近 , 因此 上 式 对 一 般 的 连续 量 数 也 是 成 了 江 的 . 


对 任意 绘 定 的 [0, 1] 中 的 一 个 数 a, 我 们 引入 如 下 两 个 连续 图 
. 363. 


数 f 人 Cz) 入 (7); 


1, 0 
Cz) 二 + 在 0,1 之 同 ，g 迁 Xf 扎 9 
0, a 二 eX 1 
他 DX-e 
f(x)= ;在 1 之 间 ，0 一 2 之 x 

to, gxil 

其 中 为 一 小 的 正 数 .不 难看 出 
o<| Fr(z)dz<e+e 


5 一 < f(r 

必 

以 及 

Dna))) ry (aE Sf (nog}) 


其 申 yx( 外 表示 {na},R= 二 1, 2 … 入 中 满 是 : 0 委 (a0 之 9 的 {nz} 
的 个 数 。 综 合 上 述 和 名 式 , 即 可 得 
| vy(o) 


lim— = 
Pr 


这 就 证 明了 数列 %; 二 {8) 是 等 分 布 的 ， 还 可 以 证 明 中 ， 它 一 般 不 
是 (Ek 汪 ) 维 等 分 布 的 , 当然 更 不 是 完全 等 分 布 的 . 
但 是, 可 以 证 明 多 ,下 列 序列 
rn = 10"} 

对 几乎 所 有 的 妇 >1 是 完全 等 分 布 的 ， 共 中 {*} 仍然 表示 小 数 部 
分 ， 事实 上 , 要 上 述 的 zw 是 天 维 等 分 布 的 ， 就 必须 使 6 不 是 低 十 

全 参 团 而 .Freiberger 培 ， “向 course in computational probability and 
gtatistics”, Springer—Yerlae, 1971, 第 13 页 ， 


后 大 看 了 D.E, Kouth, "Construction of a random seJuence’, BIT 51985) 
246-—250, | 
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下 阶 的 代数 数 ， 即 不 能 是 某 一 低 于 无 阶 的 代数 多 项 式 的 根 : 于 是 ， 
可 上 述 的 加 是 完全 等 分 布 的 ，6 必须 不 是 代数 数 ， 即 必须 是 超 
小数 匀 ，. 

显然 ， 序 列 {no} 相 应 于 加 同 作法， 面 序列 {9"} 相 应 于 有 习 间作 
法 , 由 此 也 可 看 出 , 筠 间 余 法 所 得 的 序列 , 此 性 质 较 为 良好 

在 计算 机 上 产生 仿 随 机 数 时 ， 还 要 辟 到 计算 机 字 长 有 限 带 来 
的 问题 ， 这 方面 的 讨论 是 十 分 困难 的 ， 下 面 我 们 只 限于 讨论 由 比 
产生 的 一 个 问题 一 周期 性 问题 . 

容易 看 出 , 用 混合 问 余兴 (2) 产 生 数列 时 , 具 要 一 旦 发 生 ; 

及 一 六 + 
那么 就 一 直 有 
Flrz—= iets 并 一 2 

也 就 是 说 , 从 ?十 1 项 开始 , 由 混合 同 余 法 产生 的 数列 就 开始 重复 ， 
也 就 是 出 现 了 周期 现象 .但 由 于 由 混合 同 余 法 产生 的 总 满足 
0< 委 加 < 于, 因而 是 有 限 的 , 所 以 总 存在 某 个 正 整数 2， 使 y= 二 y， 
成 立 , 从 而 出 现 周 期 现象 ， 使 上 式 成 立 的 最 小 正 整 数 p, 一 般 称 为 
它 的 周期 ， 显 然 局 期 越 长 ,不同 的 y, 就 越 多 ,从 而 zs 也 越 多 ， 也 
就 越 可 能 符合 均匀 分 布 或 等 分 布 的 要 求 ， 因 而 也 就 越 好 ， 对 给 定 
的 对 ( 在 二 进 制 机 器 中 , 它 总 是 取 为 2", 在 十 进 制 机 器 中 , 总 是 取 
为 107, 其 中 全 由 机 器 的 字 长 所 决定 )， 显 然 有 3 委 政 , 但 并 不 是 总 
能 找 独 适当 的 系数 op,xo, 使 罗 一 型 的 . 

下 面 我 们 不 加 证 明 地 给 出 有 关 周 期 的 一 些 结果 @， 

(i) 如 对 =2", 印 闫 3;5 一 0( 即 乘 同 余 法 )， 则 当 且 仅 当 a 二 
士 3(mod 8) 时 ,产生 的 序列 有 最 大 的 周 斯, 它 是 2"? 一 此 , 即 没有 

中 见 上 页 和 福 回 


多 请 侨 看 J H. Halton, “A Restrospective and Prospective Survey of 


tithe Monte-—Carlo Method , SLAM Reviecw 12t1970)1-——"63. 
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夫 到 于， 

(证 ) 刘 开 =107, 信守 4;8=0, 此 时 能 达到 的 最大 周期 为 5xX 
10"™+ 一世, 同样 没有 达到 M， 能 达到 这 种 周期 的 < 至 少 有 如 下 
一 些 ; 

G 一 土 3, 士 13, 士 2, 十 37, 十 53, 十 67, 上 上 7?7, 十 83(mod 200} 

在 所 有 上 述 两 种 情况 ， 都 要 求 初 值 % 与 好 互 质 ， 一般 就 取 
yn =1. 

(ii》 如 果 不 要 求 5=0, 即 如 果 用 混合 同 余 苇 ， 则 最 大 周期 可 
达 型 ,但 要 求 : (9) 5 与 村 互 质 ; (8) 对 玉 的 每 一 质 因 子 p， 有 5 一 
1(mod p); (0) 如 如 能 被 4 整除 ,， 则 还 要 求 58 二 1(mod 帅 ， 这 时 初 
值 可 以 随意 取 , 一 般 就 到 为 0, 

现在 再 回 到 本 段 一 开始 的 问题 上 去 : 我 们 的 目的 是 要 寻 执 一 
种 既 快 速 , 又 能 产生 出 性 质 好 的 伪 随 机 数 的 算法 ， 为 了 快速 , 目前 
最 贡 用 的 就 是 混合 同 余 法 和 乘 同 祭 法 , 而 为 了 使 其 中 的 乘法 更 快 ， 
往往 要 求 其 中 的 参数 上 有 某 种 特殊 的 形式 , 如 4=2! 十 1 等 ， 而 为 
”了 要 有 长 的 周期 ,能 通过 各 种 统计 检验 等 , 又 对 9,28 等 参数 的 选择 
加 上 了 田 外 的 一 些 限制 .上 面 提 到 的 关于 阅 期 方面 的 一 些 结果 等， 
对 于 选择 参数 都 是 十 分 有 用 的 ， 但 可 惜 怪 今 尚 无 寻求 最 佳 参数 e， 
2 7 的 一 般 的 方法 ， 寻 求 好 的 参数 仍然 需要 在 理论 的 指导 下 ， 通 
过 多 次 试验 才能 解决 , 

下 面 是 两 组 较 好 的 参数 的 例子 , 更 多 的 材料 , 读者 可 参看 前 引 
的 文献 : 

(i) W=35, N= 2 

r 一 2 十 1， 65s<1l 
b=1 
#0 二 他 
fi W=35, NM= 2 
4 366 。 


二 2 二 3， 6 30 
5 一 0, 即 柔 同 余 法 
加 一 1 
最 后 ， 我 们 再 简略 地 讨论 一 下 由 于 用 伪 随 机 数 代替 随机 数 而 
猎 来 的 影响 问题 ， 因 为 我 们 用 的 虽然 是 伪 随 机 数 ， 但 由 于 我 们 总 
要 求 它 们 能 通过 多 种 统计 检验 , 因此 一 般 说 来 , 问题 是 不 大 的 ， 因 
而 用 坊 随 机 数 所 得 的 结果 也 是 可 信 有 的 ， 有 趣 的 是 ， 在 有 些 特定 的 
场合 ， 用 途 随 机 数 还 会 得 到 比 用 随机 数 更 好 的 结果 ， 下 面 是 这 样 
的 一 个 例子 , 
考虑 [0,1] 上 的 有 三 阶 连续 导数 的 函数 f(z)， 我 们 要 计算 下 
列 积分 : 
1=| fr)az 
我 们 已 经 知道 ,如 用 蒙特 卡 洛 方法 来 求 ， 当 用 实 的 随机 数 时 , 其 误 
差 是 与 成 正比 的 ， 其 中 六 是 试验 的 次 数 ， 但 现在 如 果 用 前 面 
提 到 过 般 伪 随机 数 
x = {ne}, 名 一 ]， 2 """ 
并 用 (参看 本 章 后 面 8 4 第 一 段 ) 
A N 1 a 
和 = 训 Bf (en) = 调和 f({ne)) 


来 估计 , 峙 可 以 证 明 由 
的 1 


其 中 是 其 一 常数 ， 因 此 , 其 精度 反而 更 高 . 
由 此 可 以 引出 一 连 串 有 待 解 决 的 问题 , 如 


中 见 前 引 砍 , Freiberger 等 的 蔬 ,第 24 页 到 第 44 区 。 
加 


《iD 多 维 积分 时 , 有 否 类 似 的 现象 ? 
《iD 用 别 的 伪 贿 失 数 , 又 会 怎样 ? 对 任意 给 定 的 f(z)， 有 否 
最 佳 的 伪 随 机 数列 ? 
《iiiy 如 进一步 考虑 计算 机 的 有 限 字 长 效应 , 及 会 怎样 ? 
二 、 府 散 型 随机 变量 的 模拟 ” 设 各 是 离散 型 随机 变量 ; 
P{Z=a} = 
其 中 于 关 0 之 本 一 | 现在 的 问题 是 村 在 计算 机 上 产生 名 的 随机 


子 样 
设 z ws za，… 是 [0, 1] 上 均匀 分 布 的 随机 子 样 (产生 它们 的 近 
似 方法 已 在 上 段 中 讨论 过 了 ), 令 
4 当 0 和 之 轴 
tt SD EN DT Ds 
Bh k=1, 2, 
= 
则 容易 看 出 , 由 此 造 出 的 2 sa 23,"… 正 是 多 的 随机 子 样 , 事实 上 上 ， 
我 们 有 : 
P{Z, =0} = P{p pi D1 十 
由 于 假定 也 是 L0, 1] 上 的 均 色 分 布 , 所 以 上 式 右 边 为 
CPt 
因此 ” 
PlZ, = = 
这 正 是 我 们 所 需要 的 ， 
三 、 一 般 随 机 变量 的 模 撤 设 允 是 一 般 的 随机 变量 ， 其 分 布 
苍 数 为 总 (7 即 
P{g<uH} =F(u) 
“F568 


于 是 如 果 FF(w) 连 绪 且 严格 单调 上 升 . 则 易 知 
= {7) 
是 [0, 了 中 的 均匀 分 硕 ， 因 此， 如 和 是 50, 1j 上 均匀 分 布 的 随机 变 
量 , 则 
另 一 五 -1 人) (8) 
便 是 以 FCw) 为 分 布 阔 数 的 随机 变 曼 ， 其 中 1(z) 是 下 (w) 的 反 
函数 . 
于是 , 如 已 得 一 组 [0, 雪上 明 句 分布 的 子 料 {yeacs 了 ， 即 
可 由 
gi=F (rs), EF=1],2," 
而 求 得 一 组 以 FCw) 为 分 布 函数 的 随机 变量 的 子 样 ， 所 以 可 以 说 
[0, 1J 上 均匀 分 布 随机 数 是 产生 其 它 任 音 分 布 随 机 数 的 基石 , 有效 
地 产生 [0, 1] 上 均匀 分 布 随机 数 是 提高 随机 模拟 方法 质量 的 基础 . 
[ 例 J 指数 分 布 “ 它 的 分 布 密度 是 
Ae 7 涉 记 0 
faD= io 一 习 
相应 的 分 布 国 数 基 
1 一 e '’, we0 
re) = te 
由 (7) 知 , 如 名 为 指数 分 布 的 随机 变量 , 则 
及 二 1 一 @ :3 
为 L0, 1} 上 均匀 分 布 的 随机 变 基 ,而 
by = 一 了 In(1 一 x) 
- 又 因 当 下 是 [0, 1] 上 均匀 分 布 随机 变量 时 ，1 一 耻 也 是 50, 1] 上 均 
匀 分 布 , 所 以 
ln 到 C9) 


$s 36 » 





即 为 指数 分 布 的 随机 灾 量 , 

顺 使 指出 ， 由 于 天 个 独立 的 指数 分 布 之 和 的 分 布 是 指数 为 
的 爱尔兰 分 布 如 ， 所 以 如 果 下 1,…， 了: 是 疼 个 相互 独 下 的 [0 1 
上 的 均匀 分 布 的 随机 变量 , 则 


[ 
pd = 一 一 in 所 1 — 1 有 -一 "iin 下 


=— Tln(X XX) 


就 是 是 , 分 布 的 随机 变量 ， 
四 、 侈 选 法 
这 个 方法 的 实质 是 从 许多 均 义 分布 的 随机 数 中 选 出 一 部 分 ， 
使 选 出 的 那 部 分 有 指定 的 分 布 ， 它 可 用 于 产生 任意 有 界 的 随机 变 
量 允 
该 台 为 在 (a, 轨 中 取 值 的 随机 变量 , 其 密度 为 f(z), 并 选 常数 
4 使 好 (2) 科 1 zE(g,5)， 叉 设 四 ,为 相 本 独立 的 [0, 11 上 齐名 
分 布 的 随机 变量 ,于 是 
Y=a+ (be), 
龙 ta,) 中 的 声名 分 布 的 随机 变量 ， 现 在 如 有 时 * 扫 条 (YY)， 则 仿 
ZF 了, 
否则 合 去 这 一 组 立 ,, 义 ,( 或 者 形式 上 定义 3 二 00)， 并 重新 产生 一 
对 [0, 1] 上 的 均匀 分 布 的 采样 值 ， 直 到 尽 , 所 4/ (了 ,) 满足 而 产生 一 - 
个 真正 的 2 为 下 .此 时 ,有 
PlZ<z| Xs Af (FT))} 
=P{Z<2, Ro AT (DJ PER EAF CT)) 
一 上 二 为 直入 让 (DPI EN YT)) 
Bl an 


pa) Hy day 








ft )ay 








a $7 


其 中 利用 了 | f(y: )dy, 一 1， 于 是 可 知 , 按 上 述 方法 产生 的 了 确实 
有 分 布 密度 (2)， 

一 个 应 用 舍 选 法 的 基本 思想 但 有 所 变化 的 格子 如 下 

[ 例 ] [0,2x] 上 均匀 分 布 的 正弦 和 余弦 它 当 然 可 以 这 样 
产生 : 党 产生 二 个 [0, 1] 上 的 均匀 分 布 随机 变量 六,, Xs, 然后 令 

区 | 一 sin (2xX1) 
Zs= ens (21,) 
即 可 ， 但 由 于 变 用 正 蒜 和 余弦 函数 , 运算 量 一 般 比 较 大 , 利用 舍 先 
法 可 以 进行 如 于 ;产生 一 对 [0,11 上 的 均匀 分 布 的 随机 变量 于 和 
X， 如 玖 十 站 1 则 合 去 , 重新 产生 一 对 ; 如 了 ?十 <1 令 
名 ,一 十 2 征 ; 龙 与 小 束 和 
2,— (Xt — XH) /(X? + XE) 

则 可 以 证 明 和 各, 就 是 [0, 2x] 上 均匀 分 布 的 正 荡 和 余 束 ， 其 中 
2 的 符号 是 随机 选取 的 ， 

五 ， 近 似 方法 

近似 方法 是 很 多 的 ， 这 里 只 介绍 用 逐 自 通过 分 帮 的 近似 方法 
因为 它 比较 方便 而 且 普 遍 适 用 . 

假设 要 求 得 到 的 分 布 冰 数 为 严 (z7， 首 先 将 《一 co, co) 分 为 
个 区 间 : 

(—c0, 0 1], (a, 6], + (8, _1, 00) 
然后 在 各 区 间 中 , 分 别 用 较 简 单 的 函数 F(z) 来 “近似 "了 (3)， 
F, (4) = ~ -El ie] 
其 中 
一 下 (Ga ) 一 下 KG 7， k=1,2,. 

内 假定 m = 一 co,a, 一 十 oo. 了 F(z) 为 江 
似 分 布 函 数 的 随机 变量 艺 
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1。 产 生 [0, 1 上 的 均匀 分 布 的 随机 变量 下,, 根据 它 的 采 标 值 
凑 定 下 一 步 在 哪个 小 区 间 上 继续 进行 , 邮 如 
和 十 十 知人 十 入 十 于 
则 证 一步 在 第 个 小区 间 (9 -es 上 进行 。 
2. 产生 [0, 1J 上 的 均匀 分 布 Xz, 并 令 
B= Fi! (Ks) 
最 简单 的 是 “线性 近似” 也 就 是 取 


吉 一 好 _ 
五 一 一 
人 一 他 -1 


相应 的 
多 -as 1 十 (gr — a -1) Xs 
六 、 正 访 分 布 ”由 于 正 态 分 布 经 常 出 现 ， 这 里 给 出 了 两 个 产 
生 正 态 分 布 的 方法 , 
首先 , 由 了 性 瘟 均值 为 4, 方差 为 0 的 正太 分 布依 (82,07) 可 
由 丈 (0 1 的 随机 变量 多 ,经 下 列 线性 变换 而 得 到 
到 一 其 十 区 
所 以 下 面具 讨论 产生 Nt0, 1 分布 的 随机 变量 的 方法 
”变换 方法 设 玉 ,是 [0,1] 上 均 勾 分 布 的 相互 独立 的 随机 
变量 , 则 可 以 证 其 : 
2 一 /一 21n KX) cos 27X 
2 一 /一 2 ln X,sin 2 三 
多 ,Zs 是 相左 独立 的 丈 (0, 1) 分 布 的 随机 变量 ， 事 实 上 , 由 {10) 可 
解 出 苹 ,, 访 2: 


《10) 


一 exp1 一 去 (于 二 23 
1 2 (C11) 


2 一 
节 ， 二 让 t& ,| 


于 是 有 
。 372。 


OR ts 
SpA = C 2Z1) 
0X) _ 8 C29+29 (一 


a7, 





9X dX -办 (2388 —} tait+za) 
攻 | e (ZY) (一 2 








2x: 3Xs| ;1 1 (- 革 二 一 号 
dF ， 2 元 1 十 2 Zi 27 1+ (2) 号 
1 2 
] -tz 


出 于 XX1, 芯 s 是 相互 独立 有 鬼 [0, 1] 上 的 均匀 分 布 ， 所 以 2;, 3: 的 联 
全 分 布 密度 为 


1 一 了 | £1 E] 
e 二 (git 台 有 1 -- 一 2_ 


2 ra 
即 Z1, Zi 是 相互 独立 的 叉 (0, D) 分 布 的 随机 变 景 . 

近似 方法 ”上述 方 靶 由 于 要 用 到 开 方 ,到 对 数 , 以 及 正 蓄 ， 余 
纺 等 ,其 计算 量 -一 般 是 比较 大 的 ， 在 精度 要 求 不 高 时 , 可 以 采用 下 
而 介绍 的 近似 方法 ， 

设 下 ,开导 是 [0, 1] 上 均匀 分 布 的 相互 独立 的 随机 变 


县 ， 易 知 其 均值 和 方差 分 别 为 寺 和 15, 则 根据 中 心 极限 定理 ， 








vs 了 7 了 


在 ? 较 大 时 ,其 分 布 近世 于 六 to 了 DD 分 布 。 
一 般 取 % 一 12,- 赴 有 


12 
Z ->( X= 十 so 十 下 Jo 一 BB 
i : 


一 生 1 十 十 点 4 一 (1 一 下 ?7) 人 人 【IT 一 瑟 19 
注意 到 兰 ; 和 1 一 部 ; 都 是 L0,11 上 约 均 名 分 布 ,所 以 可 到 
蕊 一 是 十 十 证 4 一 性? 一 :一 在 14 

它 也 是 近似 二 以 (0, 1) 分布 的 ， 这 一 做 法 ， 在 一 般 情 忱 下 荐 够 用 
的 , 但 由 于 jZ| 筷 6， 所 以 在 必须 考虑 2Z 取 特大 或 特 小 数值 这 一 情 
总 时 , 还 必须 采用 其 它 更 为 精确 的 方法 ， 

七 、 多 维 分 布 

以 二 维 分 布 为 便 进 行 讨 论 ， 对 一 般 的 二 维 分 布 (21, 22), 如 其 
分 布 密度 为 21, 22), 则 可 将 它 写 为 

了 SS] = Hz) (8 | 21) 

其 中 (21) 为 2 的 分 布 密 度 ，f 了 (ss121) 为 Zs 关于 21 的 条 件 分 布 
密 庆 ， 于 是 可 用 前 面 介绍 的 方法 , 先 根 据 了 (#1) 产生 多,, 然后 根据 
f(z21270) 产生 多 。， 所 得 的 (5 32) 即 为 以 (31, sa) 为 联合 分 布 密度 
的 二 维 随机 变 基 的 抽样 . | 

对 多 维 正 志 随 机 变量 , 有 更 简便 的 方法 。 设 (21,… 名 4s) 是 均 
值 为 C8, Ra 由 方差 矩 阵 为 : 

他 Oa Ti 


To os *"* Uon 


>= 自由 曲面 时 


gil ua Un 
的 维 正 态 分 布 的 多 维 随 机 变量 ， 共 中 
vu= El(Z— Hi (2;— 4 )} 
由 于 之 是 正定 对 称 的 ， 所 以 由 和 矩阵 论 可 知 , 存在 下 三 角 矩 阵 
时 $74 9 


C, 使 

也 一 中 {12) 
其 中 心 " 表示 局 前 转 置 . 如 果 已 经 应 用 前 面 介绍 的 方 祝 求 得 % 个 相 
也 独立 的 入 (00,1 的 随机 变量 了 ,了 5,…, 了,, 则 可 以 验证 


Z=u OY 《13) 
其 中 
| 有， Hl [ 
z-| pl re 
z， j Y, 








是 以 上 为 均值 ,多 为 协 方差 阵 的 n 维 正 态 随 机 变 芭 ,事实 上 ， 我 们 
有 
El2}=u+t+OE{FT}=Ht0:0=# 
和 
ER{(Z mH) BD} =E{Z— A) (2 — 4)"} 
ECFIOF)})}—BE{COTYO')} 
ORYYF}O=0(8{Y,Y OO" 


1 DO 
-0 | O00 
心 1 


类 便 指出 ， 由 《12) 式 从 号 求 C 的 计算 是 很 方便 的 ， 下 神 对 
n 二 3 的 情形 写 出 有 关 算 式 , 一 般 场 合 是 完全 类 似 的 ， 我 们 有 


Ti Un O18 
oa Uo Co 


cl 0 0 Te Cla C1g 
一 | eol tar 人 少 QO er Co 
Ca Ca Gad 0 cos 





fe 四 


和 而 且 共 中 有 cp 一 cr 根据 匈 阵 乘法 的 定义 ,对 第 一 行 元 素 有 ; 
UN 二 0 
Tis— C1Cls 
Ts= O19 
由 此 解 得 
6 一 
es 一 Do 一 Ga 


Ca 一 下 四 
6 一 上 一 Iisfy ou 


对 第 二 行 上 半 部 的 元 素 有 : 





和 
全 12 
C= C01 Caco2 = Ce Cr = a 十 ea 


13 全 1 
Go = taes Caectag— 12011 t+ C22023= 


~” C2rCyg 
由 此 解 得 : 





| 


a 
_ 站 12 
Poa Ug 一 一 一 一 
| 
_. LE 加: 和 
fa23 一 1 如 18 一 一 一 一 一 一 2 一 -一 一 
Oil Oil 


对 第 三 行 上 半 部 元 素 , 有 : 
y=— tad tata Caatyy 
=C13 :+ C2a:t Coar 


由 此 解 得 





特别 当 


其 中 o>0,8>0 为 常数 时 ,可 以 验证; 
+ 7 


中 
Pet fie = 2 jt 
此 有 时 =OCF 化 关 ， 

81 一 | 
Za=: C481 1 Cade 
=0e "yy- Tle ye 
~e "zo V1—e 2 ye 
35 = Fry 二 Candfa Css 
ve “toe Vl-e™ “yt Me ys 


=e "ss ov le i gy, 


一 般 有 
eo Iov le ?wy, Dk<n 
由 有 紫 可 得 产生 均值 为 (jy,…, 4w)， 协 方差 阵 为 (ore -6 ) 
的 站 维 正 态 随机 变量 的 递 排 算法 如 下 ; 
1， 产生 8 个 独立 的 六 (0,1) 分 布 随 机 变量 B11, #2 
2， 按 下 列 递 推 关 系 计 算 25: 


z= 人 + 


hh Hy 


2 ee 2 -ov le 3 EE 2 和 并 二 
了 计算 SL* 


各 一 及 十 呈 
一 绍 采 ;我们 在 下 一 节 中 此 峙 到 ， 


§ 3， 随机 过 程 的 模拟 
一 、 平 稳 正 杰 过 程 
设 2 七 是 均值 为 0 协 方 益 国 数 为 吾 (r) 的 乎 稳 正 态 过 程 , 我 
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们 要 产生 它 的 镭 实 ， 在 计算 机 上 , 当然 只 能 模拟 有 限 个 慎 ; 
DEM), lh 
其 中 At 为 一 下 的 常数 . 
灾 际 中 最 常见 的 两 种 百人 r) 旦 
Bl(r) 一 可 2 on0ea20 为 常数 (1) 


Blr)—=oe cos Br, o>0, e080 为 常数 (2) 
下 面 光 介绍 实现 上 述 二 种 协 方差 沙 数 的 方法 
当 协 方差 廊 数 为 BL(7T) 时 , 易 知 {2ZCEAL)，1 志 放 R} 的 协 方差 
阵 为 
(oe sli- Hat) 
了 于 是 应 用 上 节 第 七 段 的 结果 ,可 得 如 下 的 方法 ， 
1， 产生 8&% 个 相互 独立 的 入 (0,1) 分 布 的 3 
2， 计 算 : 
21 = TW 
se tg ov le iy,, 2 二 下 二 从 
有 了 产生 Bi(T) 的 方法 后 , 即 可 产生 Bo(7), 其 方法 如 下 : 
1， 产 生 两 个 独立 的 平稳 正太 过 程 2.(+), s(t), 使 其 均值 为 
0, 协 方差 消 数 都 是 vo?.e “'" 
2。 计算; 
Zt)=2Z (tcos ptt S(t) einpt 
可 以 证 明 ， 它 的 协 方 六 函 数 就 是 Bl(r)， 事实 上 ， 考 虑 到 
Zi 和 Zott) 独 立 和 它们 的 均值 为 零 , 我 们 有 
ElZ(t Z(t+r)} 
—E{(Z(t co Bt ty)sin df) 
"(Z(t+r)eo P(t) ZEA(tt+r)sing (tr )} 
=E{lZ(t)Z tr) econ Picos (f+ ry} 
s 38» - 


EZ (tt tr)sindtsin (ETT)} 
一 口 2 人 tt cosBteos P(E 7) 
Fore "iainftsin fF (t+r) 
=g"e "eos Btcos B (t+ 7) 
-sinftsin (f+4-7)] 
ote "leo pr 
对 于 一 般 的 平稳 正大 过程 ， 
BEAE), 1 En 
是 一 个 nn 维 的 正 态 随 机 变量 ， 它 当然 可 以 应 用 上 一 节 第 七 段 中 的 
方法 产生 , 但 % 如 果 很 大 时 ， 计 算 量 一 般 是 很 大 的 , 所 以 就 要 有 生 用 
近似 的 方法 . 
方 靶 的 基本 思想 是 ， 对 给 定 的 吾 (z 和 At 先 用 85. 4 中 的 方 
法 拟 合 一 个 了 阶 的 自 回归 模型 : 
ZEAL) SZ, 
一 Bip oF,, E>1 (3) 
其 中 {了 Y:，E 之 1} 是 相互 独立 的 六 (0,1) 的 随机 变量 ， 在 选 定 了 Dp 后 ， 
根据 8 5.4 可 知 , {9y} 和 0 由 下 式 决 定 ; 


BO) BOM) “BOPp—1)AE) TF a 
BMA) BLO) ". Bl(p—2Ar) a 
B((P—1)At) 号 (一 2)At 1 BOO) gp, 
BME) 
BoAt) 
-| : (4) 
BpAt) 
OM BO TaoBAD TT a, BA) 5) 


于 是 对 二 给 定 的 B(r) 和 As, 在 选 定 一 个 (也 可 用 §5,4 中 
ws 3j9 。 


的 方 落 ) 之 后 , 即 可 先 用 (3) 解 出 ao B11， ***，f_1， 然 后 用 (4) 求 得 
go。 如 时 再 有 了 了 个 初 值 Zr， 9 丈 - 即 可 由 一 组 相互 独立 
的 入 (0, ]) 分 布 的 了 ,， 由 (3) 式 产 毕 由 一 组 以 B (7) 为 近似 协 方 莽 
转 数 的 平稳 正 态 过 程 的 现 灾 2 二 32(A8), 34: 二 2(2AD) ,eo 
和 初 值 的 选 联 有 两 种 方法 : 
一 种 是 人 在 取 了 个 什 作 为 初 值 ,但 将 生成 的 序列 2 的 前 面 基 一 
段 舍 去 不 用 , 以 此 来 减弱 初 信和 的 影响 . 
男 一 种 方法 是 用 上 一 节 第 七 段 中 的 方法 ， 生 成 一 个 2 维 的 正 
恋 分 布 , 合 其 协 方 其 阵 为 ; 
BOO) ~ BA (一 本 有 人 
BA BiD) -: Bl{lp—2)At) 
BlIP—DAE) BAPpm2At) «+ BO) 
并 用 这 多 个 值 作为 初始 , 这 种 方 守 比 上 一 种 方法 要 好 , 但 更 化 费时 
冯 ， 
侄 于 多 的 选取 , 还 设 有 一 般 的 方 靶 , 主要 通过 试验 决定 ， 
二 、 了 马尔 可 夫 链 
设 所 变 模 拟 的 马尔 可 夫 链 {2Z,} 是 齐 次 的 , 且 有 转移 概率 
P={p)), i, 7—0,1, 2 
和 初 如 分 布 {9.}, i 二 0,1,2, + 
用 上 节 第 二 段 的 方 续 ， 即 可 产 此 一 个 以 { 有 5) 为 分 布 的 随机 变 
量 2 设 其 采样 值 为 zo, 则 
《让 了 一 0,1,23 
. 关于 了 为 一 个 概率 分 布 , 于 是 仍 用 上 节 第 二 段 的 方法 , 即 可 产生 一 
个 以 它 为 分 布 的 随机 变量 2,， 再 设 其 采样 值 汶 z1, 则 重复 上 述 步 
又 , 即 可 产 具 2;, 多 s,"…. 


用 这 种 方法 产生 的 9，41， 24，… 就 是 以 {pj 为 初始 分 布 ， 以 
a 当 普 从 所 


五 一 (及 让 为 一 步 转移 概 举 的 齐 次 马尔 可 夫 链 的 现实 
显然 用 这 种 方 闪 也 可 以 产生 非 齐 次 的 瑟 尔 可 去 链 ， 
更 在 来 考虑 模拟 时 间 连 续 状 态 离 散 且 有 限 的 齐 次 马尔 可 夫 链 
Z(t)， 人 假充 其 初始 分 布 为 一 PlZ00) 一 计 其 转移 概率 为 
PFD)= (p(t)), i, j=0, 1, 2,..,% 
相应 的 @ 算 阵 为 : 
Y= {gi)) 
引 人 
di 
他， = 
po 1 二 
则 在 有 限 状态 时 ， 总 有 
Spij=1 
即 (2;7 为 一 随机 矩阵 ， 此 时 过 程 可 如 下 模 氢 . 
1， 根据 分 布 {P+ 产生 加 ; 然后 产生 一 个 参数 为 9, 的 指数 分 
布 的 随机 数 元 . 
2， 根 据 {p; ,站 ， 产 生 8 然后 产生 一 个 参数 为 .的 指数 分 
布 的 随机 数 ra 根据 {py,3), 产 上 符 yo; 然后 产生 一 个 参数 为 4 的 
指数 分 布 的 随机 数 rs 如 此 重复 ， 妈 可 产生 一 组 ja, 73; ,TT 


3。 对 年 意 非 负 和 前 1, 如 1 过 +,, 则 令 
Zt)— Yo 
否则 如 . 
十 2 二 十 区 和 和 十 Ts 十 十， 上 守 1 
则 令 
Z(t)=y,, kl 
«Ig1 


关于 这 样 得 出 的 艺 (站 就 是 所 天 要 的 过 程 也 . 

一 般 的 马尔 可 夫 过 程 经 适当 的 离散 近 伏 后 ， 均 能 化 为 上 述 两 
种 情况 而 进行 模拟 、 知 时 , 由 于 计算 机 的 离散 特性 , 实际 上 总 是 要 
做 这 种 或 那 种 离散 近似 的 ， 


54. 一 些 应 用 


为 了 突出 处 理 问 题 的 基本 思想 , 以 及 篇 幅 的 限制 , 这 里 举 出 的 
例子 是 经 过 简化 了 的 ， 但 掌握 了 这 些 之 后 , 处 理 更 复杂 的 问题 时 ， 
也 不 会 蔽 到 原则 上 的 困难 ， 

一 、 计 算 积分 

用 随机 模拟 方法 来 计算 积分 , 主要 应 用 于 高 维 的 场合 , 这 是 由 
随 宙 模拟 方法 的 特点 所 决定 的 。 但 由 于 基本 思想 在 一 维 时 和 尚 维 
轩 是 一 样 的 ， 所 以 我 们 还 是 主要 就 一 维 的 情形 来 进行 讨论 ， 

设 要 计算 积分 ; 

I~{ fz)ae 


我 们 在 § 1 中 已 经 给 出 一 种 把 了 当 作 某 一 随机 事件 概率 的 随机 模 
氢 算 法 .现在 我 们 青 给 出 另 一 种 计算 的 随机 模拟 算法 . 

设 站 是 [0, 1] 上 的 均匀 分 布 的 随机 变量 ， 我 们 来 考察 随机 变量 
fT(X)，。 容 易 看 出 , 它 的 数学 期 望 是 


BX) =| fz)ar=1 
也 就 是 说 , 我 们 要 计算 的 J， 恰 好 是 随机 变量 CX) 的 数学 期 望 
由 此 利用 大 数 法 则 即 可 给 出 计算 了 的 另 一 种 随机 模拟 算法 。 
1， 产 生 个 相互 独立 的 [0，1] 上 的 均 名 分布 的 随机 数 久 ， 


(0 证 骨 可 参 枯 ， 政 ， L.Chung, "Merkovy Chains with SiatioDdrYy Irans;tion 
Probabilities" 一 书 的 第 II 部分, 


» a2 





1 .一 ， 
nf XD 


并 把 它 作为 了 的 近似 值 . 
这 一 算法 推广 到 多 维 是 直接 的 ， 事 实 上 ， 假 定 要 计算 


1 = 上 | | fz, pdxdy 


则 只 要 产后 2n 个 相互 独立 的 [0, 1 上 均匀 分 布 的 随机 变量 和 
了 Xo, 了 sm; 和 了 然后 计算 
EEC YD 
并 用 它 作 为 的 近似 值 . 
这 种 计算 积分 的 算法 一 般 称 为 期 望 什 算法 或 平均 值 算 法 ， 而 
§ 1 中 的 算法 则 一 般 称 为 扼 点 算法 ， 下 面 我 们 来 比较 一 下 这 两 种 
算法 . 
在 期 望 全 算法 中 ,我们 利用 随机 变量 2 中 二 了 (XX) 和 
I~B{f(X)} 
由 $1 的 (1),(2), 3) 等 式 可 后, 用 


1 -去 Z7C) 
来 估计 了 的 精度 与 (于) 的 方差 有 甘 , 方差 越 大 , 精 座 越 益 ， 容 易 
求 得 了 (7 的 方差 为 : 

D=-| (fr)— Ddsy 


在 探 点 算法 中 , 当 0<<fz)<1 时 ,我 们 实质 上 利用 了 随 变 区 
zo-= 们 者 TSJOD 
0，” 考 了 >7G) 


了 


机 
I=E{2)} 
间 样 ,由 $ 1 可 知 , 由 


《上 其 中 训 为 % 深 试验 中 , 发生 了 记 了 (了 ) 的 座 数 ) 来 估计 了 的 精度 与 
2 的 方差 有 闫 ,而 2 人 是 二 点 分 布 , 易 知 其 方差 为 
D,=1:(1—7) 
这 样 我 们 有 
D,—D,=1. a-Dn—j (fry Tidy 


7 —[ fe 
=| far—| f(s) 


一 | F(z) (1 f(z))dsi0 


最 后 一 个 不 等 式 是 因为 我 们 假定 了 0 志 f(z) 志 1， 由 此 可 见 D; 之 
DD,, 也 就 是 说 ， 拔 点 算法 的 精度 不 如 期 望 信 算 法 的 好 ， 此 外 , 在 据 
点 算法 中 ， 每 产生 一 个 5%， 需 要 产生 两 个 [0, 11 上 均匀 分 布 的 随 
机 数 , 计算 一 个 f(X)， 再 作 一 次 比较 ， 是 否 了 所 f(X); 而 在 期 望 
值 算法 中 , 每 产生 一 个 2， 只 要 产生 一 个 [0, 1] 上 均匀 分 布 的 随 
机 数 , 计算 一 个 FEz)， 所 以 就 一 次 模拟 计算 而 言 ,也 是 期 望 值 运算 
的 运算 量 更 少 ， 因 此 , 计算 积分 时 总 是 用 期 望 值 算法 的 . 

如 时 两 种 算法 , 一 种 在 精 庭 上 较 好 ， 另 一 种 在 运算 量 上 较 好 ， 
这 时 为 了 比较 这 两 种 算 兴 ， 就 要 引进 方法 效率 比 的 袍 念 . 

设 了 了 1， 了 3 和 D,, D: 分 别 荐 两 种 不 和 启 算 法 在 一 次 模拟 试验 中 的 
平均 运算 最 ( 泪 计算 时 间 ) 和 方 苦 , 则 由 3 1 的 (1), (2), (3) 等 式 可 
La 


知 ， 为 了 达到 给 定 的 精度 ， 所 需 的 总 的 计算 时 间 是 与 宛 . 成 正比 
的 ， 因 此 定义 
为 算法 工 和 算法 开 的 效率 比 ，C<1， 则 算法 开 的 喜 率 高 于 算 注 
上 ， 

关于 如 何 寻 求 效 率 高 的 算法 的 问题 ， 一 般 与 具体 的 问题 都 有 
密切 的 关系 ， 这 儿 就 不 再 介绍 了 . 

二 、 随 机 面积 的 分 布 

我 们 来 继续 讨论 $ 1 第 三 段 中 的 例 2. 在 没有 高 速 数 字 计 算 
机 之 前 , 要 想 研 究 与 比较 复杂 的 概率 模型 有 关 的 分 布 问题 , 几乎 是 
不 可 能 的 ， 于 是 往往 具 能 人 为 地 进行 许多 简化 ， 这 样 在 为 复杂 的 
实际 占 慎 建立 概率 模型 时 ， 就 给 人 们 带 来 了 很 多 的 限制 。 数 字 计 
算 机 的 出 现 和 发 展 , 为 人 们 的 研究 复杂 的 概率 模型 提供 了 工具 , 从 
而 使 人 们 在 构造 模型 时 ， 获 得 更 大 的 自由 来 运 阴 更 符合 实际 的 复 
杂 模 型 ， 这 也 是 计算 机 对 租 率 统计 研究 的 重要 影响 之 一 ， 这 里 过 
论 的 随机 面积 分 布 和 下 面 一 个 俩 子 中 关于 排队 重型 的 讨论 ， 都 是 
来 说 明 这 一 点 的 , 

如 3 1 中 所 说 ， 我 们 解决 这 一 复杂 的 随机 面积 分 布 问 题 的 整 
个 步骤 如 下 : 

1， 殷 据 给 定 的 条 件 ， 决 定 知 根 * 尾 子 ” 的 底 端 的 位 置 , 在 我 们 
这 上 几 恰 好 分 布 在 正方 形 的 格子 点 上 , 只 要 给 定格 子 的 边 长 志 后 , 确 
定 这 些 点 的 位 置 当然 是 很 容易 向 到 的 ， 

2.， 对 底 端 确定 的 “ 笠 子 "决定 其 随机 枯 下 后 , 顶端 的 位 置 ， 这 
一 点 可 以 根据 那儿 的 (4) 式 由 一 个 (0,2x》 中 的 均 名 分 布 来 决定 ， 
或 者 用 8 2 第 四 段 会 选 法 的 例子 中 介绍 的 方 灶 直接 产 生 cos a 和 
sin a 来 决定 都 可 以 ， 并 将 这 种 工作 对 w 根 “竹子 "都 进行 一 遍 . 这 
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样 除 了 原来 的 从 个 底 端 外 , 又 产生 了 避 个 顶端 ,共计 2m 个 点 . 

3。 要 决定 上 面 得 的 2 六 个 点 所 张 的 西 多 边 形 的 面 税 . 为 确定 
起 型 , 记 这 2m 个 点 为 G1)，1 夺 1 夺 2m， 计 算 区 积 的 一 种 较 好 
的 算法 刀 下 : 

《i) 决定 最 左边 的 点 : Po， 为 此 , 只 要 找 出 和 :4,11 和 2m 中 
对 应 于 最 小 值 的 ,这 当然 二 容易 让 计算 机 橄 到 的 . 

: {ii) 求 Py, 使 PoP 与 了 轴 的 
夹 角 最 小 . 夹 角 最 小 现在 等 价 于 夹 
角 的 余 纺 最 大 ， 前 Po 与 人 尾 一 点 的 
联 线 与 了 玫 的 夹 朋 的 余弦 都 是 可 
以 用 (C81, 间 ，1 委 ii 径 2 表示 出 来 
的 ， 因 此 寻找 已 的 事 也 是 容易 让 
计算 机 做 到 的 . 图 1 

GiD 求 忆 使 PIP 与 PPi 的 夹 角 景 小 ; 求 P 使 PPs 与 PP 
的 夹 角 最 小 ; …… 直 到 卫 , 与 Po 恒 合 为 上 .在 此 过 程 中 ， 逐步 求 
出 APoP,P.;, APPaPs, 大 于 … 的 面积 ， 并 把 它 科 相 加 ， 最 后 
的 和 数 就 是 这 2m 个 点 所 张 山 多 边 形 移 面积 . 

我 们 可 以 粗略 地 估计 一 下 上 述 算法 的 运算 量 ， 由 于 每 决定 一 
个 边界 点 , 都 基本 上 要 考察 一 遍 所 有 的 2m 个 点 , 因此 其 运算 量 是 
与 2, 即 点数 成 正比 的 ,而 边界 点 的 个 数 , 则 可 以 认为 与 V2m, 即 
点 数 的 平 为 根 成 正比 ， 于 是 总 的 运算 量 应 与 点 数 2m 的 3/2 次 方 
(274) 成 正比 . 

4 重复 上 述 1,2,，3, % 次 ， 即 可 求 得 随机 面积 的 ww 个 抽样 值 
硫 1，A2， A。 总 的 运算 量 是 8m 信 成 正比 的 ,有 了 这 些 数据 , 我 
们 就 可 以 对 随机 面积 进行 种 种 统计 推断 了 . 

我 们 曾 怀 正方 形 格 子 点 的 布局 ， 对 各 种 特定 的 4 一 格 子 边 
长 ,名 二 m1; 其 中 mi 是 每 边 上 的 牧 子 数 , 1 一 一 措 子 的 长 座 ，n 一 一 
4 





试验 重复 次 数 , 进行 计算 , 结果 倒是 相当 简单 的 ， 关 于 随机 面积 的 
分 布 为 正 坊 分 布 的 原 假 设 能 通过 Xx? 给 验 . 

显然 , 上 述 算法 稍 作 变化 , 就 可 以 对 不 同 的 布局 ， 以 及 “ 牧 子 ” 
随机 倒 下 时 , 整个 竹子 还 伴 有 某 种 随机 跳动 等 情况 进行 分 析 , 而 不 
会 引起 什么 新 的 困难 , 这 些 都 是 普通 的 解析 方法 所 不 可 能 做 到 的 . 

可 以 这 人 么 说 , 在 计算 本 广泛 应 用 之 前 ,一 般 总 要 得 到 解答 的 明 
显 形式 才 算 解决 了 问题 .而 如 果 只 是 象 我 们 上 耐 那样， 仅仅 给 出 
一 个 能 在 有 限 步 中 获得 近似 解答 的 算法 ， 往 往 并 不 认为 已 经 解决 
了 问题 但 在 计算 机 应 用 日 益 广泛 以 及 要 处 理 的 问题 越 来 越 复 杂 
时 , 可 以 认为 算 洁 给 出 的 解答 也 是 解决 了 问题 ， 只 要 算法 是 好 的 ， 
它 其 至 是 比 有 些 解 析 解 更 为 有 有 用， 事实 上 , 有 些 方程 的 解 , 要 用 很 
复杂 的 积分 式 才能 表示 解 的 窗 利 埃 变换 或 拉 普 拉 斯 变换 等 ， 其 用 
处 是 有 一 定局 限 性 的 

三 、 系 统 的 横扫 

我 们 来 介绍 一 个 单 服 务 员 排 队 系统 的 模拟 ， 所 述 方 法 推广 到 
更 复杂 的 系统 并 没有 什么 原则 上 的 困难 ， 这 点 是 与 解析 方法 十 分 
不 同 的 . 

考虑 一 个 单 服务 员 的 排队 系统 ， 相 继 两 硕 客 来 到 的 时 间 同 隔 
是 相互 独立 的 随机 变量 m 其 分 布 为 ; 

Pf{r=i} =),, 1 ik (1) 

每 个 顾客 的 服务 时 间 假 定 是 整 的 常数 &. 排队 规则 是 先 来 先 服务 . 
我 们 要 研究 这 一 排队 系统 的 等 待 时 间 分 布 . 

我 们 现在 每 隔 一 单位 时 间 , 模拟 一 次 系统 的 变化 , 并 记录 逐个 
顾客 等 待 时 间 取 不 同 值 的 频数 , 其 总 框图 如 下 ; : 

先 对 框图 中 所 用 的 记号 作 些 说 明 ， 

多: 表示 当前 时 刻 与 下 一 次 项 客 来 到 时 刻 之 阿 的 时 间 问 隔 ; 
特别 T=0, 即 表 示 当 前 时 世 将 有 一 顾客 来 到 
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如 工 =0 刚 0 之 证 ,否则 
{ 卫 一 1 十 下 二 全 





工 : 表 永 当前 时 刻 的 队长 ， 这 里 的 队长 理解 为 包括 正在 服务 
的 顾客 和 正在 排队 的 顾客 的 总 数 . 

信 ， 表 示 当 前 来 到 的 顾客 的 等 待 时 间 ， 如 这 顾客 来 到 时 ， 无 
人 在 服务 , 即 工 =0, 则 等 待 时 间 剑 二 0， 否则 其 等 待 时 间 应 等 于 正 
在 服务 的 顾客 的 剩余 的 服务 时 间 五 加 上 正在 排队 的 一 1 个 人 的 
服务 时 间 : (ZL 一 Dd. 
+ FOB * 


i : 


民 ， 表 示 当 前 肝 刻 正在 接受 服务 的 在 客 的 剩余 的 服务 时 间 ; 
特别 下 =6 表示 一 个 顾客 完成 服务 离 去 , 从 而 可 使 队长 减 1， 

刺 厂 [0: 形 ]， 是 一 个 数组 ， 其 元 煤 正太 [ 门 (1 生 J 妥 村) 表示 党 
待 时 间 恰 好 为 了 的 顾客 的 个 数 , 其 中 天 为 一 充分 大 的 数 , 视 具体 情 
况 诈 定 ， 

下 面 再 对 省 些 展 作 些 简要 的 说 明 ; 

第 1 框 ， 判 产 当 前 时 刻 是 天 在 据 客 来 到 , 如 有 转 到 第 2 抠 , 后 
则 转 第 ?7 杠 . 

第 2 框 : i| 算 当前 来 到 顾客 的 等 待 时 间 ， 

第 3 框 : 对 等 待 时 间 进 行 计数 . 

第 4 框 ， 由 于 当前 时 刻 来 到 显 客 , 而 使 队长 加 了 . 

第 5 框 ， 表示 当前 时 肇 来 到 的 瑞 客 立即 得 到 服务 ， 四 此 相应 
的 刚 开始 接受 服务 的 顾客 的 剩余 服务 时 间 为 d. 

第 10 框 : 由 吾 =0 来 , 也 就 是 涪 ,一 个 顾 次 恰好 完成 服务 ， 从 
而 使 队长 减 1. 

第 12 框 ， 由 工 关 0 来 ， 表 示 队 中 再 有 邮 客 时 ， 刚 开始 接受 服 
务 的 顾客 的 剩余 服务 时 间 为 

其 余 的 框 是 自明 的 . 

整个 框图 表示 每 陋 一 个 单位 时 间 后 ， 刻 划 排 队 系统 的 一 些 量 
的 变化 .为 了 简化 ， 杠 图 中 ， 没 有 画 出 团 初 态 的 扯 ， 显 热 在 并 始 
时 , 应 令 了 = 二 矿 二 BR 二 0, 以 及 下 厅 [ 站 =0.1 过 jj 委 于 紫外 在 和 杠 
图 中 也 没有 说 明 整 个 框图 要 找 行 几 次 . 

整个 模拟 过 程 结束 后 , 在 数组 F 中 就 是 我 们 所 要 的 线 采 . 它 
们 分 别 是 等 待 时 间 褒 好 为 0, 1, 2, … 的 频数 ， 除 以 总 的 模拟 次 数 即 
为 频率 , 也 就 是 近似 的 概率 ， 


